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Ïðåäèñëîâèå

Ó÷åáíèê ïðåäíàçíà÷åí äëÿ òåõ, êòî ïðèñòóïàåò ê èçó-
÷åíèþ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòè-
êè. Â êàæäîé ãëàâå ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, óòâåð-
æäåíèÿ, ôàêòû, çàäà÷è, ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ âåðîÿò-
íîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ìîäåëåé â êîíêðåòíûõ
ñèòóàöèÿõ. Ó÷åáíèê ïîìîæåò îâëàäåòü îñíîâàìè òåîðèè,
ñôîðìèðîâàòü âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêîå ìûøëåíèå è
èíòóèöèþ, îâëàäåòü íàâûêàìè ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çà-
äà÷.

Ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì çíàêîìñòâå ñ êóðñîì íåîáõîäè-
ìî ðàññìîòðåòü êàê ìîæíî áîëüøå ïðèìåðîâ è ðåøèòü
êàê ìîæíî áîëüøå çàäà÷. Èõ áîãàòàÿ ïîäáîðêà ïðèâåäå-
íà â ó÷åáíèêå, ïðè ýòîì äëÿ èëëþñòðàöèè íàêîïëåííîãî
íà ïðîòÿæåíèè âåêîâ îïûòà ïðèìåíåíèÿ òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ïðè èññëåäîâàíèè
ðåàëüíûõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ çà-
äà÷è ôîðìóëèðóþòñÿ íå â ôîðìàëüíî ìàòåìàòè÷åñêèõ,
à â åñòåñòâåííî-íàó÷íûõ òåðìèíàõ. Òàêèå çàäà÷è åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò â ðàçíîîáðàçíûõ ñôåðàõ
äåÿòåëüíîñòè ÷åëîâåêà: ôèçèêå, õèìèè, áèîëîãèè, ãåíåòè-
êå, ìåäèöèíå; â ïñèõîëîãèè, ñîöèîëîãèè, ýêîëîãèè, ñåëü-
ñêîì õîçÿéñòâå; â àñòðîíîìèè, êîñìîíàâòèêå, âîåííîì äå-
ëå, ìàøèíîñòðîåíèè, ñòðîèòåëüñòâå, ãåîëîãèè, ìåòàëëóð-
ãèè; â ýêîíîìèêå, ëèíãâèñòèêå, ïåäàãîãèêå, ñïîðòå è ò. ä.
Ðåøåíèå ïðèâåäåííûõ â êíèãå çàäà÷ òðåáóåò íåôîðìàëü-
íîãî îâëàäåíèÿ ìàòåðèàëîì: íåîáõîäèìî ïðåäëîæèòü òó
èëè èíóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, îáîñíîâàòü ýòîò âû-
áîð, âûáðàòü ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è, äàòü èíòåðïðåòàöèþ
ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.

Çàäà÷è êëàññèôèöèðîâàíû ïî ñòåïåíè òðóäíîñòè (õî-
òÿ ñëîæíûõ çàäà÷ â êíèãå íåò). Ïðè ýòîì ýëåìåíòàðíûå
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çàäà÷è îáîçíà÷åíû çíà÷êîì ◦, áîëåå ñëîæíûå � çâåçäî÷-
êîé, çàäà÷è ñðåäíåé ñëîæíîñòè íå âûäåëåíû.

Â îòäåëüíîé ãëàâå ïðèâåäåíû óêàçàíèÿ, ðåøåíèÿ çà-
äà÷ è îòâåòû.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé (åñëè îíè íå ïðèâåäå-
íû) ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â [11].

Ó÷åáíèêîì ìîãóò ïîëüçîâàòüñÿ êàê ñòóäåíòû ìåõàíè-
êî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòîâ, ôàêóëüòåòîâ ïðèêëàä-
íîé ìàòåìàòèêè è êèáåðíåòèêè óíèâåðñèòåòîâ, òàê è ñòó-
äåíòû òåõíè÷åñêèõ, ïåäàãîãè÷åñêèõ, ýêîíîìè÷åñêèõ âûñ-
øèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé. Ïîýòîìó îäíà ãëàâà ïîñâÿùåíà
êîìáèíàòîðèêå, êîòîðàÿ çàíèìàåò âàæíîå ìåñòî â êóðñå
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ó÷åáíûõ çàâåäåíèé.

Â ó÷åáíèêå òåîðåìû, ïðèìåðû, ôîðìóëû, òàáëèöû,
ðèñóíêè èìåþò òðîéíóþ, à çàäà÷è � äâîéíóþ íóìåðà-
öèþ. Íàïðèìåð, çàïèñü �ôîðìóëà (3.1.2)� îáîçíà÷àåò ôîð-
ìóëó 2 èç ïàðàãðàôà 1 ãëàâû 3, à çàïèñü �çàäà÷à 5.12� �
çàäà÷ó 12 èç ãëàâû 5.

Àâòîð áëàãîäàðåí äî÷åðè Íàòàëüå Îëåðèõ è ñûíó Åâ-
ãåíèþ Òóð÷èíó çà òùàòåëüíîå ïðî÷òåíèå ðóêîïèñè êíèãè
è åå ñîäåðæàòåëüíîå îáñóæäåíèå.

Àâòîð áóäåò áëàãîäàðåí âñåì, êòî â òîé èëè èíîé ôîð-
ìå âûñêàæåò ñâîè ñîîáðàæåíèÿ è çàìå÷àíèÿ îòíîñèòåëü-
íî ñîäåðæàíèÿ êíèãè è ñòèëÿ èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà. Çà-
ìå÷àíèÿ, ïðåäëîæåíèÿ è ïîæåëàíèÿ ïðîñèì ïîñûëàòü ïî
àäðåñó: Â. Í. Òóð÷èíó, êàôåäðà ñòàòèñòèêè è òåîðèè âå-
ðîÿòíîñòåé, ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò, Äíåï-
ðîïåòðîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò, ïð. Ãàãàðèíà,
72, Äíåïðîïåòðîâñê, 49010, Óêðàèíà.

Àâòîð



Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû
êîìáèíàòîðèêè

1.1 Îñíîâíîé ïðèíöèï êîìáèíàòîðèêè

Êîìáèíàòîðèêà èçó÷àåò êîíå÷íûå ìíîæåñòâà. Ìíî-
æåñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü áîëüøèìè ëàòèíñêèìè áóêâà-
ìè A,B,C, . . . , èõ ýëåìåíòû � ìàëûìè. ×èñëî ýëåìåíòîâ
êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà A áóäåì îáîçíà÷àòü n(A).

Âû÷èñëÿÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâàA, óäîáíî ïîëü-
çîâàòüñÿ òàêèì ôàêòîì: åñëè ìåæäó ìíîæåñòâàìè A è B
óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, òî

n(A) = n(B)

(÷àñòî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B ïîäñ÷èòàòü ïðîùå,
÷åì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A).

Ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ìíîæåñòâ. Ïóñòü A è B �
ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà. Êàæäûå äâà ýëåìåíòà
a ∈ A è b ∈ B çàäàþò óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó (a, b). Ìíî-
æåñòâî âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð (a, b), a ∈ A, b ∈ B, áó-
äåì íàçûâàòü ïðÿìûì (äåêàðòîâûì) ïðîèçâåäåíèåì ìíî-
æåñòâ A è B è áóäåì îáîçíà÷àòü A×B.

Ï ð èì å ð 1.1.1. Íàéòè ïðÿìûå ïðîèçâåäåíèÿ A×B è
B ×A, ãäå A = {1, 2} è B = {3, 4, 5}.

Ðåøåíè å. A × B = {(1; 3), (1; 4), (1; 5), (2; 3), (2; 4),
(2; 5)}, B ×A = {(3; 1), (3; 2), (4; 1), (4; 2), (5; 1), (5; 2)}.
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6 Ãëàâà 1. Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

Ïóñòü äàíî k ìíîæåñòâA1, A2, . . . , Ak. Ìíîæåñòâî óïî-
ðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (a1, a2, . . . , ak), ãäå a1 ∈ A1, a2 ∈ A2,
. . . , ak ∈ Ak, áóäåì íàçûâàòü ïðÿìûì (äåêàðòîâûì) ïðî-
èçâåäåíèåì ìíîæåñòâ A1, A2, . . . , Ak è áóäåì îáîçíà÷àòü
A1 ×A2 × · · · ×Ak.

Ï ð èì å ð 1.1.2. Åñëè A1 = R1, A2 = R1, A3 = R1, òî
ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå A1 × A2 = R1 × R1 = R2 ÿâëÿåòñÿ
ïëîñêîñòüþ, à A1 × A2 × A3 = R1 × R1 × R1 = R3 �
òðåõìåðíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ (îñíîâíîé ïðèíöèï êîì-
áèíàòîðèêè). ×èñëî n(A×B) ýëåìåíòîâ äåêàðòîâà ïðî-
èçâåäåíèÿ A×B êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ A è B ðàâíî ïðîèç-
âåäåíèþ n(A)n(B) ÷èñëà n(A) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A
è ÷èñëà n(B) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B:

n(A×B) = n(A)n(B).

Â ñàìîì äåëå, äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ A ñóùåñòâóåò
n(B) ýëåìåíòîâ (a, b), b ∈ B, äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A×
B. È ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A ñîäåðæèò n(A) ýëåìåíòîâ,
òî ÷èñëî n(A×B) ýëåìåíòîâ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ A×
B ðàâíî n(B)+n(B)+. . . n(B) = n(B)n(A) (â ëåâîé ÷àñòè
n(A) ñëàãàåìûõ � ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå A).

Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ äëÿ äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ k
ìíîæåñòâ: ÷èñëî n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) ýëåìåíòîâ äåêàð-
òîâà ïðîèçâåäåíèÿ A1×A2×· · ·×Ak êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
A1, A2, . . . , Ak ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ n(A1)n(A2) . . . n(Ak)
÷èñëà ýëåìåíòîâ n(A1), n(A2), . . . , n(Ak) ýòèõ ìíîæåñòâ:

n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak).

Ïðèì å ð 1.1.3. Ïóñòü A = {1, 2, 3}, B = {4, 5, 6, 7}.
Íàéòè n(A×B).

Ðåøåíè å. n(A×B) = n(A)n(B) = 3 · 4 = 12.
Ïðàâèëî óìíîæåíèÿ â òåðìèíàõ äåéñòâèé. ×à-

ñòî ïðàâèëî óìíîæåíèÿ ôîðìóëèðóþò â òåðìèíàõ äåé-
ñòâèé.

Ïóñòü íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îäíî çà äðóãèì k äåé-
ñòâèé. Åñëè ïåðâîå äåéñòâèå ìîæíî âûïîëíèòü n1 ÷èñ-
ëîì ñïîñîáîâ, âòîðîå � n2 ÷èñëîì ñïîñîáîâ è òàê äî k-ãî
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äåéñòâèÿ, êîòîðîå ìîæíî âûïîëíèòü nk ÷èñëîì ñïîñî-
áîâ, òî âñå k äåéñòâèå âìåñòå ìîãóò áûòü âûïîëíåíû
n1n2 . . . nk ÷èñëîì ñïîñîáîâ.

Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç A1 ìíîæåñòâî ñïî-
ñîáîâ âûïîëíèòü ïåðâîå äåéñòâèå, A2 � âòîðîå, è ò. ä.,
Ak � k-å äåéñòâèå. Òîãäà ýëåìåíò (a1, a2, . . . , ak) äåêàðòî-
âà ïðîèçâåäåíèÿ A1 ×A2 × · · · ×Ak çàäàåò ñïîñîá âûïîë-
íèòü âñå k äåéñòâèé âìåñòå. Ïîýòîìó ÷èñëî âñåõ ñïîñîáîâ
âûïîëíèòü k äåéñòâèé ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ äåêàðòîâà
ïðîèçâåäåíèÿ A1 ×A2 × · · · ×Ak. Ñëåäîâàòåëüíî,

n(A1×A2×· · ·×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak) = n1n2 . . . nk.

Ïðèì å ð 1.1.4. Ñêîëüêî ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæ-
íî çàïèñàòü öèôðàìè 0, 1, 2, 3, 4, 5, åñëè íè îäíà öèôðà íå
ïîâòîðÿåòñÿ áîëüøå îäíîãî ðàçà?

Ðåøåíè å. Çàïèñûâàÿ ÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî, ìû âû-
ïîëíÿåì ÷åòûðå äåéñòâèÿ: çàïèñûâàåì ñëåâà íàïðàâî ïåð-
âóþ, âòîðóþ, òðåòüþ, ÷åòâåðòóþ öèôðû. Ïåðâîå äåéñòâèå
ìîæíî âûïîëíèòü ïÿòüþ ñïîñîáàìè (íóëü íà ïåðâîì ìå-
ñòå íå ïèøóò), âòîðîå � ïÿòüþ ñïîñîáàìè (îäíó öèôðó
óæå èñïîëüçîâàíî ïðè çàïèñè ïåðâîé ñëåâà öèôðû, íî, íà-
÷èíàÿ ñî âòîðîãî ìåñòà, ìîæíî èñïîëüçîâàòü íóëü), òðå-
òüå äåéñòâèå � ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè, ÷åòâåðòîå � òðåìÿ.
Ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ âñå ÷åòûðå äåé-
ñòâèÿ âìåñòå ìîæíî âûïîëíèòü 5 · 5 · 4 · 3 = 300 ñïîñîáà-
ìè. Ñëåäîâàòåëüíî, öèôðàìè îò 0 äî 5 ìîæíî çàïèñàòü
300 ðàçëè÷íûõ ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, â çàïèñè êîòîðûõ
öèôðû íå ïîâòîðÿþòñÿ.

Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿ-
ùåå èç n ýëåìåíòîâ, áóäåì íàçûâàòü n-ýëåìåíòíûì.

Î ï ð å ä å ë å í è å. n-Ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî Ω áóäåì
íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííûì, åñëè êàæäîìó åãî ýëåìåíòó ïî-
ñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî (íîìåð ýëåìåíòà) îò 1 äî n,
ïðè÷åì òàê, ÷òî ðàçëè÷íûì ýëåìåíòàì ïîñòàâëåíû â ñî-
îòâåòñòâèå ðàçëè÷íûå íîìåðà (äðóãèìè ñëîâàìè, óñòà-
íîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíî-
æåñòâîì Ω è ïîäìíîæåñòâîì 1, 2, . . . , n íàòóðàëüíûõ ÷è-
ñåë).

Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà ðàçëè÷íû, åñëè îíè îòëè-
÷àþòñÿ èëè ñâîèìè ýëåìåíòàìè, èëè èõ ïîðÿäêîì.
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Êàæäîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ìîæíî óïîðÿäî÷èòü òàê:
çàïèñàòü âñå åãî ýëåìåíòû â ñïèñîê a, b, c, . . . , f , à çàòåì
êàæäîìó ýëåìåíòó ïðèïèñàòü íîìåð ìåñòà, íà êîòîðîì îí
ñòîèò â ñïèñêå. Êàê ïðàâèëî, òàê è áóäåì ïîñòóïàòü.

Ïåðåñòàíîâêè. Óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, îòëè÷à-
þùèåñÿ òîëüêî ïîðÿäêîì ýëåìåíòîâ, íî íå ñàìèìè ýëå-
ìåíòàìè, áóäåì íàçûâàòü ïåðåñòàíîâêàìè.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïåðåñòàíîâêîé n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà áóäåì íàçûâàòü åãî n-ýëåìåíòíîå óïîðÿäî÷åííîå
ïîäìíîæåñòâî.

Ïðèì å ð 1.1.5. Âûïèñàòü âñå ïåðåñòàíîâêè ìíîæå-
ñòâà Ω = {a, b, c}.

Ðåøåíè å.
(a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), (b, c, a), (c, a, b), (c, b, a).
×èñëî ïåðåñòàíîâîê. ×èñëî Pn âñåõ ïåðåñòàíîâîê

n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (÷èñëî ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷èòü
n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî) ðàâíî n!, ò. å.

Pn = n!

Ïðèì å ð 1.1.6. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïîðÿ-
äî÷èòü ìíîæåñòâî ÷èñåë 1, 2, . . . , 2n òàê, ÷òîáû ÷åò-
íûå ÷èñëà ïîëó÷èëè ÷åòíûå íîìåðà?

Ðåøåíè å. ×òîáû óïîðÿäî÷èòü ìíîæåñòâî 1, 2, . . . , 2n,
ðàñïîëîæèì 2n ÷èñåë íà 2n ìåñòàõ, ïðè÷åì òàê, ÷òîáû
÷åòíûå ÷èñëà îêàçàëèñü íà ìåñòàõ ñ ÷åòíûìè íîìåðàìè
(à ñëåäîâàòåëüíî, íå÷åòíûå � íà ìåñòàõ ñ íå÷åòíûìè íî-
ìåðàìè). Âûïîëíèì ýòî â äâà äåéñòâèÿ.

Äåéñòâèå ïåðâîå � ðàñïîëîæèòü n ÷åòíûõ ÷èñåë íà n
÷åòíûõ ìåñòàõ (óïîðÿäî÷èòü n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî) �
ìîæíî âûïîëíèòü n! ñïîñîáàìè, äåéñòâèå âòîðîå � ðàñ-
ïîëîæèòü n íå÷åòíûõ ÷èñåë íà n íå÷åòíûõ ìåñòàõ � n!
ñïîñîáàìè.

Äâà äåéñòâèÿ âìåñòå (ðàñïîëîæèòü ÷åòíûå ÷èñëà íà
÷åòíûõ ìåñòàõ, íå÷åòíûå íà íå÷åòíûõ) ñîãëàñíî ïðàâèëó
óìíîæåíèÿ ìîæíî âûïîëíèòü (n!)2 ñïîñîáàìè.

Ðàçìåùåíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k. Ðàçìåùåíè-
åì èç n ýëåìåíòîâ ïî k áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííîå
k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Ðàçìåùåíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàçëè÷íû, åñëè îíè
îòëè÷àþòñÿ èëè ñâîèìè ýëåìåíòàìè, èëè èõ ïîðÿäêîì.
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Ïðèì å ð 1.1.7 . Ïóñòü Ω = {a, b, c}. Âûïèñàòü âñå
ðàçìåùåíèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 2.

Ðåøåíè å. (a, b), (b, a), (a, c), (c, a), (b, c), (c, b).
×èñëî ðàçìåùåíèé. ×èñëî Akn âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ

k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà
(÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k) ðàâíî n(n− 1) . . .
. . . (n− (k − 1)), ò. å.

Akn = n(n− 1) . . . (n− (k − 1)).

Ïðèì å ð 1.1.8 . Ñêîëüêî òðåõçíà÷íûõ òåëåôîííûõ
íîìåðîâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç öèôð îò 0 äî 9 òàê, ÷òî-
áû â çàïèñè íîìåðà âñå öèôðû áûëè ðàçíûå?

Ðåøåíè å. Òðåõçíà÷íûé òåëåôîííûé íîìåð èç ðàç-
ëè÷íûõ öèôð � ýòî 3-ýëåìåíòíîå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíî-
æåñòâî ìíîæåñòâà 0, 1, . . . , 9. À êîëè÷åñòâî A3

10 3-ýëåìåíò-
íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîæíî ñîñòà-
âèòü èç ýëåìåíòîâ 10-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà, ðàâíî
10 · 9 · 8, ò. å.

A3
10 = 10 · 9 · 8 = 720.

Ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k. Ñî÷åòàíèåì èç
n ýëåìåíòîâ ïî k áóäåì íàçûâàòü k-ýëåìåíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

Ñî÷åòàíèÿ èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàçëè÷íû, åñëè îíè îò-
ëè÷àþòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè (ïî ìåíüøåé ìåðå îäíèì).
Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè íå ñóùåñòâåííûé � ñî-
÷åòàíèÿ, ñîñòîÿùèå èç îäíèõ è òåõ æå ýëåìåíòîâ, íåðàç-
ëè÷èìû.

Ïðèì å ð 1.1.9 . Ïóñòü Ω = {a, b, c}. Âûïèñàòü âñå
ñî÷åòàíèÿ èç 3 ýëåìåíòîâ ïî 1 è èç 3 ïî 2.

Ðåøåíè å. {a}, {b}, {c} � âñå ñî÷åòàíèÿ èç 3 ýëåìåí-
òîâ ïî 1, {a, b}, {a, c}, {b, c} � èç 3 ïî 2.

Çàìåòèì, ÷òî êàê ñî÷åòàíèÿ {a, b} è {b, a}; {b, c} è
{c, b}; {a, c} è {c, a} ñîâïàäàþò.

×èñëî ñî÷åòàíèé.×èñëî Ckn âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà (÷èñëî ñî÷åòàíèé
èç n ýëåìåíòîâ ïî k) ðàâíî n!/(k!(n− k)!), ò. å.

Ckn =
n!

k!(n− k)!
.
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Ïðèì å ð 1.1.10 (øàõìàòíûé ãîðîä). Ðàññìîòðèì ïðÿ-
ìîóãîëüíóþ ñåòêó êâàäðàòîâ � �øàõìàòíûé ãîðîä�, ñî-
ñòîÿùèé èç m × n êâàäðàòíûõ êâàðòàëîâ, ðàçäåëåííûõ
n− 1 �ãîðèçîíòàëüíûìè� è m− 1 �âåðòèêàëüíûìè� óëè-
öàìè (ðèñ. 1.1.1). Ñêîëüêî íà ýòîé ñåòêå ðàçëè÷íûõ êðàò-
÷àéøèõ ïóòåé, âåäóùèõ èç ëåâîãî íèæíåãî óãëà (òî÷êè
(0, 0)) â ïðàâûé âåðõíèé óãîë (â òî÷êó (m,n))?

(0,   )n

(    ,   )m 0

0

(m,n)

Ðèñ. 1.1.1: �Øàõìàòíûé ãîðîä�

Ð åø å í è å. Îáîçíà÷èì áóêâîé Ã ãîðèçîíòàëüíûé îò-
ðåçîê ïóòè, áóêâîé Â � âåðòèêàëüíûé. Êàæäûé êðàò÷àé-
øèé ïóòü èç (0, 0) â (m,n) èìååò n âåðòèêàëüíûõ îòðåçêîâ
è m ãîðèçîíòàëüíûõ. Îí ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ óïîðÿäî-
÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèíîé n+m, ñîñòàâëåííîé
èç m áóêâ Ã è n áóêâ Â è íàîáîðîò. Ïîýòîìó ÷èñëî êðàò-
÷àéøèõ ïóòåé ðàâíî ÷èñëó ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíîé
n + m, ñîñòàâëåííûõ èç m áóêâ Ã è n áóêâ Â. Êàæäàÿ
òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ âûáîðîì
m ìåñò èç n + m äëÿ áóêâû Ã (îñòàâøèåñÿ ìåñòà çàïîë-
íÿþòñÿ áóêâàìè Â), ïîýòîìó èõ ÷èñëî ðàâíî Cmn+m.

Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâ. Ðàçáèåíèåì n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà Ω íà m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ, ñîñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç k1, k2, . . . , km ýëåìåí-
òîâ (k1 + k2 + . . .+ km = n), áóäåì íàçûâàòü íàáîð

{A,B,C, . . . , S}
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èç m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω, ñî-
ñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç k1, k2, . . . , km ýëåìåíòîâ.

Äâà ðàçáèåíèÿ íà m ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç k1, k2, . . . , km ýëå-
ìåíòîâ, ðàçëè÷íû, åñëè õîòÿ áû â îäíîé ïàðå ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ kj-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ (j = 1, 2, . . . ,m)
èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ýëåìåíòû.

Ïðèì å ð 1.1.11. Ïðèâåñòè âñå âîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ
ìíîæåñòâà Ω = {a, b, c, d} íà 3 íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîä-
ìíîæåñòâà: {A,B,C}, ñîñòîÿùèå ñîîòâåòñòâåííî èç
k1 = 1 ýëåìåíòîâ (ìíîæåñòâî A); k2 = 2 ýëåìåíòîâ
(ìíîæåñòâî B); k3 = 1 ýëåìåíòîâ (ìíîæåñòâî C).

Ðåøåíè å.
{{a}, {b, c}, {d}}; {{a}, {c, d}, {b}}; {{a}, {b, d}, {c}};
{{b}, {a, c}, {d}}; {{b}, {c, d}, {a}}; {{b}, {a, d}, {c}};
{{c}, {a, b}, {d}}; {{c}, {a, d}, {b}}; {{c}, {b, d}, {a}};
{{d}, {a, b}, {c}}; {{d}, {a, c}, {b}}; {{d}, {b, c}, {a}}.
Çàìåòèì, ÷òî íàïðèìåð, {{a}, {b, c}, {d}} è {{d}, {b, c},

{a}} ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ðàçáèåíèÿìè ìíîæåñòâà Ω =
= {a, b, c, d}.

×èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà.
×èñëî Cn(k1, k2, . . . , km) ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà Ω íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ B1, B2,
. . . , Bm, ñîñòîÿùèõ ñîîòâåòñòâåííî èç k1, k2, . . . , km ýëå-
ìåíòîâ (k1 + k2 + . . . . . .+ km = n), ðàâíî

n!/(k1!k2! . . . km!),

ò. å.

Cn(k1, k2, . . . , km) =
n!

k1!k2! . . . km!
.

Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ïåðåñòàíîâêîé ñ
ïîâòîðåíèÿìè (ñëîâîì) äëèíîé n, îáðàçîâàííîé k1 ýëå-
ìåíòàìè (áóêâàìè) a1, k2 ýëåìåíòàìè (áóêâàìè) a2, è
ò. ä., km ýëåìåíòàìè (áóêâàìè) am (k1 +k2 + . . .+km = n)
áóäåì íàçûâàòü óïîðÿäî÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëè-
íîé n, îáðàçîâàííóþ k1 ýëåìåíòàìè (áóêâàìè) a1, k2 ýëå-
ìåíòàìè (áóêâàìè) a2, è ò. ä., km ýëåìåíòàìè (áóêâà-
ìè) am.
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Äâà ñëîâà äëèíîé n, îáðàçîâàííûå k1 áóêâàìè a1,
k2 áóêâàìè a2, è ò. ä., km áóêâàìè am ðàçëè÷íû, åñëè
îíè îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì áóêâ.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè. ×èñëî ïå-
ðåñòàíîâîê ñ ïîâòîðåíèÿìè (ñëîâ) äëèíîé n, êîòîðûå
ìîæíî ñîñòàâèòü èç k1 ýëåìåíòîâ (áóêâ) a1, k2 ýëåìåí-
òîâ (áóêâ) a2, è ò. ä., km ýëåìåíòîâ (áóêâ) am (k1 +k2 +
. . .+ km = n), ðàâíî Cn(k1, k2, . . . , km).

Ïðèì å ð 1.1.12 . Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ ðàç-
ìåñòèòü n ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïî m ÿ÷åéêàì òàê, ÷òî-
áû â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïîïàëî k1 ÷àñòèö, âî âòîðóþ � k2,
è ò. ä., â m-þ � km?

Ðåøåíè å. Ðàçîáüåì n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ðàçëè-
÷èìûõ ÷àñòèö íà m íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ:
k1-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ÷àñòèö, êîòîðûå ïîïàäóò â
ïåðâóþ ÿ÷åéêó, k2-ýëåìåíòíîå � âî âòîðóþ, è ò. ä., km-
ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ÷àñòèö, êîòîðûå ïîïàäóò â m-
þ ÿ÷åéêó (k1+k2+. . .+km = n). À ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçáèòü
n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, êàê ýòî îïèñàíî âûøå, ðàâíî
Cn(k1, k2, . . . , km).

Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ñî÷åòàíèåì èçm ýëå-
ìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè áóäåì íàçûâàòü íàáîð (ìíî-
æåñòâî) èç n ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðèíàäëå-
æèò îäíîìó èç m òèïîâ.

Ïîñêîëüêó ñî÷åòàíèå èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòî-
ðåíèÿìè îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ÷èñëîì x1 ýëåìåíòîâ ïåð-
âîãî òèïà, ÷èñëîì x2 ýëåìåíòîâ âòîðîãî òèïà, è ò. ä.,
÷èñëîì xm ýëåìåíòîâ m-ãî òèïà, â íåãî âõîäÿùèõ, ò. å.
çàäàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ (x1, x2, . . . , xm) íåîòðèöà-
òåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, òàêèõ, ÷òî x1 +x2 + . . .+xm = n, è
íàîáîðîò, êàæäàÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåò íàáîð
èç n ýëåìåíòîâ, x1 èç êîòîðûõ ïåðâîãî òèïà, x2 � âòîðîãî,
è ò. ä., xm � m-ãî òèïà, òî ìîæíî äàòü òàêîå îïðåäåëåíèå
ñî÷åòàíèÿ èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Ñî÷åòàíèåì èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè áó-
äåì íàçûâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (x1, x2, . . . , xm) íåîòðè-
öàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë òàêèõ, ÷òî

x1 + x2 + . . .+ xm = n.

Äâà ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè èç m ýëåìåíòîâ ïî n
ðàçëè÷íû, åñëè îíè îòëè÷àþòñÿ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ



1.2. Çàäà÷è 13

õîòÿ áû îäíîãî òèïà. Ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ â ñî÷åòàíèè ñ
ïîâòîðåíèÿìè íå ñóùåñòâåííûé.

Ïðèì å ð 1.1.13. Âûïèñàòü âñå ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðå-
íèÿìè èç 4 ýëåìåíòîâ a, b, c, d ïî 2.

Ðåøåíè å. aa, bb, cc, dd, ab, ac, ad, bc, bd, dc.
×èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè. ×èñëî fnm ñî-

÷åòàíèé èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî
Cm−1
n+m−1, ò. å.

fnm = Cm−1
n+m−1.

Åñëè n > m, òî ÷èñëî òàêèõ ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåí-
òîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè, â êîòîðûõ êàæäûé ýëåìåíò
âñòðå÷àåòñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç, ðàâíî Cm−1

n−1 .
Ïðèì å ð 1.1.14. Ñêîëüêî íåîòðèöàòåëüíûõ ðåøåíèé

â öåëûõ ÷èñëàõ èìååò óðàâíåíèå x1 + x2 + . . .+ xm = n?
Ðåøåíè å. Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . .+ xm = n

â öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (x1, x2, . . . , xm) öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë òà-
êàÿ, ÷òî x1 + x2 + . . .+ xm = n, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñî÷åòàíèåì
èç m ýëåìåíòîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè, à ÷èñëî òàêèõ ñî-
÷åòàíèé ðàâíî fnm.

1.2 Çàäà÷è

ÀÇ: 1.3◦, 1.10, 1.14, 1.16◦, 1.18, 1.19◦, 1.22, 1.23, 1.25.
ÑÇ: 1.4◦, 1.5◦, 1.11◦, 1.15, 1.17◦, 1.20, 1.24, 1.27, 1.30, 1.32.
Â ïðåäëàãàåìûõ äàëåå çàäà÷àõ, ïðåæäå ÷åì ïîäñ÷è-

òûâàòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ òîãî èëè èíîãî ìíîæåñòâà, íåîá-
õîäèìî ÷åòêî îïðåäåëèòü: ÷òî èìåííî ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ýòè ýëåìåíòû (ò. å., ÷òî ïîäñ÷èòûâàòü). Ïðåæäå
÷åì îòâå÷àòü íà âîïðîñ �ñêîëüêî? �, íåîáõîäèìî îòâåòèòü
íà âîïðîñ �÷òî? � (÷òî áóäåì ïîäñ÷èòûâàòü?).

1.1◦. Èç ãîðîäà A â ãîðîä B âåäåò n äîðîã, à èç B â
C � m äîðîã. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî îñóùåñòâèòü
ïóòåøåñòâèå ïî ìàðøðóòó A−B − C?
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1.2◦. Íà âåðøèíó ãîðû âåäåò ñåìü òðîïèíîê. Ñêîëü-
êèìè ñïîñîáàìè òóðèñò ìîæåò ïîäíÿòüñÿ íà ãîðó è ñïó-
ñòèòüñÿ ñ íåå? Îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ ïðè óñëîâèè, ÷òî
âîñõîæäåíèå è ñïóñê îñóùåñòâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïóòÿ-
ìè.

1.3◦. Â ðîçûãðûøå ïåðâåíñòâà ñòðàíû ïî ôóòáîëó áå-
ðóò ó÷àñòèå 17 êîìàíä. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîãóò áûòü
ðàñïðåäåëåíû ìåæäó íèìè çîëîòàÿ, ñåðåáðÿíàÿ è áðîíçî-
âàÿ ìåäàëè?

1.4◦. Ñêîëüêî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü öèô-
ðàìè 0, 1, 2, 3, 4?

1.4◦. 4 · 5 · 5.
1.5◦. Ñêîëüêî òðåõçíà÷íûõ ÷èñåë ìîæíî çàïèñàòü öèô-

ðàìè 0, 1, 2, 3, 4, åñëè êàæäóþ èç íèõ èñïîëüçîâàòü íå
áîëåå îäíîãî ðàçà?

1.6◦. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ñåìü ÷åëîâåê ìîãóò ñòàòü
â î÷åðåäü ê êàññå?

1.7◦. Ó÷åíèêè èçó÷àþò 10 ïðåäìåòîâ. Â ïîíåäåëüíèê
ïî ðàñïèñàíèþ 6 óðîêîâ, ïðè÷åì âñå ðàçíûå. Ñêîëüêèìè
ñïîñîáàìè ìîæíî ñîñòàâèòü ðàñïèñàíèå íà ïîíåäåëüíèê?

1.8◦. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïÿòèçíà÷íûõ ÷èñåë, äåëÿ-
ùèõñÿ íà 5?

1.9◦. Àâòîìîáèëüíûé íîìåð ñîñòîèò èç äâóõ áóêâ è
÷åòûðåõ öèôð. Êàêîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íîìåðîâ ìîæíî
ñîñòàâèòü, èñïîëüçóÿ 26 áóêâ ëàòèíñêîãî àëôàâèòà?

1.10. Â ðîçûãðûøå ïåðâåíñòâà ñòðàíû ïî ôóòáîëó
ïðèíèìàþò ó÷àñòèå 16 êîìàíä. Êîìàíäû, çàíÿâøèå ïåð-
âîå, âòîðîå è òðåòüå ìåñòà, íàãðàæäàþò ñîîòâåòñòâåííî
çîëîòîé, ñåðåáðÿíîé è áðîíçîâîé ìåäàëÿìè, à êîìàíäû,
îêàçàâøèåñÿ íà äâóõ ïîñëåäíèõ ìåñòàõ, ïîêèíóò âûñøóþ
ëèãó. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ ïåðâåíñòâà ìîæåò
áûòü?

1.11◦. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî èç 9 ÷åëîâåê âû-
áðàòü êîìèññèþ â ñîñòàâå 4 ÷åëîâåê?

1.12◦. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ÷èòàòåëü ìîæåò âûáðàòü
òðè êíèãè èç ïÿòè?

1.13◦. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçìåñòèòü íà ïîë-
êå 4 ðàçíûå êíèãè?

1.14. Ïóñòü p1, p2, . . . , pn � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà.
Ñêîëüêî äåëèòåëåé èìååò ÷èñëî

m = pα1
1 pα2

2 . . . pαnn ,
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ãäå α1, α2, . . . , αn � íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà?
1.15. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåí-

òîâ, ó êîòîðûõ äâà äàííûå ñòîÿò ðÿäîì?
1.16◦. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 4 ó÷å-

íèêîâ íà 25 ìåñòàõ?
1.17◦. Ñòóäåíòó íåîáõîäèìî íà ïðîòÿæåíèè 8 äíåé

ñäàòü 4 ýêçàìåíà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäå-
ëàòü?

1.18. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ìíî-
æåñòâî {1, 2, 3, . . . , n} òàê, ÷òîáû ÷èñëà 1, 2, 3 ñòîÿëè ðÿ-
äîì è â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ?

1.19. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êî-
òîðûõ êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ öèôðà áîëüøå ïðåäûäóùåé?

1.20. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõçíà÷íûõ ÷èñåë, ó êî-
òîðûõ êàæäàÿ ïîñëåäóþùàÿ öèôðà ìåíüøå ïðåäûäóùåé?

1.21∗. Â ïðÿìîóãîëüíóþ òàáëèöó èçm ñòðîê è n ñòîëá-
öîâ íåîáõîäèìî çàïèñàòü ÷èñëà +1 è −1 òàê, ÷òîáû ïðî-
èçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå áûëî
ðàâíî 1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

1.22. Èìååòñÿ p áåëûõ è q ÷åðíûõ øàðîâ (p > q).
Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàñïîëîæèòü â ðÿä âñå øà-
ðû òàê, ÷òîáû íèêàêèå 2 ÷åðíûõ øàðà íå ëåæàëè ðÿäîì?

1.23. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî n ïðÿìûõ òàê, ÷òî íè-
êàêèå äâå èç íèõ íå ïàðàëëåëüíû è íèêàêèå òðè íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

1) Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ.
2) Ñêîëüêî òðåóãîëüíèêîâ îáðàçóþò ïðÿìûå?
3) Íà ñêîëüêî ÷àñòåé äåëÿò ïëîñêîñòü ïðÿìûå?
4) Ñêîëüêî ñðåäè ÷àñòåé, íà êîòîðûå äåëèòñÿ ïëîñ-

êîñòü ïðÿìûìè, îãðàíè÷åííûõ è ñêîëüêî íåîãðàíè÷åí-
íûõ?

1.24. Ñêîëüêî äèàãîíàëåé èìååò âûïóêëûé n-óãîëü-
íèê?

1.25. Â ñêîëüêèõ òî÷êàõ ïåðåñåêàþòñÿ äèàãîíàëè âû-
ïóêëîãî n-óãîëüíèêà, åñëè íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïåðåñå-
êàþòñÿ â îäíîé òî÷êå?

1.26∗. Â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå ïðîâåäåíî âñå äèàãî-
íàëè. Èçâåñòíî, ÷òî íèêàêèå òðè èç íèõ íå ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå. Íà ñêîëüêî ÷àñòåé ïðè ýòîì ðàçäåëèòñÿ
n-óãîëüíèê?
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1.27. Äîêàçàòü, ÷òî

n(A1 ×A2 × · · · ×Ak) = n(A1)n(A2) . . . n(Ak).

1.28. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ñïîñîáîâ óïîðÿäî÷èòü
n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ðàâíî n!

1.29. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî Akn ðàçìåùåíèé èç n ýëå-
ìåíòîâ ïî k ðàâíî n(n− 1) . . . (n− (k − 1)).

1.30. Äîêàçàòü, ÷òî Ckn � ÷èñëî k-ýëåìåíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî n!/(k!(n−k)!).

1.31. Äîêàçàòü, ÷òî

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ckna
kbn−k.

1.32. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî Cn(k1, k2, . . . , km) ñïîñîáîâ
ðàçáèòü n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî íàm íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km
ýëåìåíòîâ, ðàâíî n!/(k1!k2! . . . km!).

1.33.Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò Cn(k1, k2, . . . , km) ñëîâ
äëèíîé n èç k1 áóêâ a1, k2 áóêâ a2, è ò. ä., km áóêâ am.

1.34. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòüm+n+s
ïðåäìåòîâ íà òðè ãðóïïû òàê, ÷òîáû â îäíîé ãðóïïå áûëî
m ïðåäìåòîâ, â äðóãîé � n, â òðåòüåé � s?

1.35. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü 3n ïðåä-
ìåòîâ ìåæäó òðåìÿ ëèöàìè òàê, ÷òîáû êàæäûé ïîëó÷èë
n ïðåäìåòîâ?

1.36 Äîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå (a1 + a2 + . . . + am)n

ðàâíî ñóììå âñåõ âîçìîæíûõ ñëàãàåìûõ âèäà

n!

k1!k2! . . . km!
ak11 a

k2
2 . . . akmm ,

ãäå k1 + k2 + . . .+ km = n, ò. å.

(a1 + a2 + . . .+ am)n =

=
∑

k1≥0,k2≥0,...,km≥0;k1+k2+...+km=n

n!

k1!k2! . . . km!
ak11 a

k2
2 . . . akmm .

1.37. Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî fnm ñî÷åòàíèé èç m ýëåìåí-
òîâ ïî n ñ ïîâòîðåíèÿìè ðàâíî Cm−1

n+m−1.



Ãëàâà 2

Ñòîõàñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò

2.1 Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé, àëãåáðà ñîáûòèé

Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò ñòîõàñòè÷åñêèå ýêñïå-
ðèìåíòû, èññëåäóÿ èõ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Ïîä ñòî-
õàñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì ìû ïîíèìàåì ýêñïåðèìåíò,
ðåçóëüòàò êîòîðîãî íåâîçìîæíî ïðåäñêàçàòü çàðàíåå (äî
ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà), íî êîòîðûé ìîæíî ïîâòîðèòü
íåçàâèñèìûì îáðàçîì (ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ ýêñïåðè-
ìåíòîâ íå âëèÿþò íà ïîñëåäóþùèå) â ïðèíöèïå íåîãðà-
íè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

Ïðèìåðû ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ
1. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäáðàñûâàþò äâå ìîíåòû è ðåãè-

ñòðèðóþò ñòîðîíû, êàêèìè ëåãëà êàæäàÿ ìîíåòà. Ðåçóëü-
òàò ýêñïåðèìåíòà � �ãåðá, ãåðá�, �ãåðá, ðåøêà�, �ðåøêà,
ãåðá�, �ðåøêà, ðåøêà� � ïðåäñêàçàòü çàðàíåå íåâîçìîæ-
íî.

2. Ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü è ðåãèñòðèðóþò
÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ. Ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà � ïîÿâ-
ëåíèå 1, 2, . . . , 6 � ïðåäñêàçàòü çàðàíåå íåâîçìîæíî.

3. Ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó è ðåãèñòðèðóþò ÷èñëî ïîä-
áðàñûâàíèé äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ ãåðáà. Ðåçóëüòàò ýêñ-
ïåðèìåíòà � ÷èñëî ïîäáðàñûâàíèé: 0, 1, 2, . . . � çàðàíåå
ïðåäñêàçàòü íåâîçìîæíî.
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4. Ðåãèñòðèðóþò èíòåðâàë âðåìåíè äî âûõîäà èç ñòðîÿ
ïðèáîðà. Ðåçóëüòàò � ïðîäîëæèòåëüíîñòü áåçîòêàçíîé ðà-
áîòû ïðèáîðà � çàðàíåå ïðåäñêàçàòü íåâîçìîæíî.

5. ×àñòèöà ó÷àñòâóåò â áðîóíîâñêîì äâèæåíèè � äâè-
æåòñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì óäàðîâ ìîëåêóë æèäêîñòè (ìîëå-
êóëû ïîñòîÿííî ïðåáûâàþò â õàîòè÷åñêîì òåïëîâîì äâè-
æåíèè). Ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà � òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ
÷àñòèöû � çàðàíåå ïðåäñêàçàòü íåâîçìîæíî.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ýêñïå-
ðèìåíòîâ ìîæíî íåçàâèñèìûì îáðàçîì ïîâòîðèòü íåîãðà-
íè÷åííîå ÷èñëî ðàç.

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Êàæäîìó
ñòîõàñòè÷åñêîìó ýêñïåðèìåíòó ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàí-
ñòâî (ìíîæåñòâî) åãî èñõîäîâ. Ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ áó-
äåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Ω, à ñàìè èñõîäû, êàê ïðàâèëî (íî
íå îáÿçàòåëüíî), áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ω (âîçìîæíî ñ
èíäåêñàìè). Èñõîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà åùå
íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè.

Â ïðèìåðå 1 â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà èñõîäîâ åñòå-
ñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Ω = {ÃÃ, ÃÐ, ÐÃ, ÐÐ},
â ïðèìåðàõ 2, 3, 4 ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà Ω = {1, 2, . . .
. . . , 6}, Ω = {0, 1, . . .}, Ω = [0,∞), â ïðèìåðå 5 â êà÷åñòâå
Ω åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ÷à-
ñòèöû.

Ðåàëèçàöèþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìû èíòåð-
ïðåòèðóåì êàê ñëó÷àéíûé âûáîð òî÷êè ω èç ïðîñòðàíñ-
òâà Ω.

Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω áóäåì íàçû-
âàòü äèñêðåòíûì, åñëè ìíîæåñòâî Ω êîíå÷íî èëè ñ÷åòíî,
ò. å. åãî ýëåìåíòû ìîæíî çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè 1, 2, . . .

Àëãåáðà ñîáûòèé. Â êàæäîì ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïå-
ðèìåíòå ìîæíî íàáëþäàòü îïðåäåëåííóþ ñîâîêóïíîñòü
ñîáûòèé, ìû èõ áóäåì íàçûâàòü ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè
è áóäåì îáîçíà÷àòü A,B,C, . . . , ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîáû-
òèé, íàáëþäàåìûõ â äàííîì ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåí-
òå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç A . Â ïðèìåðå 1 íàáëþäàåìû-
ìè ñîáûòèÿìè ÿâëÿþòñÿ A � �âûïàë õîòÿ áû îäèí ãåðá�,
B � �ìîíåòû ëåãëè îäíîé ñòîðîíîé�, . . .

Êàæäîå ñîáûòèåA ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæ-
íî îïèñàòü íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàíñòâà ýëå-
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ìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω, à èìåííî:

A = {ω : ω ∈ Ω, êîòîðûå âëåêóò ñîáûòèå A}.
Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ñëó÷àéíîå ñîáûòèå ìû áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ñ ïîäìíîæåñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé (èñ-
õîäîâ), êîòîðûìè ýòî ñîáûòèå îïèñûâàåòñÿ è áóäåì îáî-
çíà÷àòü èõ îäíîé è òîé æå áóêâîé.

Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà òî÷êà ω ïîïàëà â ìíîæåñòâî A, êîòîðîå îïèñûâà-
åò ñîáûòèå A, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèå A ïðîèçîøëî,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íå ïðîèçîøëî.

Â ïðèìåðå 1 ñîáûòèå �ìîíåòû ëåãëè ðàçíûìè ñòîðî-
íàìè� îïèñûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì {ÃÐ, ÐÃ} ïðîñòðàí-
ñòâà Ω = {ÃÃ, ÃÐ, ÐÃ, ÐÐ}, â ïðèìåðå 2 ñîáûòèå �âû-
ïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ� îïèñûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì
{2, 4, 6} ïðîñòðàíñòâà Ω = {1, 2, . . . , 6}, â ïðèìåðå 3 ñî-
áûòèå �ýêñïåðèìåíò çàêîí÷èëñÿ äî ÷åòâåðòîãî ïîäáðàñû-
âàíèÿ� îïèñûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì {0, 1, 2, 3} ïðîñòðàí-
ñòâà Ω = {0, 1, . . .}, â ïðèìåðå 4 ñîáûòèå �ïðîäîëæèòåëü-
íîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà ïðåâûñèëà 100 åäèíèö
âðåìåíè� îïèñûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì (100,∞) ïðîñòðàí-
ñòâà Ω = [0,∞).

Ñðåäè íàáëþäàåìûõ ñîáûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà âûäåëÿþòñÿ äâà � ñîáûòèå, êîòîðîå ïðîèñõî-
äèò ïðè êàæäîé ðåàëèçàöèè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà (îíî íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì è îïèñûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâîì Ω), è ñîáûòèå, êîòîðîå íå ïðîèñõîäèò íè ïðè îäíîé
ðåàëèçàöèè ýêñïåðèìåíòà (îíî íàçûâàåòñÿ íåâîçìîæíûì
è îïèñûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ∅).

Ïóñòü A è B � ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, êîòîðûå îïèñûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîä-
ìíîæåñòâàìè A è B ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé Ω.

Åñëè êàæäûé ðàç, êîãäà ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A, ïðî-
èñõîäèò è ñîáûòèå B, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîáûòèå A
âëå÷åò ñîáûòèå B è áóäåì îáîçíà÷àòü ýòî òàê: A ⊂ B
(â òåðìèíàõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûìè îïèñûâàþòñÿ ñîáû-
òèÿ, A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B).

Ñîáûòèÿ A è B, òàêèå ÷òî A ⊂ B è B ⊂ A (ò. å. A
è B ïðîèñõîäÿò âìåñòå), â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íåðàçëè-
÷èìû. Èõ îòîæäåñòâëÿþò è îáîçíà÷àþò ýòî òàê: A = B
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(â òåðìèíàõ ïîäìíîæåñòâ, îïèñûâàþùèõ ñîáûòèÿ, ïîä-
ìíîæåñòâà A è B ðàâíû).

Ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò õîòÿ áû
îäíî èç ñîáûòèé A èëè B, íàçûâàåòñÿ ñóììîé (îáúåäèíå-
íèåì)1 ñîáûòèé A è B è îáîçíà÷àåòñÿ òàê: A ∪B (ñóììà
ñîáûòèé A è B îïèñûâàåòñÿ îáúåäèíåíèåì A ∪ B ìíî-
æåñòâ A è B).

Ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïðîèñõîäèò êàê ñî-
áûòèå A, òàê è ñîáûòèå B, íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
(ïåðåñå÷åíèåì) ñîáûòèé A è B è îáîçíà÷àåòñÿ òàê: A∩B
(ïðîèçâåäåíèå ñîáûòèé A è B îïèñûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì
A ∩B ìíîæåñòâ A è B).

Åñëè ñîáûòèÿ A è B òàêèå, ÷òî A ∩ B = ∅, òî îíè
íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè.

Ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî A ïðîèñõîäèò, à B íå
ïðîèñõîäèò, íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòüþ ñîáûòèé A è B è îáî-
çíà÷àåòñÿ òàê: A\B (ðàçíîñòü ñîáûòèé A èB îïèñûâàåòñÿ
ðàçíîñòüþ A \B ìíîæåñòâ A è B).

Ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî A íå ïðîèñõîäèò, íà-
çûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ê ñîáûòèþ A è îáîçíà÷àåòñÿ
A (ñîáûòèå A îïèñûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì A ìíîæåñòâà A
äî Ω).

Êëàññ A ñîáûòèé, êîòîðûé ñ êàæäûì ñîáûòèåì A ñî-
äåðæèò ñîáûòèå A, ñ êàæäûìè äâóìÿ ñîáûòèÿìè A è B
ñîäåðæèò ñîáûòèå A ∪B, áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé ñîáû-
òèé. Òàê ÷òî ñîâîêóïíîñòü ñîáûòèé, êîòîðûå íàáëþäà-
þòñÿ â ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé
(ïîäðîáíåå îòíîñèòåëüíî àëãåáðû ñîáûòèé ñì. ãë. 7).

Ïóñòü â ýêñïåðèìåíòå 1 ñîáûòèå B � �ìîíåòû ëåãëè
ðàçíûìè ñòîðîíàìè�, A � �â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî ïîäáðà-
ñûâàíèÿ âûïàë ãåðá�. Ñîáûòèÿ B è A êàê ïîäìíîæåñòâà
ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω = {ÃÃ, ÃÐ, ÐÃ, ÐÐ}
îïèøóòñÿ òàê: B = {ÃÐ, ÐÃ}, A = {ÃÃ, ÃÐ}. Òîãäà, ñî-
ãëàñíî ïðèâåäåííûì îïðåäåëåíèÿì A ∩ B = {ÃÐ} �
�â ðåçóëüòàòå ïåðâîãî ïîäáðàñûâàíèÿ âûïàë ãåðá, à â ðå-
çóëüòàòå âòîðîãî � ðåøåòêà�, A ∪ B = {ÃÃ, ÃÐ, ÐÃ} �
�õîòÿ áû îäèí ðàç âûïàë ãåðá�, A \ B = {ÃÃ} � �âûïàëî
äâà ãåðáà�, B = {ÃÃ, ÐÐ} � �ìîíåòû ëåãëè îäíîé ñòîðî-
íîé�.

1Îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé íàä ñîáûòèÿìè ñì. ðàçä. 7.1. â ãë. 7.
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Ïðèâåäåì åùå îäíó èëëþñòðàöèþ îïåðàöèé íàä ñîáû-
òèÿìè.

Ïðèì å ð 2.1.1 (äèàãðàììà Âåííà). Â êâàäðàò ñ ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàìè (ðèñ. 2.1.1) íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Åñ-
ëè òî÷êà ïîïàëà â �âåðòèêàëüíûé� ïðÿìîóãîëüíèê, ãîâî-
ðèì, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèå A, à åñëè â �ãîðèçîíòàëü-
íûé� � ñîáûòèå B. Ñîáûòèÿ A, B, A, A∪B, A∩B, B\A
ïðîèñõîäÿò, åñëè òî÷êà ïîïàäàåò â ñîîòâåòñòâóþùóþ
ôèãóðó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2.1.1.

A B A

A A AB B B

Ðèñ. 2.1.1: Äèàãðàììà Âåííà

2.2 Çàäà÷è

ÀÇ: 2.2◦, 2.5, 2.8◦, 2.11, 2.12, 2.15, 2.16, 2.17.
ÑÇ: 2.3◦, 2.4, 2.6◦, 2.7◦, 2.10◦, 2.13, 2.14, 2.18, 2.19.
Ç àì å ÷ à í è å. Òåðìèíû �ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ñòîõà-

ñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà�, �èñõîä ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà�, �ðåçóëüòàò ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà� îáî-
çíà÷àþò îäíî è òî æå.

2.1◦. Óêàçàòü ñîáûòèÿ, ïðîòèâîïîëîæíûå ê òàêèì:
à) A � �âûïàäåíèå ãåðáà â ðåçóëüòàòå äâóõ ïîäáðàñû-
âàíèé ìîíåòû�; á) B � �òðè ïîïàäàíèÿ â ðåçóëüòàòå òðåõ
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âûñòðåëîâ ïî ìèøåíè�; â) C � �õîòÿ áû îäíî ïîïàäàíèå
â ðåçóëüòàòå òðåõ âûñòðåëîâ ïî ìèøåíè�.

2.2◦. Ñäåëàíî òðè âûñòðåëà ïî ìèøåíè. Ïóñòü ñîáû-
òèå Ai ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå i-ãî âûñòðåëà ïðî-
èçîøëî ïîïàäàíèå, i = 1, 2, 3. Âûðàçèòü ÷åðåç Ai òàêèå
ñîáûòèÿ: à) A � �ïðîèçîøëî òðè ïîïàäàíèÿ�; á) B � �íå
áûëî íè îäíîãî ïîïàäàíèÿ�; â) C � �ïðîèçîøëî òîëüêî
îäíî ïîïàäàíèå�; ã) D � �ïðîèçîøëî íå ìåíåå äâóõ ïîïà-
äàíèé�.

2.3◦. Ïóñòü A,B,C � ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ. Çàïèñàòü
ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå â òîì, ÷òî íå ïðîèçîøëî íè îäíî èç
ñîáûòèéA,B,C; èç ñîáûòèéA,B,C ïðîèçîøëî: à) òîëüêî
ñîáûòèå A; á) ñîáûòèÿ A è B è íå ïðîèçîøëî ñîáûòèå C;
â) âñå òðè ñîáûòèÿ; ã) õîòÿ áû îäíî ñîáûòèå; ä) îäíî è
òîëüêî îäíî ñîáûòèå; å) íå áîëåå äâóõ ñîáûòèé.

2.4. Ðàäèîëîêàöèîííàÿ ñòàíöèÿ âåäåò íàáëþäåíèå çà
êîñìè÷åñêèì îáúåêòîì, ïðè ýòîì ïðîâåäåíî n öèêëîâ îñ-
ìîòðà. Îáíàðóæåíèå îáúåêòà â i-ì öèêëå � ñëó÷àéíîå
ñîáûòèå, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç Ai, i = 1, 2, . . . , n.

Âûðàçèòü ÷åðåç Ai, i = 1, 2, . . . , n, òàêèå ñîáûòèÿ:
A � �îáúåêò íå áóäåò îáíàðóæåí (íè â îäíîì öèêëå)�;
B � �îáúåêò áóäåò îáíàðóæåí (õîòÿ áû â îäíîì öèêëå)�;
C � �îáúåêò áóäåò îáíàðóæåí òîëüêî â îäíîì öèêëå�.

2.5. Êàæäàÿ èç m ðàäèîëîêàöèîííûõ ñòàíöèé, ñëå-
äÿùèõ çà êîñìè÷åñêèì îáúåêòîì, äåëàåò n öèêëîâ íà-
áëþäåíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aji ñîáûòèå �îáúåêò áóäåò
îáíàðóæåí j-é ñòàíöèåé â i-ì öèêëå�, j = 1, 2, . . . ,m,
i = 1, 2, . . . , n.

Âûðàçèòü ÷åðåç Aji òàêèå ñîáûòèÿ: A � �îáúåêò áóäåò
îáíàðóæåí (õîòÿ áû îäíîé ñòàíöèåé)�; B � �îáúåêò áóäåò
îáíàðóæåí êàæäîé ñòàíöèåé�.

2.6◦.Äâàæäû ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó; ïðåäëîæèòü ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêî-
ãî ýêñïåðèìåíòà. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ:
A � �õîòÿ áû îäèí ðàç âûïàäåò ãåðá�, B � �ïðè âòîðîì
ïîäáðàñûâàíèè âûïàäåò ãåðá�. Íàéòè ÷èñëî âñåõ ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé; ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ïðèíàä-
ëåæàùèõ A, B.

2.7◦. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò äâàæäû. Ïðåä-
ëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü
êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �ñóììà âûïàâøèõ î÷-
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êîâ ðàâíà 8�; B � �õîòÿ áû îäèí ðàç âûïàëà 6�; C �
�ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�;
D � �ïðè îáîèõ ïîäáðàñûâàíèÿõ âûïàäåò íå÷åòíîå ÷èñëî
î÷êîâ�. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â Ω, A, B,
C, D.

2.8◦. Ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó, à çàòåì èãðàëüíóþ êîñòü.
Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïè-
ñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �âûïàäåò ãåðá�;
B � �âûïàäåò öèôðà 5�. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé â Ω, A, B.

2.9◦. Ïóñòü ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â èçìåðåíèè äâóõ âå-
ëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0; 1]. Îïèñàòü
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

2.10◦.Èç öèôð 1, 2, 3, 4, 5 ñíà÷àëà âûáèðàþò îäíó, à çà-
òåì èç ÷åòûðåõ îñòàâøèõñÿ � äðóãóþ. Ïðåäëîæèòü ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíî-
æåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �íà ïåðâîì øàãå áóäåò âûáðà-
íà ÷åòíàÿ öèôðà�, B � �íà âòîðîì øàãå áóäåò âûáðàíà
÷åòíàÿ öèôðà�. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â Ω,
A, B.

2.11. Èç ïàðòèè, ñîäåðæàùåé N èçäåëèé, ñðåäè êîòî-
ðûõM áðàêîâàííûõ, íàóäà÷ó âûáèðàþò n èçäåëèé. Ïðåä-
ëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü
êàê ïîäìíîæåñòâî Ω ñîáûòèå A� �ñðåäè âûáðàííûõ n èç-
äåëèé èìååòñÿ â òî÷íîñòè m áðàêîâàííûõ� (n ≤ N ,
m ≤ M,m ≤ n). Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â
Ω, A.

2.12. Â ëèôòå 7 ïàññàæèðîâ, ëèôò îñòàíàâëèâàåòñÿ íà
10 ýòàæàõ. Äëÿ êàæäîãî ïàññàæèðà ôèêñèðóåòñÿ íîìåð
ýòàæà, íà êîòîðîì îí âûõîäèò. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâî Ω
ñîáûòèå A � �âñå ïàññàæèðû âûõîäÿò íà ðàçíûõ ýòàæàõ�.
Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω, A.

2.13. Äâà èãðîêà ïî î÷åðåäè ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó.
Âûèãðûâàåò òîò, ó êîãî âïåðâûå âûïàäåò ãåðá. Ïðåäëî-
æèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü
êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �èãðà çàêîí÷èòñÿ íà k-
ì ïîäáðàñûâàíèè�, B � �èãðà çàêîí÷èòñÿ äî k-ãî ïîäáðà-
ñûâàíèÿ�, C � �âûèãðàåò íà÷àâøèé èãðó ïåðâûì�,
D � �âûèãðàåò íà÷àâøèé èãðó âòîðûì�.

2.14. Â óðíå ñîäåðæèòñÿ îäèí øàð, î êîòîðîì èçâåñò-
íî, ÷òî îí áåëûé èëè ÷åðíûé. Â óðíó ïîëîæèëè áåëûé
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øàð, à çàòåì ïîñëå òùàòåëüíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ èçâëåê-
ëè îäèí çà äðóãèì îáà øàðà. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �ïåð-
âûé ðàç èçâëå÷åí áåëûé øàð�, B � �âòîðîé ðàç èçâëå÷åí
áåëûé øàð�.

2.15. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïîäáðàñûâà-
þò n ðàç. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâî Ω ñîáûòèå A � �âûïà-
äåò n1 åäèíèö, n2 äâîåê, è ò. ä., n6 øåñòåðîê� (n1 +n2 +. . .
. . .+ n6 = n). Âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â Ω,A.

2.16. Â òóðíèðå ó÷àñòâóþò 2n ÷åëîâåê, êîòîðûå ïî
æðåáèþ ðàçäåëåíû íà äâå ãðóïïû ïî n ÷åëîâåê â êàæ-
äîé. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω.
Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �äâîå íàè-
áîëåå ñèëüíûõ èãðîêîâ áóäóò èãðàòü â ðàçíûõ ãðóïïàõ�,
B � �÷åòâåðî íàèáîëåå ñèëüíûõ èãðîêîâ áóäóò èãðàòü ïî
äâîå â ðàçíûõ ãðóïïàõ� (âñå èãðîêè ðàçëè÷àþòñÿ ïî ñè-
ëå). Âû÷èñëèòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω,A,B.

2.17. Â íàóäà÷ó âûáðàííîé ãðóïïå, íàñ÷èòûâàþùåé
r (r ≤ 12) ñòóäåíòîâ, èíòåðåñóåìñÿ ìåñÿöàìè èõ ðîæäå-
íèÿ. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω.
Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �õîòÿ áû äâà
ñòóäåíòà ðîäèëèñü â îäíîì ìåñÿöå�, B � �òîëüêî îäèí
ñòóäåíò ðîäèëñÿ â ñåíòÿáðå�, C � �õîòÿ áû îäèí ñòóäåíò
ðîäèëñÿ â ñåíòÿáðå�, D � �íè îäèí ñòóäåíò íå ðîäèëñÿ â
ñåíòÿáðå�. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω,A,B,C,D.

2.18. ×èñëà 1, 2, . . . , n ðàñïîëàãàþò íàóäà÷ó. Êàæäî-
ìó èç íèõ ïðèïèñûâàþò íîìåð ìåñòà, íà êîòîðîì ðàñïî-
ëîæåíî ÷èñëî. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A �
�÷èñëî 1 ïîëó÷èò íîìåð 1�, B � �÷èñëî 1 ïîëó÷èò íîìåð 1,
à ÷èñëî n � íîìåð n�. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω,A,B.

2.19. Ïîäáðàñûâàþò òðè èãðàëüíûå êîñòè. Ïðåäëî-
æèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü
êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ:A� �åäèíèöà âûïàäåò òîëü-
êî íà îäíîé êîñòè�, B � �øåñòåðêà âûïàäåò òîëüêî íà
äâóõ êîñòÿõ�, C � �íà âñåõ êîñòÿõ âûïàäóò ðàçíûå ãðà-
íè�, D � �íà êîñòÿõ âûïàäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ�.
Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω,A,B,C,D.

2.20. Ìîíåòó è èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò ïî
î÷åðåäè íåîãðàíè÷åííîå ÷èñëî ðàç. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàí-



2.2. Çàäà÷è 25

ñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæå-
ñòâî Ω ñîáûòèÿ: A � �ãåðá âûïàäåò ðàíüøå øåñòåðêè�,
B � �ïÿòåðêà âûïàäåò ðàíüøå ãåðáà�.

2.21∗. Êàæäàÿ èç n ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïîïàäàåò â
îäíó èç m ÿ÷ååê. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâî Ω ñîáûòèå:
A � �â ïåðâóþ ÿ÷åéêó ïîïàëî k1 ÷àñòèö, âî âòîðóþ � k2,
è ò. ä., â m-þ � km�. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω, A.

2.22∗. Êàæäàÿ èç n íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïîïàäàåò
â îäíó èç m (n ≥ m) ÿ÷ååê. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâî Ω
ñîáûòèå: A � �êàæäàÿ èç ÿ÷ååê ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé
ìåðå îäíó ÷àñòèöó�. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω,A.

2.23. Â ïîåçäå m âàãîíîâ. Êàæäûé èç n (n > m) ïàñ-
ñàæèðîâ âûáèðàåò ñåáå âàãîí. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω
ñîáûòèÿ:
A � �â êàæäîì âàãîíå áóäåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí ïàññà-
æèð�,
B � �áóäåò çàíÿòî ðîâíî r âàãîíîâ� (âàãîí çàíÿòî, åñëè
â íåì íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí ïàññàæèð).

2.24. Äåâÿòü ïàññàæèðîâ ñàäÿòñÿ â òðè âàãîíà. Ïðåä-
ëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü
êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �â êàæäûé âàãîí ñÿ-
äåò ïî òðè ïàññàæèðà�, B � �â îäèí âàãîí ñÿäóò ÷åòûðå,
â äðóãîé � òðè, â òðåòèé � äâà ïàññàæèðà�.

2.25. Ñòóäåíò ïðèøåë íà ýêçàìåí, çíàÿ 35 èç 40 âîïðî-
ñîâ ïðîãðàììû. Ýêçàìåíàòîð çàäàåò ñòóäåíòó 4 âîïðî-
ñà. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω.
Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �ñòóäåíò çíà-
åò îòâåòû íà âñå âîïðîñû�, C � �ñòóäåíò íå çíàåò îòâåòà
íè íà îäèí âîïðîñ�, Bi � �ñòóäåíò çíàåò îòâåòû íà i âî-
ïðîñîâ� (i = 1, 2, 3), D � �ñòóäåíò ñäàñò ýêçàìåí� (÷òîáû
ñäàòü ýêçàìåí, íåîáõîäèìî îòâåòèòü íå ìåíåå ÷åì íà 3
âîïðîñà).

2.26. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè �Ñïîðòëîòî� èç 49 íàçâàíèé
âèäîâ ñïîðòà (îáîçíà÷åííûõ ÷èñëàìè 1�49) äîëæåí íàç-
âàòü 6. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A� �ó÷àñò-
íèê ïðàâèëüíî óêàæåò âñå øåñòü íàçâàíèé�, B � �ó÷àñò-
íèê ïîëó÷èò âûèãðûø (äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûèãðûøà íåîá-
õîäèìî ïðàâèëüíî óêàçàòü íå ìåíåå ÷åì 3 âèäà)�.
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2.27. Äâà ëèöà, äîãîâîðèâøèñü âñòðåòèòüñÿ â òå÷å-
íèå ÷àñà, ðåøèëè, ÷òî êàæäûé íåçàâèñèìî îò äðóãîãî
ïðèõîäèò íà ìåñòî âñòðå÷è â íàóäà÷ó âûáðàííûé ìîìåíò
óêàçàííîãî ÷àñà. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâî Ω ñîáûòèÿ:
A � �âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ, åñëè êàæäûé áóäåò æäàòü äðó-
ãîãî íà ïðîòÿæåíèè âðåìåíè t (t < 1), ïîñëå ÷åãî óõî-
äèò ñ ìåñòà âñòðå÷è�, B � �äàííîå ëèöî ïðèäåò íà ìå-
ñòî âñòðå÷è ðàíüøå äðóãîãî�, C � �äàííîå ëèöî ïðèäåò
íà ìåñòî âñòðå÷è ðàíüøå äðóãîãî íà âðåìÿ, íå ìåíüøåå,
÷åì q (q < 1)�.

2.28. Íàóäà÷ó áåðóò òðè îòðåçêà, äëèíà êîòîðûõ íå
ïðåâûøàåò 1. Ïðåäëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ
ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü êàê ïîäìíîæåñòâà Ω ñîáûòèå: A �
�èç îòðåçêîâ ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê�.

2.29. ×èñëà 1, 2, . . . , n ðàñïîëîæåíû íàóäà÷ó. Ïðåä-
ëîæèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω. Îïèñàòü
êàê ïîäìíîæåñòâî Ω ñîáûòèå A � ÷èñëà 1 è 2 ðàñïîëî-
æåíû ðÿäîì. Íàéòè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Ω è A.



Ãëàâà 3

Äèñêðåòíîå
âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî

3.1 Âåðîÿòíîñòü, êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü

×àñòîòà ñîáûòèÿ. Âåðîÿòíîñòü. Îïûò ñâèäåòåëü-
ñòâóåò, ÷òî â ñòîõàñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå ñîáûòèÿ ðàç-
ëè÷àþòñÿ ÷àñòîòîé ñâîåãî ïîÿâëåíèÿ (îäíè íàáëþäàþò-
ñÿ ÷àùå, äðóãèå � ðåæå). Íàïðèìåð, ïðè ïîäáðàñûâàíèè
èãðàëüíîé êîñòè ñîáûòèå B � �øåñòåðêà íå âûïàëà� ïðî-
èñõîäèò ÷àùå, ÷åì ñîáûòèå C � �øåñòåðêà âûïàëà�. Ïðè
ïîäáðàñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû äî ïåðâîãî ïîÿâëå-
íèÿ ãåðáà ñîáûòèå B � �ãåðá âïåðâûå âûïàäåò ïðè ïåðâîì
ïîäáðàñûâàíèè� ïðîèñõîäèò ÷àùå, ÷åì ñîáûòèå C �ãåðá
âïåðâûå âûïàäåò ïðè îäèííàäöàòîì ïîäáðàñûâàíèè�.

Êîëè÷åñòâåííîé ìåðîé ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòîòà νn(A) ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òè n ýêñïåðèìåíòîâ. ×àñòîòà îïðåäåëÿåòñÿ òàê. Ïðîâåäåì
ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íåçàâèñèìûì îáðàçîì n ðàç;
ïóñòü kn(A) � ÷èñëî òåõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïðî-
èçîøëî (íàáëþäàëîñü) ñîáûòèå A, òîãäà

νn(A) = kn(A)/n.

×àñòîòà νn(A) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
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1. Äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A

νn(A) ≥ 0. (3.1.1)

2. Äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé A è B

νn(A ∪B) = νn(A) + νn(B). (3.1.2)

3. Äëÿ äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ Ω

νn(Ω) = 1. (3.1.3)

×àñòîòà νn(A) ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïå-
ðèìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâîé � êîëåáëåòñÿ îêîëî íåêî-
òîðîãî ÷èñëà, ïðè÷åì ñ ðîñòîì n çíà÷èòåëüíûå îòêëîíå-
íèÿ νn(A) îò ýòîãî ÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ âñå ðåæå � ÷àñòîòà
νn(A) ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ÷àñòîòû ÿâëÿåòñÿ âåðîÿò-
íîñòü.

Âåðîÿòíîñòü � ýòî ôóíêöèÿ

P : A→ P (A),

çàäàííàÿ íà êëàññå ñîáûòèé, òàêàÿ, ÷òî
1. Äëÿ êàæäîãî ñîáûòèÿ A

P (A) ≥ 0. (3.1.4)

2. Äëÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé Ai, i = 1, 2, . . . ,
(Ai ∩Aj , i 6= j)

P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai). (3.1.5)

3. Äëÿ äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ Ω

P (Ω) = 1. (3.1.6)

Çíà÷åíèå P (A) ôóíêöèè P íà A íàçûâàþò âåðîÿòíîñ-
òüþ ñîáûòèÿ A.
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Âåðîÿòíîñòü íà äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïà-
ðó {Ω, P}, ãäå Ω � äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, à P � âåðî-
ÿòíîñòü íà êëàññå ñîáûòèé (ïîäìíîæåñòâ Ω), áóäåì íà-
çûâàòü äèñêðåòíûì âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì.

Â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω, P} êàæäîå ñîáûòèå A
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ (íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîãî ÷èñëà) èñõîäîâ ω:

A =
⋃
ω∈A
{ω},

ïîýòîìó

P (A) =
∑
ω∈A

P (ω), (3.1.7)

â ÷àñòíîñòè
1 = P (Ω) =

∑
ω∈Ω

P (ω).

Ðàâåíñòâî (3.1.7) îçíà÷àåò, ÷òî â äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà ñóììå
âåðîÿòíîñòåé P (ω) èñõîäîâ ω, îïèñûâàþùèõ ñîáûòèå A.
È, ñëåäîâàòåëüíî, ÷òîáû çàäàòü âåðîÿòíîñòü íà äèñ-
êðåòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω, äîñòàòî÷íî çàäàòü âåðîÿò-
íîñòè èñõîäîâ P (ω), ω ∈ Ω; ïðè ýòîì èìååò ìåñòî ðàâåí-
ñòâî (3.1.7), â îáùåì ñëó÷àå (íå äèñêðåòíîãî Ω) ýòî íå
òàê.

Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω, P} ÿâëÿ-
åòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì èñõîäîâ.

Ïðèì å ÷ à í è å. Âåðîÿòíîñòü p = P (A) ñîáûòèÿ A
ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó ïðîã-
íîçà åãî ïîÿâëåíèÿ: ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A â äëèí-
íîé ñåðèè íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ áëèçêà ê åå âåðî-
ÿòíîñòè p.

Ï ð èì å ð 3.1.1. Ïîäáðàñûâàþò èãðàëüíóþ êîñòü, ìàñ-
ñà êîòîðîé ðàñïðåäåëåíà òàê, ÷òî ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ
îïðåäåëåííîé ãðàíè ïðîïîðöèîíàëüíà åå íîìåðó (÷èñëó î÷-
êîâ íà íåé). Ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
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ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Îïèñàòü êàê ïîä-
ìíîæåñòâà Ω ñîáûòèÿ: A � �âûïàäåò ÷èñëî î÷êîâ, êðàò-
íîå 3�, B � �âûïàäåò ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�. Âû÷èñëèòü
èõ âåðîÿòíîñòè.

Ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü (âñå
ãðàíè âûïàäàþò îäèíàêîâî ÷àñòî). Ïðåäëîæèòü âåðî-
ÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé A è B.

Ðåøåíè å. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé ïåðâîãî èç îïèñàííûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåí-
òîâ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü Ω = {1, 2, . . . , 6}. Âåðîÿò-
íîñòü ïîÿâëåíèÿ åäèíèöû îáîçíà÷èì p, òîãäà âåðîÿòíîñòü
ïîÿâëåíèÿ ãðàíè ñ íîìåðîì j ðàâíà jp, è ïîñêîëüêó∑

ω∈Ω

P (ω) = 1,

òî p + 2p + . . . + 6p = 1. Îòñþäà p = 1/21, P (j) = j/21,
j = 1, 2, . . . , 6. Òàê ÷òî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω, P}
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïîñòðîåíî.

Ñîáûòèÿ A è B îïèøóòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîäìíîæå-
ñòâàìè A = {3; 6} è B = {2; 4; 6} ïðîñòðàíñòâà Ω.

Âåðîÿòíîñòè ñîáûòèéA èB (êàê âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé
â äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå, ñì. (3.1.7))
âû÷èñëÿþòñÿ òàê:

P (A) = P ({3; 6}) = P (3) + P (6) =
3

21
+

6

21
=

3

7
;

P (B) = P ({2; 4; 6}) = P (2)+P (4)+P (6) =
2

21
+

4

21
+

6

21
=

4

7
.

Ïðè ïîäáðàñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè
ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áóäåò òàêèì æå:
Ω = {1, 2, . . . , 6}, à âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
åñòåñòâåííî çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P (i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6.

Òîãäà

P (A) = P ({3; 6}) = P (3) + P (6) =
1

6
+

1

6
=

1

3
;
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P (B) = P ({2; 4; 6}) = P (2)+P (4)+P (6) =
1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
.

Ç àì å ÷ à í è å. Çàìåòèì, ÷òî çäåñü ôàêòè÷åñêè ðåøà-
þòñÿ äâå çàäà÷è (è ýòî ñòàíäàðòíàÿ ñèòóàöèÿ).

Ç à ä à ÷ à 1. Ñòðîèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà (âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî),
ò. å. âûáèðàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω
è çàäàåòñÿ âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ:

P (i) = i/21, i = 1, 2, . . . , 6,

(äëÿ íåñèììåòðè÷íîé êîñòè) è

P (i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6,

(äëÿ ñèììåòðè÷íîé êîñòè). Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî çàìå-
òèòü, ÷òî òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé íèêàêèõ óêàçàíèé è ðå-
êîìåíäàöèé îòíîñèòåëüíî çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé íå äàåò � íè èç êàêèõ òåîðåì íå ñëåäóåò,
÷òî, ñêàæåì, äëÿ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè

P (i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6.

È êàæäûé ðàç, êîãäà (èç òåõ èëè èíûõ ñîîáðàæåíèé) âå-
ðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî âûáðàíî, âîïðîñ î åãî àäåêâàò-
íîñòè ñòîõàñòè÷åñêîìó ýêñïåðèìåíòó îñòàåòñÿ îòêðûòûì
(îòâåòèòü íà íåãî ïîìîãàåò, â ÷àñòíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêàÿ
ñòàòèñòèêà).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå (âûáîð) âåðîÿòíîñòíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà íå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Ç à ä à ÷ à 2. Ïîñëå âûáîðà âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà {Ω, P} âû÷èñëÿþò âåðîÿòíîñòè òåõ èëè èíûõ ñîáû-
òèé (ïîëüçóÿñü òåîðåìàìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé).

Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü. Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî {Ω, P}, âñå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ωi êîòî-
ðîãî ðàâíîâåðîÿòíû, ò. å. P (ωi) = P (ωj) äëÿ âñåõ i, j,
áóäåì íàçûâàòü êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ.

Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè {Ω, P} ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé Ω êîíå÷íî, âåðîÿòíîñòü P (ωi) ýëåìåí-
òàðíîãî ñîáûòèÿ ωi ∈ Ω ðàâíà 1/n(Ω), ò. å.

P (ωi) =
1

n(Ω)
, i = 1, 2, . . . , n(Ω),
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è äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A

P (A) =
n(A)

n(Ω)
. (3.1.8)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé êëàññè÷åñêîé
âåðîÿòíîñòè.

Ï ð èì å ð 3.1.2. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîä-
áðàñûâàþò øåñòü ðàç. Ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-
äåëü ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Îïèñàòü ñî-
áûòèå A � �âûïàäóò âñå øåñòü ãðàíåé� è âû÷èñëèòü åãî
âåðîÿòíîñòü.

Ðåøåíè å. Â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà åñòåñòâåííî ðàññìàò-
ðèâàòü ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé,
ñîñòàâëåííûõ èç øåñòè ÷èñåë (îò 1 äî 6). Íàïðèìåð, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (6, 1, 6, 3, 2, 4) îïèñûâàåò èñõîä ñòîõàñ-
òè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî ïðè ïåð-
âîì ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè âûïàëà 6, ïðè âòî-
ðîì � 1, è ò. ä. ïðè øåñòîì � 4.

Ñîáûòèå A � �âûïàëè âñå ãðàíè� îïèøåòñÿ ïîäìíî-
æåñòâîì ìíîæåñòâà èñõîäîâ Ω, ñîñòîÿùèì èç ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, â çàïèñè êîòîðûõ âñòðå÷àåòñÿ êàæäàÿ èç
öèôð 1, 2, . . . , 6.

Äàëåå, ïîñêîëüêó êàæäûé èç èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà íè÷åì íå ëó÷øå è íå õóæå äðóãîãî (êîñòü
ñèììåòðè÷íàÿ), òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåí-
òàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû (íè èç îäíîé òåîðåìû ýòî
óòâåðæäåíèå íå ñëåäóåò). Äðóãèìè ñëîâàìè, â êà÷åñòâå
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü. Òåì
ñàìûì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (ìîäåëü ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî ýêñïåðèìåíòà) ïîñòðîåíî � ïðåäëîæåíî Ω è äëÿ
êàæäîãî ω ∈ Ω çàäàíà åãî âåðîÿòíîñòü P (ω):

P (ω) = 1/n(Ω).

Òåïåðü âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � �âûïàäóò
âñå øåñòü ãðàíåé�. Ïîñêîëüêó ìîäåëü êëàññè÷åñêàÿ, òî
ñîãëàñíî ôîðìóëå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè (3.1.8), âå-
ðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà n(A) ýëå-
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ìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â ñîáûòèå A, ê ÷èñëó n(Ω)
âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω.

Ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé â Ω ñòîëüêî, ñêîëüêî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòåé äëèíîé 6, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü èç
øåñòè ÷èñåë (îò 1 äî 6). Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ
èõ 66. Ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â ñîáûòèå A,
ñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîòîðûå
ìîæíî ïîñòðîèòü èç ðàçëè÷íûõ ÷èñåë îò 1 äî 6 (ñêîëüêî
ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâîê èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 6) � èõ 6!

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

P (A) =
6!

66
.

3.2 Çàäà÷è

ÀÇ: 3.1, 3.5, 3.6, 3.7, 3.14, 3.16, 3.21, 3.27, 3.28∗.
ÑÇ: 3.2, 3.9, 3.10, 3.11, 3.18, 3.19, 3.20, 3.21, 3.22.

Â ïðåäëîæåííûõ äàëåå çàäà÷àõ ïðåæäå ÷åì âû÷èñ-
ëÿòü âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ A,
íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ò. å. çàäàòü ïðîñòðàíñòâî Ω ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé ω è èõ âåðîÿòíîñòè P (ω), ω ∈ Ω. Çàòåì
îïèñàòü ñîáûòèå A êàê ïîäìíîæåñòâî Ω è âû÷èñëèòü åãî
âåðîÿòíîñòü â äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
{Ω, P}.

Ï ð èì å ÷ à í è å. Çàäà÷è ñ ïîäáðàñûâàíèåì èãðàëüíûõ
êîñòåé, ìîíåò ñëåäóåò ðåøàòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîñ-
òè è ìîíåòû ñèììåòðè÷íûå (åñëè íå îãîâîðåíî èíîå).

3.1. Â íàóäà÷ó âûáðàííîé ãðóïïå, íàñ÷èòûâàþùåé r
ñòóäåíòîâ (íàïðèìåð, àêàäåìè÷åñêàÿ ãðóïïà), èíòåðåñó-
åìñÿ èõ äàòàìè ðîæäåíèÿ. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ñîáû-
òèÿ A, ñîñòîÿùåãî â ñîâïàäåíèè äàò ðîæäåíèÿ õîòÿ áû ó
äâóõ ñòóäåíòîâ.

3.2. Â íàóäà÷ó âûáðàííîé ãðóïïå, íàñ÷èòûâàþùåé r
ñòóäåíòîâ, èíòåðåñóåìñÿ ìåñÿöàìè èõ ðîæäåíèÿ. Âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî õîòÿ
áû äâà ñòóäåíòà ðîäèëèñü â îäíîì è òîì æå ìåñÿöå.
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3.3. Äëÿ óìåíüøåíèÿ îáùåãî êîëè÷åñòâà èãð 2n êî-
ìàíä (ðàçíûõ ïî ñèëå) ïî æðåáèþ äåëÿò íà äâå ïîäãðóï-
ïû ïî n êîìàíä êàæäàÿ.

1. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâå ñàìûå ñèëü-
íûå êîìàíäû îêàæóòñÿ: à) â ðàçíûõ ïîäãðóïïàõ; á) â îä-
íîé ïîäãðóïïå?

2. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûðå ñàìûå ñèëü-
íûå êîìàíäû îêàæóòñÿ: à) â ðàçíûõ ïîäãðóïïàõ (ïî äâå â
êàæäîé); á) â îäíîé ïîäãðóïïå; â) â ðàçíûõ ïîäãðóïïàõ,
ïðè÷åì â îäíîé ïîäãðóïïå 3 êîìàíäû, â äðóãîé � 1?

3.4◦. Â êîðîáêå ñîäåðæèòñÿ ïÿòü îäèíàêîâûõ çàíóìå-
ðîâàííûõ êóáèêîâ. Íàóäà÷ó ïî îäíîìó âûíèìàþò âñå êó-
áèêè. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîìåðà êóáèêîâ
ïîÿâÿòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ.

3.5. ×èñëà 1, 2, . . . , n óïîðÿäî÷èâàþò íàóäà÷ó. Âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 1 è 2 áóäóò ðàñïîëîæåíû ðÿ-
äîì.

3.6. Ñòóäåíò ïðèøåë íà ýêçàìåí, çíàÿ 20 èç 25 âî-
ïðîñîâ ïðîãðàììû. Ýêçàìåíàòîð çàäàåò ñòóäåíòó òðè âî-
ïðîñà. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò: 1) çíàåò
îòâåòû íà âñå âîïðîñû; 2) çíàåò îòâåòû íà äâà âîïðîñà;
3) ñäàñò ýêçàìåí (åñëè äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî îòâåòèòü íå
ìåíåå ÷åì íà äâà âîïðîñà); 4) íå ñäàñò ýêçàìåí.

3.7. Èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò 6 ðàç. Âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäóò òîëüêî ÷åòíûå ãðà-
íè.

3.8. Èç êàðòî÷åê ðàçðåçíîé àçáóêè ñîñòàâëåíî ñëî-
âî �ñòàòèñòèêà�. Ïîòîì èç ýòèõ äåñÿòè êàðòî÷åê íàóäà-
÷ó âûáèðàþò ñåìü. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç
âûáðàííûõ êàðòî÷åê ìîæíî ñîñòàâèòü ñëîâî �ñòàòèêà�.

3.9. Ðåáåíîê èãðàåòñÿ äåñÿòüþ áóêâàìè ðàçðåçíîé àç-
áóêè À, À, À, Å, È, Ê, Ì, Ì, Ò, Ò. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ïðè ñëó÷àéíîì ðàñïîëîæåíèè áóêâ â ðÿä îáðà-
çóåòñÿ ñëîâî �ìàòåìàòèêà�.

3.10. Ïóñòü n ÷åëîâåê, ñðåäè êîòîðûõ ïðèñóòñòâóþò
A è B, ñòðîÿòñÿ â ðÿä â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìåæäó A è B áóäåò ñòîÿòü
ðîâíî r ÷åëîâåê.

3.11. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâóþò 20 ÷åëîâåê
(ðàçíûõ ïî ñèëå), êîòîðûõ ïî æðåáèþ äåëÿò íà äâå ãðóï-
ïû ïî 10 ÷åëîâåê êàæäàÿ. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî,



3.2. Çàäà÷è 35

÷òî: à) äâîå íàèáîëåå ñèëüíûõ ó÷àñòíèêîâ áóäóò èãðàòü â
ðàçíûõ ãðóïïàõ; á) ÷åòâåðî íàèáîëåå ñèëüíûõ ó÷àñòíèêîâ
áóäóò èãðàòü ïî äâà â ðàçíûõ ãðóïïàõ?

3.12. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè äâóõ ÷èñåë,
âûáðàííûõ íàóäà÷ó èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, . . . , n, îä-
íî îêàæåòñÿ ìåíüøèì, à äðóãîå áîëüøèì çàäàííîãî ÷èñ-
ëà k (1 < k < n).

3.13. Äåâÿòü ïàññàæèðîâ ðàñïîëàãàþòñÿ â òðåõ âàãî-
íàõ. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) â êàæäûé âàãîí ñÿäåò ïî òðè ïàññàæèðà;
á) â îäèí âàãîí ñÿäóò ÷åòûðå, â äðóãîé � òðè, â òðåòèé

� äâà ïàññàæèðà?
3.14. Â ëèôòå 7 ïàññàæèðîâ. Ëèôò îñòàíàâëèâàåòñÿ

íà äåñÿòè ýòàæàõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íèêàêèå
äâà ïàññàæèðà íå âûéäóò íà îäíîì è òîì æå ýòàæå.

3.15◦. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàòû ðîæäå-
íèÿ 12 ÷åëîâåê ïðèäóòñÿ íà ðàçíûå ìåñÿöû ãîäà.

3.16. Ñðåäè N èçäåëèé M áðàêîâàííûõ. Íàóäà÷ó áå-
ðóò n èçäåëèé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ
m áðàêîâàííûõ (m < M)? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ñðåäè íèõ áîëåå ÷åì m áðàêîâàííûõ?

3.17. Â ëîòåðåå n áèëåòîâ, ñðåäè íèõ m âûèãðûøíûõ.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ âëàäåëüöà r áèëåòîâ.

3.18. Íà ýêçàìåíå ïðåäëàãàåòñÿ N âîïðîñîâ. Ñòóäåíò
çíàåò îòâåòû íà n âîïðîñîâ. Ýêçàìåíàòîð çàäàåò ñòóäåíòó
k âîïðîñîâ, à äëÿ òîãî ÷òîáû ñäàòü ýêçàìåí, íåîáõîäèìî
îòâåòèòü íå ìåíåå ÷åì íà r (r < k) âîïðîñîâ. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò ñäàñò ýêçàìåí?

3.19. Ó÷àñòíèê ëîòåðåè �Ñïîðòëîòî� èç 49 íàçâàíèé
âèäîâ ñïîðòà (îáîçíà÷åííûõ ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 49) äîëæåí
íàçâàòü 6. Ïîëíûé âûèãðûø ïîëó÷àåò òîò, êòî ïðàâèëüíî
óêàæåò âñå øåñòü íàçâàíèé. Âûèãðûø ïîëó÷àò è òå, êòî
óãàäàåò íå ìåíåå òðåõ íàçâàíèé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîë-
íîãî âûèãðûøà â �Ñïîðòëîòî�. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ó÷àñòíèê �Ñïîðòëîòî� óãàäàåò 5, 4, 3 íàçâàíèé.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü âûèãðûø â �Ñïîðòëîòî�?

3.20. Ïîäáðàñûâàþò 12 èãðàëüíûõ êîñòåé. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäîå èç ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6 âûïàäåò
äâàæäû?

3.21. Ïîäáðàñûâàþò n èãðàëüíûõ êîñòåé. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäóò n1 åäèíèö, n2 äâîåê, . . . n6
øåñòåðîê (n1 + n2 + . . .+ n6 = n)?
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3.22◦. ×åòûðåõòîìíîå ñîáðàíèå ñî÷èíåíèé ðàññòàâëÿ-
þò íà ïîëêå íàóäà÷ó. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
òîìà ðàñïîëîæàòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ.

3.23◦. Äâàæäû ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó.
Ïðåäëîæèòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Îïèñàòü ñîáûòèÿ: A � �ïðè ïåð-
âîì ïîäáðàñûâàíèè âûïàäåò ãåðá�, B � �ïðè âòîðîì ïîä-
áðàñûâàíèè âûïàäåò ãåðá�. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè P (A),
P (B), P (A ∩B).

3.24◦. Òðèæäû ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó.
Ïðåäëîæèòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ýòîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Îïèñàòü ñîáûòèÿ: A � �äâàæäû
âûïàäåò ãåðá�, B � �õîòÿ áû îäèí ðàç âûïàäåò ãåðá�. Âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè P (A), P (B), P (A ∩B), P (B/A).

3.25. Ïîäáðàñûâàþò n èãðàëüíûõ êîñòåé. Âû÷èñëèòü
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà âñåõ èãðàëüíûõ êóáèêàõ ïîÿâèò-
ñÿ îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ.

3.26◦. Ïîäáðàñûâàþò øåñòü èãðàëüíûõ êîñòåé. Âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììàðíîå ÷èñëî î÷êîâ íà
êîñòÿõ áóäåò ðàâíî 7.

3.27. Ïóñòü n ëèö ñàäÿòñÿ â ðÿä íàóäà÷ó. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà îïðåäåëåííûõ ëèöà îêàæóòñÿ ðÿ-
äîì? Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî æå ñîáûòèÿ, åñëè ëèöà
ñàäÿòñÿ çà êðóãëûé ñòîë.

3.28∗. Äîêàçàòü, ÷òî âåðîÿòíåå ïîëó÷èòü õîòÿ áû îäíó
åäèíèöó ïðè ïîäáðàñûâàíèè ÷åòûðåõ èãðàëüíûõ êîñòåé,
÷åì â ñëó÷àå 24 ïîäáðàñûâàíèé äâóõ êîñòåé ïîëó÷èòü õî-
òÿ áû îäèí ðàç äâå åäèíèöû.

Ïðèì å ÷ à í è å. Çàäà÷à èçâåñòíà êàê ïàðàäîêñ �äå Ìå-
ðå�. Ïðèäâîðíûé êàâàëåð è àçàðòíûé èãðîê øåâàëüå äå
Ìåðå, ñîâðåìåííèê Áëåçà Ïàñêàëÿ, ñ÷èòàë, ÷òî âåðîÿò-
íîñòè ýòèõ ñîáûòèé îäèíàêîâû, è îáâèíÿë ìàòåìàòèêîâ â
ñâîèõ ïðîèãðûøàõ.

3.29.Äîêàçàòü, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè {Ω, P} ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω êîíå÷íî è äëÿ êàæ-
äîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ωi ∈ Ω çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè
P (ωi) = 1/n(Ω), i = 1, 2, . . . , n(Ω), ãäå n(Ω) � ÷èñëî âñåõ
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.
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3.30. Äîêàçàòü, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè {Ω, P} äëÿ
ëþáîãî ñîáûòèÿ A (ïîäìíîæåñòâà A ïðîñòðàíñòâà Ω)

P (A) =
n(A)

n(Ω)
,

ãäå n(Ω) � ÷èñëî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à n(A) �
÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ A.

3.31 (ñòàòèñòèêà Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà). Êàæ-
äàÿ èç n ðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö ïîïàäàåò â îäíó èç m ÿ÷ååê.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðâîé, âòîðîé, è ò. ä.,
m-é ÿ÷åéêå áóäåò ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ÷àñòèö?

3.32. Çà êðóãëûì ñòîëîì ðàñïîëàãàþòñÿ n ëèö. Âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðè îïðåäåëåííûå ëèöà
îêàæóòñÿ ðÿäîì.

3.33. Ïîäáðàñûâàþò òðè ìîíåòû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèé: A � �íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàäåò ãåðá�, B � �âû-
ïàäåò ðîâíî äâà ãåðáà�, C � �âûïàäåò íå áîëåå äâóõ ãåð-
áîâ�.

3.34. Èç ìíîæåñòâà âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëè-
íîé n, ñîñòàâëåííûõ èç öèôð 0, 1, 2, íàóäà÷ó âûáèðàåòñÿ
îäíà. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé: A � �ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íà÷èíàåòñÿ ñ 0�, B � �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò
m + 2 íóëåé, ïðè÷åì äâà èç íèõ � íà êîíöàõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè�, C � �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò m åäè-
íèö�, D � �ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòàâëåíà èç m0 íóëåé,
m1 åäèíèö, m2 äâîåê�.

3.35. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòè ñîáûòèé: A � �ñóììà î÷êîâ êðàòíà 6�, B �
�ñóììà î÷êîâ êðàòíà 2�, C � �ïðîèçâåäåíèå î÷êîâ ÷åòíîå
÷èñëî�.

3.36. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûðåõçíà÷-
íûé íîìåð íàóäà÷ó âûáðàííîãî â áîëüøîì ãîðîäå àâòî-
ìîáèëÿ: à) ñîñòîèò èç ðàçíûõ öèôð; á) èìååò òîëüêî äâå
îäèíàêîâûå öèôðû; â) èìååò äâå ïàðû îäèíàêîâûõ öèôð;
ã) èìååò òîëüêî òðè îäèíàêîâûå öèôðû; ä) ñîñòîèò èç
îäèíàêîâûõ öèôð.

3.37. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé M1 øàðîâ ñ íîìåðîì 1,
M2 øàðîâ ñ íîìåðîì 2, è ò. ä., MN øàðîâ ñ íîìåðîì N ,
íàóäà÷ó èçâëåêàþò n øàðîâ. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ñî-
áûòèÿ A � �ïîÿâèòñÿ m1 øàðîâ ñ íîìåðîì 1, m2 øàðîâ
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ñ íîìåðîì 2, è ò. ä., ïîÿâèòñÿ mN øàðîâ ñ íîìåðîì N �,
B � �êàæäûé èçN íîìåðîâ âñòðåòèòñÿ õîòÿ áû îäèí ðàç�.

3.38. Èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N} ïîñëåäîâàòåëüíî íà-
óäà÷ó áåç âîçâðàùåíèÿ âûáèðàþò äâà ÷èñëà ξ1 è ξ2. Âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {ξ1 < ξ2}.

Èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , N} ïîñëåäîâàòåëüíî íàóäà÷ó
áåç âîçâðàùåíèÿ âûáèðàþò òðè ÷èñëà ξ1, ξ2, ξ3. Âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîå ÷èñëî áóäåò ðàñïîëî-
æåíî ìåæäó ïåðâûì è òðåòüèì, ò. å. âû÷èñëèòü âåðîÿò-
íîñòü ñîáûòèÿ {ξ1 < ξ2 < ξ3}.

3.39. Êóá, âñå ãðàíè êîòîðîãî ïîêðàøåíû, ðàñïèëèëè
íà òûñÿ÷ó êóáèêîâ îäèíàêîâîãî ðàçìåðà. Êóáèêè ïåðåìå-
øàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âûáðàííûé
êóáèê: à) èìååò õîòÿ áû îäíó îêðàøåííóþ ãðàíü; á) èìååò
äâå îêðàøåííûõ ãðàíè; â) èìååò òðè îêðàøåííûõ ãðàíè.

3.40 (ïðèçîâàÿ èãðà). Âû ó÷àñòâóåòå â ïðèçîâîé
èãðå (ïðèç � àâòîìîáèëü). Ïåðåä âàìè òðè çàêðûòûõ
äâåðè. Çà îäíîé èç íèõ àâòîìîáèëü. Âåäóùèé ïðåäëàãà-
åò âàì âûáðàòü äâåðü. Âû âûáèðàåòå. Ïðåæäå ÷åì îò-
êðûòü âûáðàííóþ âàìè äâåðü âåäóùèé îòêðûâàåò îäíó
èç îñòàâøèõñÿ äâåðåé � çà íåé àâòîìîáèëÿ íåò. Ïîñëå
ýòîãî âåäóùèé ïðåäëàãàåò âàì äâà âàðèàíòà ïîñëåäóþ-
ùèõ äåéñòâèé: îòêðûòü âûáðàííóþ ðàíåå âàìè äâåðü èëè
îòêðûòü îñòàâøóþñÿ äâåðü. Åñëè çà îòêðûòîé äâåðüþ àâ-
òîìîáèëü � îí âàø.

Êàêîé âûáîð ñäåëàòü � îòêðûòü ïåðâîíà÷àëüíî âû-
áðàííóþ äâåðü èëè îòêðûòü îñòàâøóþñÿ?

Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðåäïî÷òèòåëüíåå òîò âûáîð, äëÿ êî-
òîðîãî âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà àâòîìîáèëÿ áîëüøå.

Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà àâòîìîáèëÿ, åñëè:
1) âû îòêðûâàåòå ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííóþ äâåðü; 2) âû
îòêðûâàåòå îñòàâøóþñÿ äâåðü.

Çàäà÷à è åå ðåøåíèå ñòàíîâÿòñÿ îñîáåííî �ïðîçðà÷-
íûìè�, åñëè àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà îäíîé èç n äâåðåé
(ïóñòü äëÿ íàãëÿäíîñòè n = 1000).

Âû âûáèðàåòå äâåðü, ïîñëå ÷åãî âåäóùèé äåìîíñòðè-
ðóåò, ÷òî çà n−2 äâåðÿìè èç n−1 îñòàâøèõñÿ àâòîìîáèëÿ
íåò. Òåïåðü âûáîð çà âàìè � îòêðûòü ïåðâîíà÷àëüíî âû-
áðàííóþ äâåðü èëè îòêðûòü îñòàâøóþñÿ äâåðü.



Ãëàâà 4

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü

4.1 Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.
Ôîðìóëû Áàéåñà

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü. Ïóñòü {Ω, P} � âåðîÿòíîñò-
íîå ïðîñòðàíñòâî. Óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ P (A/B) ñî-
áûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B (P (B) > 0) áóäåì íà-

çûâàòü âåëè÷èíó
P (A ∩B)
P (B)

, ò. å.

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (4.1.1)

Èç (4.1.1) èìååì

P (A ∩B) = P (A/B)P (B), (P (B) > 0)

Ýòî ðàâåíñòâî íàçûâàþò ôîðìóëîé óìíîæåíèÿ.
Â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè {Ω, P}

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
=
n(A ∩B)/n(Ω)

n(B)/n(Ω)
=
n(A ∩B)

n(B)
,

ò. å. óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (A/B) ñîáûòèÿA îòíîñèòåëü-
íî ñîáûòèÿ B ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà n(A ∩ B) ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â A∩B, ê ÷èñëó n(B) ýëåìåí-
òàðíûõ ñîáûòèé, âõîäÿùèõ â B.

39
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Ïðèì å ÷ à í è å. Óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü p = P (A/B)
ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ B ìîæíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê êîëè÷åñòâåííóþ ìåðó ïðîãíîçà ïîÿâëåíèÿ A,
êîãäà äîïîëíèòåëüíî èçâåñòíî, ÷òî ïðîèçîøëî ñîáûòèåB.

Ï ð èì å ð 4.1.1. Ïîäáðàñûâàþò òðè ñèììåòðè÷íûå
èãðàëüíûå êîñòè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîòÿ
áû íà îäíîé âûïàäåò åäèíèöà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî íà
òðåõ âûïàëè ðàçíûå ãðàíè.

Ðåøåíè å. Êîñòè áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëè÷èìûìè. Â êà-
÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω ðàññìîò-
ðèì óïîðÿäî÷åííûå òðîéêè, ñîñòàâëåííûå èç ÷èñåë 1, 2, . . .
. . . , 6. Ïîñêîëüêó êîñòè ñèììåòðè÷íû, òî åñòåñòâåííî ñ÷è-
òàòü âñå ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ðàâíîâåðîÿòíûìè. Òåì ñà-
ìûì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà ïîñòðîåíî.

Ïóñòü B � ñîáûòèå �íà òðåõ êîñòÿõ âûïàëè ðàçíûå
ãðàíè�, A � �õîòÿ áû íà îäíîé êîñòè âûïàëà åäèíèöà�.
Â çàäà÷å íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü
P (A/B).

Èìååì

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
,

P (B) =
6 · 5 · 4

63
; P (A ∩B) =

C1
3 · 5 · 4

63
;

P (A/B) =
P (A ∩B)

P (B)
=
C1

3 · 5 · 4
63

/6 · 5 · 4
63

=
1

2
.

Âåðîÿòíîñòü P (A/B) òàêæå ìîæíî âû÷èñëèòü, âîñ-
ïîëüçîâàâøèñü òåì, ÷òî â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè {Ω, P}
óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (A/B) ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ïðèíàäëåæàùèõ A ∩ B, ê ÷èñëó
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, ïðèíàäëåæàùèõ B, ò. å.

P (A/B) =
C1

3 · 5 · 4
6 · 5 · 4

=
1

2
.

Ïðèì å ð 4.1.2 (çàäà÷à Ëüþèñà Êýððîëà). Â óðíå ñî-
äåðæèòñÿ îäèí øàð, î êîòîðîì èçâåñòíî, ÷òî îí èëè áå-
ëûé (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2), èëè ÷åðíûé. Â óðíó ïîëîæè-
ëè áåëûé øàð, è çàòåì, òùàòåëüíî ïåðåìåøàâ øàðû,
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èçâëåêëè íàóäà÷ó îäèí, êîòîðûé îêàçàëñÿ áåëûì. Êàêî-
âà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëå ýòîãî èç óðíû èçâëåêóò
áåëûé øàð?

Ðåøåíè å 1. Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëü-
íîì èçâëå÷åíèè èç óðíû äâóõ øàðîâ. Îáîçíà÷èì áåëûé
øàð ÷åðåçW , ÷åðíûé � B. Ìíîæåñòâîì âñåõ èñõîäîâ ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ Ω = {WW,WB,BW}.
Íàïðèìåð, ïàðà WB îïèñûâàåò èñõîä: �ïåðâûì èçâëå-
÷åí áåëûé øàð, âòîðûì � ÷åðíûé�. Ïóñòü A1 � ñîáû-
òèå �áåëûé øàð èçâëå÷åí ïåðâûì�, A2 � �áåëûé øàð èç-
âëå÷åí âòîðûì�. Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü P (A2/A1). Ñîáû-
òèÿ A1, A2, A1 ∩ A2 êàê ïîäìíîæåñòâà Ω îïèøóòñÿ òàê:
A1 = {WW,WB}, A2 = {WW,BW}, A1 ∩ A2 = {WW}.
Ïîñêîëüêó â Ω âõîäÿò òðè ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ, â A1
� äâà, â A1 ∩A2 � îäíî, òî

P (A2/A1) =
P (A2 ∩A1)

P (A1)
=

1/3

2/3
=

1

2
.

Ðåøåíè å 2. Áåëûé øàð, êîòîðûé êëàäóò â óðíó, ïî-
ìåòèì, íàïðèìåð, çâåçäî÷êîé è îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç W ∗.
Òîãäà ìíîæåñòâîì âñåõ èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ÿâëÿåòñÿ Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}. Ñîáû-
òèÿ A1, A2, A1 ∩A2 êàê ïîäìíîæåñòâà Ω∗ îïèøóòñÿ òàê:
A1 = {WW ∗,W ∗W,W ∗B}, A2 = {WW ∗,W ∗W,BW ∗},
A1
⋂
A2 = {WW ∗,W ∗W}. Ïîýòîìó

P (A2/A1) =
P (A2 ∩A1)

P (A1)
=

2/4

3/4
=

2

3
.

Äâà ðåøåíèÿ � äâà ðàçíûõ îòâåòà. Íå õîðîøî.
Â î ï ð î ñ 1. Êàêîå èç ðåøåíèé íåâåðíîå?
Â î ïð î ñ 2. Ãäå äîïóùåíà îøèáêà?
Ïîïûòàéòåñü ñíà÷àëà îòâåòèòü íà âîïðîñû 1 è 2, íå

÷èòàÿ äàëüøå.
Î ò â å ò ê ïðèìåðó 4.1.2.
Ðåøåíèå 1 íåâåðíîå. Ìîäåëü íå êëàññè÷åñêàÿ, à âå-

ðîÿòíîñòè ñîáûòèé âû÷èñëÿþòñÿ êàê â êëàññè÷åñêîé ìî-
äåëè. Âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûì ñîáûòèÿì íåîáõîäèìî
ïðèïèñàòü òàê:

P (WW ) = 1/2, P (WB) = 1/4, P (BW ) = 1/4.
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Ïîñêîëüêó ñíà÷àëà â óðíå íàõîäèëñÿ áåëûé øàð (ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1/2) èëè ÷åðíûé (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2), òî ïî-
ñëå òîãî, êàê â óðíó ïîëîæèëè îäèí áåëûé øàð, â óðíå
íàõîäÿòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 øàðû îäíîãî öâåòà è ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 1/2 � ðàçíîãî. Â ýòîé ìîäåëè èìååì:

P (A1 ∩A2) = P (WW ) = 1/2,

P (A1) = P ({WW,WB}) =

= P (WW ) + P (WB) = 1/2 + 1/4 = 3/4,

P (A2/A1) =
P (A2 ∩A1)

P (A1)
=

1/2

3/4
=

2

3
.

Â ðåøåíèè 2 êàæäîìó èñõîäó ïðèïèñûâàåì âåðîÿò-
íîñòü 1/4. Çàìåòèì, ÷òî â óðíå, ïîñëå òîãî, êàê â íåå
ïîëîæèëè îäèí áåëûé øàð è äî òîãî, êàê øàðû íà÷àëè
èçâëåêàòü, íàõîäèëîñü: äâà áåëûõ øàðà (ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/2), èëè îäèí áåëûé, äðóãîé ÷åðíûé (ñ âåðîÿòíîñòüþ
1/2).

Ê îìì å í ò à ð è é ê ï ð èì å ð ó. Ïðèìåð, â ÷àñòíîñòè,
èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå ñòîõà-
ñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðåäëîæèòü ðàçíûå ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, à âìåñòå ñ íèìè è ðàç-
íûå âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå àäåêâàòíî îïè-
ñûâàþò ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò. Â ïðèìåðå áûëî
ïðåäëîæåíî äâà ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé:
Ω = {WW,WB,BW} è Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.
Ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàð-
íûõ ñîáûòèé Ω òàêîå: P (WW ) = 1/2, P (WB) = 1/4,
P (BW ) = 1/4, à íà ïðîñòðàíñòâå Ω∗ òàêîå: P (WW ∗) =
= 1/4, P (W ∗W ) = 1/4, P (W ∗B) = 1/4, P (BW ∗) = 1/4.
Îáå ìîäåëè àäåêâàòíî îïèñûâàþò ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïå-
ðèìåíò. Çàìåòèì, ÷òî îäíà èç íèõ êëàññè÷åñêàÿ, äðóãàÿ
� íåò.

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè. Ñîáûòèÿ Bi ⊂ Ω,
i = 1, 2, . . . , n, áóäåì íàçûâàòü ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé,
åñëè îíè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ (Bi ∩ Bj = ∅, i 6= j) è

â îáúåäèíåíèè äàþò äîñòîâåðíîå ñîáûòèå (
n⋃
i=1

Bi = Ω).
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Ò å î ð åì à. Ïóñòü B1, B2, . . . , Bn � ïîëíàÿ ãðóïïà ñî-
áûòèé è P (Bi) > 0, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ñî-
áûòèÿ A èìååò ìåñòî ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (A) =
n∑
i=1

P (A/Bi)P (Bi).

Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñ÷åò-
íîé ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé.

Ïðèì å ð 4.1.3 (�ñ÷àñòëèâûå� áèëåòû). Ñðåäè N ýê-
çàìåíàöèîííûõ áèëåòîâ èìååòñÿ n �ñ÷àñòëèâûõ� (âñå
ñòóäåíòû èõ çíàþò). Ñòóäåíòû îäèí çà äðóãèì ïîä-
õîäÿò çà áèëåòàìè. Ó êîãî áîëüøå âåðîÿòíîñòü âûòÿ-
íóòü �ñ÷àñòëèâûé� áèëåò: ó òîãî, êòî ïîäîøåë ïåðâûì,
èëè ó òîãî, êòî ïîäîøåë âòîðûì?

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ali ñîáûòèå �i-é ñòóäåíò
âûòÿíóë ñ÷àñòëèâûé áèëåò�, i = 1, 2, à ÷åðåç Au1 �
�1-é ñòóäåíò âûòÿíóë íåñ÷àñòëèâûé áèëåò�. Äàëåå âû÷èñ-
ëÿåì P (Al1) è P (Al2).

Ñîãëàñíî ôîðìóëå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

P (Al1) =
n

N
.

Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ P (Al2) âû÷èñëÿåì ïî ôîðìóëå ïîë-
íîé âåðîÿòíîñòè, ó÷èòûâàÿ, ÷òî Al1 è Au1 îáðàçóþò ïîë-
íóþ ãðóïïó ñîáûòèé:

P (Al2) = P (Al2/A
l
1)P (Al1) + P (Al2/A

u
1)P (Au1) =

=
n− 1

N − 1

n

N
+

n

N − 1

N − n
N

=
n

N
.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü âûòÿíóòü �ñ÷àñòëèâûé�
áèëåò äëÿ îáîèõ ñòóäåíòîâ îäèíàêîâà.

Ïðèì å ÷ à í è å. Òàêîé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïåðâûé
ñòóäåíò íå ãîâîðèò, êàêîé îí âûòÿíóë áèëåò. Â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî �ñ÷àñòëèâûé� áèëåò âûòÿ-
íóë âòîðîé ñòóäåíò, P (Al2/A

l
1) = (n − 1)/(N − 1), åñëè

ïåðâûé âûòÿíóë �ñ÷àñòëèâûé� áèëåò (è îáúÿâèë îá ýòîì),
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è P (Al2/A
u
1) = n/(N−1) � åñëè ïåðâûé âûòÿíóë �íåñ÷àñò-

ëèâûé� áèëåò.
Ôîðìóëû Áàéåñà. Ïóñòü B1, B2, . . . , Bn � ïîëíàÿ

ãðóïïà ñîáûòèé è P (Bi) > 0, i = 1, 2, . . . , n. Òîãäà äëÿ
ëþáîãî ñîáûòèÿ A (P (A) > 0)

P (Bi/A) =
P (A/Bi)P (Bi)
n∑
k=1

P (A/Bk)P (Bk)

, i = 1, 2, . . . , n.

Ïðèì å ð 4.1.4 (ñèãíàë íà ôîíå øóìà). Íà ôîíå øó-
ìà íà âõîä ðàäèîëîêàöèîííîãî óñòðîéñòâà ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ p (0 < p < 1) ïîñòóïàåò ñèãíàë. Åñëè ïîñòóïèë
ñèãíàë (ñ øóìîì), òî óñòðîéñòâî ðåãèñòðèðóåò íàëè-
÷èå ñèãíàëà ñ âåðîÿòíîñòüþ p1, åñëè òîëüêî øóì, òî
óñòðîéñòâî ðåãèñòðèðóåò íàëè÷èå ñèãíàëà ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ p2. Èçâåñòíî, ÷òî óñòðîéñòâî çàðåãèñòðèðîâàëî
ñèãíàë. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà âõîä ðàäèîëî-
êàöèîííîãî óñòðîéñòâà ïîñòóïèë ñèãíàë?

Ðåøåíè å. Ââåäåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ: Ac � íà âõîä
ïðèøåë ñèãíàë (ñ øóìîì), A � íà âõîä ïðèøåë òîëüêî
øóì, Bc � óñòðîéñòâî çàðåãèñòðèðîâàëî íàëè÷èå ñèãíà-
ëà, B � óñòðîéñòâî çàðåãèñòðèðîâàëî øóì. Íåîáõîäèìî
âû÷èñëèòü P (Ac/Bc). Âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé Áàé-
åñà (ñîáûòèÿ Ac è A îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé),
ïîëó÷èì

P (Ac/Bc) =
P (Bc/Ac)P (Ac)

P (Bc/Ac)P (Ac) + P (Bc/A)P (A)
.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è P (Ac) = p, P (A) = 1−p, P (Bc/Ac) =
= p1, P (Bc/A) = p2. Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿò-
íîñòü

P (Ac/Bc) =
p1p

p1p+ p2(1− p)
.
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4.2 Íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Èíòóèòèâíî, ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû, åñëè èí-
ôîðìàöèÿ îá îäíîì ñîáûòèè (ïðîèçîøëî, íå ïðîèçîøëî)
íå ìåíÿåò ïðîãíîç ïîÿâëåíèÿ äðóãîãî. (Íàïðèìåð, ïðè
ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû è èãðàëüíîé êîñòè èíôîðìàöèÿ î
âûïàäåíèè øåñòåðêè íà êîñòè íå ìåíÿåò ïðîãíîç ïîÿâëå-
íèÿ ãåðáà íà ìîíåòå.) Ïîýòîìó ôîðìàëüíî íåçàâèñèìûå
ñîáûòèÿ A è B ìîæíî îïðåäåëèòü êàê òàêèå, äëÿ êîòîðûõ
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

P (A/B) = P (A)

èëè, ÷òî òî æå,

P (A ∩B)

P (B)
= P (A).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü è òàê

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Îïð å ä å ë å í è å. Ïóñòü {Ω, P} � âåðîÿòíîñòíîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Ñîáûòèÿ A è B (A ⊂ Ω, B ⊂ Ω) áóäåì íàçû-
âàòü íåçàâèñèìûìè, åñëè

P (A ∩B) = P (A)P (B).

Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìû-
ìè â ñîâîêóïíîñòè, åñëè äëÿ ëþáûõ k = 2, 3, . . . , n è
1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) = P (Ai1)P (Ai2) . . . P (Aik).

Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An áóäåì íàçûâàòü ïîïàðíî íåçà-
âèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ èíäåêñîâ
s è k

P (As ∩Ak) = P (As)P (Ak).

Åñëè ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî ñîáûòèÿ A è B;
A è B òàêæå íåçàâèñèìû.
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Ïðèì å ð 4.2.1 (Ñ. Í. Áåðíøòåéí). Ïîäáðàñûâàþò ïðà-
âèëüíûé òåòðàýäð, òðè ãðàíè êîòîðîãî îêðàøåíû ñîîò-
âåòñòâåííî â êðàñíûé, ñèíèé è çåëåíûé öâåòà, à â îêðàñ-
êå ÷åòâåðòîé ãðàíè ïðèñóòñòâóþò âñå òðè öâåòà. Ñî-
áûòèÿ: R � �êðàñíûé�, B � �ñèíèé�, G � �çåëåíûé� îçíà-
÷àþò, ÷òî â îêðàñêå ãðàíè, ñîïðèêàñàþùåéñÿ ñ ïîâåðõ-
íîñòüþ, ïðèñóòñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå öâåòà. Óáå-
äèòüñÿ, ÷òî ñîáûòèÿ R, B, G ïîïàðíî íåçàâèñèìû, íî
íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

Ðåøåíè å. Èñõîä ýêñïåðèìåíòà � òåòðàýäð äàííîé
ãðàíüþ ñîïðèêàñàåòñÿ ñ ïîâåðõíîñòüþ. Ïîñêîëüêó òåò-
ðàýäð ïðàâèëüíûé, òî â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-
ëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà åñòåñòâåííî ðàññìàòðè-
âàòü êëàññè÷åñêóþ ìîäåëü.

Êàæäûé öâåò ïðèñóòñòâóåò â îêðàñêå äâóõ ãðàíåé, ïî-
ýòîìó

P (R) = 2/4 = 1/2, P (B) = 1/2, P (G) = 1/2.

Â îêðàñêå òîëüêî îäíîé ãðàíè èìåþòñÿ òðè öâåòà, ïîýòî-
ìó

P (R ∩B ∩G) = 1/4, P (R ∩B) = 1/4,

P (R ∩G) = 1/4, P (B ∩G) = 1/4.

Òàê ÷òî

P (R ∩B) = P (R)P (B), P (R ∩G) = P (R)P (G),

P (B ∩G) = P (B)P (G).

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîáûòèÿ R,B,G � ïîïàðíî íåçàâèñèìû.
Íî

P (R ∩B ∩G) = 1/4 6= 1/2 · 1/2 · 1/2 = P (R)P (B)P (G).

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ñîáûòèÿR,B,G íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.
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4.3 Çàäà÷è

ÀÇ: 4.11◦, 4.12, 4.13, 4.22, 4.23, 4.24.
ÑÇ: 4.3◦, 4.5, 4.7◦, 4.9, 4.10◦, 4.13, 4.16, 4.19, 4.24, 4.26.

4.1◦. Ñîáûòèÿ A è B � íåçàâèñèìû. Äîêàçàòü, ÷òî
ñîáûòèÿ A è B, A è B òàêæå íåçàâèñèìû.

4.2◦. Ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An íåçàâèñèìû â ñîâîêóï-
íîñòè è P (Ak) = pk, k = 1, 2, . . . , n. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî:

à) íå ïðîèçîéäåò íè îäíî èç ñîáûòèé A1, A2, . . . , An;
á) ïðîèçîéäåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíî èç ñîáûòèé A1,

A2, . . . , An;
â) ïðîèçîéäåò îäíî è òîëüêî îäíî èç ñîáûòèé A1, A2,

. . . , An?
4.3◦. Çà îäèí öèêë îñìîòðà ðàäèîëîêàöèîííîé ñòàí-

öèè, íàáëþäàþùåé çà êîñìè÷åñêèì îáúåêòîì, îí áóäåò
îáíàðóæåí ñ âåðîÿòíîñòüþ p. Îáúåêò â êàæäîì öèêëå îá-
íàðóæèâàåòñÿ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ. Ïðîâåäåíî n öèêëîâ
íàáëþäåíèÿ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ îáúåêòà?

4.4◦.Ïðèáîð, ñîñòîÿùèé èç n áëîêîâ, âûõîäèò èç ñòðîÿ,
åñëè âûõîäèò èç ñòðîÿ õîòÿ áû îäèí áëîê. Áëîêè âûõîäÿò
èç ñòðîÿ íåçàâèñèìî îäèí îò îäíîãî. Íàäåæíîñòü êàæäî-
ãî áëîêà ðàâíà p. Âû÷èñëèòü íàäåæíîñòü ïðèáîðà.

Ïîä íàäåæíîñòüþ ïðèáîðà èëè áëîêà ïðèáîðîâ áóäåì
ïîíèìàòü âåðîÿòíîñòü åãî áåçîòêàçíîé ðàáîòû íà îïðåäå-
ëåííîì ôèêñèðîâàííîì èíòåðâàëå âðåìåíè.

4.5. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ïðèáîðà (ñì. çàäà-
÷ó 4.4◦) îí äóáëèðóåòñÿ òàêèì æå ïðèáîðîì; íàäåæíîñòü
êàæäîãî ïðèáîðà ðàâíà p. Â ñëó÷àå âûõîäà èç ñòðîÿ ïåð-
âîãî ïðèáîðà ïðîèñõîäèò ìãíîâåííîå ïåðåêëþ÷åíèå íà
äóáëèðóþùèé ïðèáîð. Ïðèáîðû âûõîäÿò èç ñòðîÿ íåçà-
âèñèìî îäèí îò äðóãîãî. Íàéòè íàäåæíîñòü:

1) ýòîé ñèñòåìû ïðèáîðîâ;
2) ñèñòåìû ïðèáîðîâ, åñëè óñòðîéñòâî ïåðåêëþ÷åíèÿ

ñðàáàòûâàåò ñ íàäåæíîñòüþ p1.
4.6. Äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ïðèáîðà (ñì. çàäà-

÷ó 4.4◦) îí äóáëèðóåòñÿ n− 1 òàêèìè æå ïðèáîðàìè; íà-
äåæíîñòü êàæäîãî ïðèáîðà ðàâíà p. Ïðèáîðû âûõîäÿò èç
ñòðîÿ íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî. Íàéòè íàäåæíîñòü:

1) ýòîé ñèñòåìû ïðèáîðîâ;
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2) ñèñòåìû ïðèáîðîâ, åñëè êàæäûé èç ïðèáîðîâ, âêëþ-
÷àþùèé äóáëèðóþùèé ïðèáîð, èìååò íàäåæíîñòü p1.

Ñêîëüêî íåîáõîäèìî ïðèáîðîâ, ÷òîáû íàäåæíîñòü
ñèñòåìû ïðèáîðîâ áûëà íå ìåíüøå P?

4.7◦. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè: êðàñíîãî
è ðîçîâîãî öâåòîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà
î÷êîâ íà êîñòÿõ áîëüøå èëè ðàâíà 10, åñëè èçâåñòíî, ÷òî:

à) íà êðàñíîé êîñòè âûïàëî 5 î÷êîâ;
á) íà îäíîé èç êîñòåé âûïàëî 5 î÷êîâ (âîçìîæíîñòü

âûïàäåíèÿ 5 î÷êîâ íà îáîèõ êîñòÿõ íå èñêëþ÷åíà)?
4.8◦. Â óðíå ñîäåðæèòñÿ n øàðîâ. Âñå âîçìîæíûå

ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà áåëûõ øàðîâ â
óðíå ðàâíîâåðîÿòíû. Íàóäà÷ó èç óðíû èçâëåêàþò îäèí
øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàð áåëûé?

4.9◦. Â N óðíàõ ñîäåðæèòñÿ n1, n2, . . . , nN øàðîâ, ñðå-
äè íèõ áåëûõ ñîîòâåòñòâåííî m1,m2, . . . ,mN . Íàóäà÷ó
âûáèðàþò óðíó, à èç íåå � øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ýòîò øàð îêàæåòñÿ áåëûì?

4.10◦. Â äâóõ óðíàõ ñîäåðæèòñÿ n1 è n2 øàðîâ, èç íèõ
áåëûõ øàðîâ ñîîòâåòñòâåííî m1 è m2. Èç ïåðâîé óðíû
ïåðåëîæèëè âî âòîðóþ îäèí øàð, öâåò êîòîðîãî íåèçâå-
ñòåí. Çàòåì èç âòîðîé óðíû èçâëåêàþò îäèí øàð. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò øàð áåëûé?

4.11◦. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñóììà î÷êîâ íå ìåíåå äåâÿòè, åñëè
íà îäíîé èç êîñòåé âûïàëî ÷åòûðå î÷êà?

4.12. Ðàäèîëîêàöèîííàÿ ñòàíöèÿ âåäåò íàáëþäåíèå çà
êîñìè÷åñêèì îáúåêòîì, êîòîðûé ìîæåò ñîçäàâàòü ïðî-
òèâîëîêàöèîííûå ïîìåõè. Åñëè îáúåêò íå ñîçäàåò ïîìå-
õè, òî çà îäèí öèêë îñìîòðà ñòàíöèÿ îáíàðóæèâàåò åãî
ñ âåðîÿòíîñòüþ p0, åñëè ñîçäàåò, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ p1
(p1 < p0). Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âî âðåìÿ öèêëà îñìîòðà
áóäóò ñîçäàíû ïîìåõè, ñîñòàâëÿåò p è íå çàâèñèò îò òîãî,
êàê è êîãäà ñîçäàâàëèñü ïîìåõè â äðóãèõ öèêëàõ. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ îáúåêòà ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí
ðàç çà n öèêëîâ îñìîòðà.

4.13. Ïðèáîð ñîñòîèò èç n áëîêîâ, äóáëèðóþùèõ äðóã
äðóãà, è ìîæåò ðàáîòàòü â áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ èëè
â íåáëàãîïðèÿòíûõ. Â íåáëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ íàäåæ-
íîñòü ðàáîòû êàæäîãî áëîêà ðàâíà p1, à â áëàãîïðèÿò-
íûõ � p2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèáîð áóäåò ðàáîòàòü
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â áëàãîïðèÿòíûõ óñëîâèÿõ, ðàâíà p, à â íåáëàãîïðèÿòíûõ
� (1− p). Âû÷èñëèòü íàäåæíîñòü ïðèáîðà.

4.14◦. Â óðíó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò n øàðîâ, ïîëîæèëè
áåëûé øàð. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçâëå÷åííûé
èç óðíû øàð îêàæåòñÿ áåëûì, åñëè âñå ïðåäïîëîæåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ïåðâîíà÷àëüíîãî êîëè÷åñòâà áåëûõ øàðîâ
â óðíå ðàâíîâåðîÿòíû?

4.15◦. Â óðíå íàõîäèòñÿ n øàðîâ, ÷àñòü èç íèõ áå-
ëûå. Âñå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà áåëûõ
øàðîâ â óðíå ðàâíîâåðîÿòíû. Íàóäà÷ó èçâëå÷åííûé èç
óðíû øàð îêàçàëñÿ áåëûì. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü âñåõ
ïðåäïîëîæåíèé îòíîñèòåëüíî êîëè÷åñòâà áåëûõ øàðîâ â
óðíå. Êàêîå ïðåäïîëîæåíèå íàèáîëåå âåðîÿòíî?

4.16◦. Â êàæäîé èç k1 óðí (ïåðâàÿ ãðóïïà) ñîäåðæèò-
ñÿ m1 áåëûõ è n1 ÷åðíûõ øàðîâ, à â êàæäîé èç k2 óðí
(âòîðàÿ ãðóïïà) ñîäåðæèòñÿ m2 áåëûõ è n2 ÷åðíûõ øà-
ðîâ. Èç íàóäà÷ó âûáðàííîé óðíû èçâëåêëè øàð, êîòîðûé
îêàçàëñÿ áåëûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åãî âûáðà-
ëè èç ïåðâîé ãðóïïû óðí?

4.17. Ñòðåëîê A ïîïàäàåò â öåëü ñ âåðîÿòíîñòüþ
p1 = 0, 6, ñòðåëîê B � ñ âåðîÿòíîñòüþ p2 = 0, 5, ñòðå-
ëîê C � ñ âåðîÿòíîñòüþ p3 = 0, 4. Ñòðåëêè ñäåëàëè çàëï
ïî ìèøåíè. Èçâåñòíî, ÷òî èìååòñÿ äâà ïîïàäàíèÿ. ×òî
âåðîÿòíåå: ïîïàë ñòðåëîê C â ìèøåíü èëè íåò?

4.18. Â óðíå ñîäåðæèòñÿ 12 áåëûõ, 8 ÷åðíûõ è 10 êðàñ-
íûõ øàðîâ. Íàóäà÷ó èçâëåêàþò äâà øàðà. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòè øàðû ðàçíîãî öâåòà, åñëè èçâåñòíî,
÷òî êðàñíûé øàð íå âûáðàí?

4.19. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øà-
ðà, ïåðåëîæèëè äâà øàðà â óðíó, ñîäåðæàùóþ 4 áåëûõ è
4 ÷åðíûõ øàðà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òåïåðü èçâëå÷ü áå-
ëûé øàð èç âòîðîé óðíû?

4.20. Äåòàëè èçãîòàâëèâàþò íà äâóõ çàâîäàõ. Îáúåì
ïðîäóêöèè âòîðîãî çàâîäà â n ðàç ïðåâûøàåò îáúåì ïðî-
äóêöèè ïåðâîãî çàâîäà. Äîëÿ áðàêà íà ïåðâîì çàâîäå p1,
íà âòîðîì � p2. Íàóäà÷ó âûáðàííîå èçäåëèå îêàçàëîñü
áðàêîâàííûì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíî èçãîòîâ-
ëåíî íà âòîðîì çàâîäå?

4.21∗ (çàäà÷à Áàíàõà). Ìàòåìàòèê íîñèò ñ ñîáîé
äâå êîðîáêè ñïè÷åê. Êàæäûé ðàç, êîãäà åìó íóæíà ñïè÷-
êà, îí íàóäà÷ó áåðåò îäíó èç êîðîáîê. Êîãäà òî íàñòó-
ïèò òàêîé ìîìåíò, ÷òî âûíóòàÿ êîðîáêà îêàæåòñÿ ïóñòîé.
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Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äðóãàÿ êîðîáêà ñîäåðæèò
r ñïè÷åê, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñíà÷àëà êàæäàÿ êîðîáêà
ñîäåðæèò ïî N (N ≥ r) ñïè÷åê.

4.22. Òðåì ðàäèîñòàíöèÿì ðàçðåøåíà ðàáîòà íà îäíîé
èç òðåõ çàäàííûõ ÷àñòîò. Âåðîÿòíîñòü âûáîðà ðàäèîñòàí-
öèåé êàæäîé èç ÷àñòîò ðàâíà 1/3 è íå çàâèñèò îò òîãî,
êàêèå ÷àñòîòû âûáðàíû äðóãèìè ðàäèîñòàíöèÿìè. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé: �âñå ðàäèîñòàíöèè ðàáîòàþò íà
îäíîé ÷àñòîòå�, �âñå ðàäèîñòàíöèè ðàáîòàþò íà ðàçíûõ
÷àñòîòàõ�.

4.23. Ïðè ðåíòãåíîâñêîì îáñëåäîâàíèè âåðîÿòíîñòü
îáíàðóæèòü çàáîëåâàíèå ó áîëüíîãî òóáåðêóëåçîì ñîñòàâ-
ëÿåò 1 − β, à âåðîÿòíîñòü ïðèçíàòü çäîðîâîãî ÷åëîâåêà
áîëüíûì ðàâíà α. Ïóñòü äîëÿ áîëüíûõ òóáåðêóëåçîì îò-
íîñèòåëüíî âñåãî íàñåëåíèÿ ñîñòàâëÿåò γ. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ÷åëîâåê çäîðîâ, åñëè îí áûë ïðèçíàí áîëü-
íûì ïðè îáñëåäîâàíèè.

4.24. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå ïðåäïðèÿòèÿ óäî-
âëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó, ðàâíà 0,96. Ïðåäëàãàåòñÿ óïðîùåí-
íàÿ ñõåìà êîíòðîëÿ, êîòîðàÿ êëàññèôèöèðóåò ñòàíäàðò-
íîå èçäåëèå êàê ñòàíäàðòíîå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98, à íåñòàí-
äàðòíîå êàê ñòàíäàðòíîå ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,05. Êàêîâà âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçäåëèå, âûäåðæàâøåå êîíòðîëü, óäî-
âëåòâîðÿåò ñòàíäàðòó?

4.25◦. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà ïÿ-
òåðêà, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñóììà î÷êîâ ðàâíà âîñüìè?

4.26. Äâà ñòðåëêà ñòðåëÿþò â öåëü. Îäèí èç íèõ ïî-
ïàäàåò â öåëü â ñðåäíåì â 5 ñëó÷àÿõ èç 10, à âòîðîé � â 8
ñëó÷àÿõ èç 10. Ïåðåä âûñòðåëîì îíè ïîäáðàñûâàþò ñèì-
ìåòðè÷íóþ ìîíåòó äëÿ îïðåäåëåíèÿ î÷åðåäíîñòè. Ïîñòî-
ðîííèé íàáëþäàòåëü çíàåò óñëîâèÿ ñòðåëüáû, íî íå çíàåò,
êòî â äàííûé ìîìåíò ñòðåëÿåò. Îí âèäèò, ÷òî ñòðåëîê ïî-
ïàë â öåëü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòðåëÿë ïåðâûé
ñòðåëîê?

4.27. Èìåþòñÿ òðè óðíû: â ïåðâîé íàõîäèòñÿ N1 áå-
ëûõ è M1 ÷åðíûõ øàðîâ, âî âòîðîé � N2 áåëûõ è M2
÷åðíûõ, â òðåòüåé � N3 áåëûõ è M3 ÷åðíûõ øàðîâ. Íà-
óäà÷ó âûáèðàþò îäíó èç óðí è èç íåå áåç âîçâðàùåíèÿ
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äâà øàðà. Îäèí èç íèõ îêàçàëñÿ áåëûì, äðóãîé � ÷åð-
íûì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàðû áûëè èçâëå÷åíû
à) èç ïåðâîé, á) èç âòîðîé, ñ) èç òðåòüåé óðíû.

4.28 (çàäà÷à î ðàçäåëå ñòàâêè). Çàäà÷à î ðàçäåëå
ñòàâêè èìååò äàâíèå êîðíè. Âïåðâûå åå îïóáëèêîâàë â Âå-
íåöèè â 1494 ã. èçâåñòíûé ìàòåìàòèê Ôðà Ëóêà Ïà÷îëè.
Èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à èìååò àðàáñêîå
ïðîèñõîæäåíèå. Íà åå ðåøåíèå áûëî ïîòðà÷åíî íåìàëî
óñèëèé çíàìåíèòûõ ìàòåìàòèêîâ. Ñàì Ïà÷îëè íå âèäåë
ñâÿçè ýòîé çàäà÷è ñ òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé. Íåïðàâèëüíîå
ðåøåíèå äàë Íèêêîëî Òàðòàëüÿ (1499�1557), õîòÿ îí áûë
äîñòàòî÷íî ãåíèàëüíûì, ÷òîáû â ìàòåìàòè÷åñêîé äóýëè
çà îäíó íî÷ü íàéòè ôîðìóëó êîðíåé êóáè÷åñêîãî óðàâíå-
íèÿ. Ïðàâèëüíîå ðåøåíèå íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïî-
ëó÷èëè Ïàñêàëü è Ôåðìà â 1654 ã. Ýòî îòêðûòèå âûãëÿäå-
ëî íàñòîëüêî âàæíûì, ÷òî ìíîãèå ñ÷èòàþò 1654 ã. ãîäîì
ðîæäåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Èòàê, çàäà÷à î ðàçäåëå ñòàâêè. Äâà èãðîêà èãðàþò
â ñïðàâåäëèâóþ èãðó (ó îáîèõ øàíñû âûèãðàòü îäèíà-
êîâû). (Íàïðèìåð, ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó,
åñëè ïðè ýòîì ìîíåòà ëåãëà ãåðáîì, ïàðòèþ âûèãðàë ïåð-
âûé èãðîê, åñëè ðåøåòêîé � âòîðîé.) Èãðîêè äîãîâîðè-
ëèñü, ÷òî òîò, êòî ïåðâûì âûèãðàåò 6 ïàðòèé, ïîëó÷à-
åò âåñü ïðèç. Íà ñàìîì äåëå èãðà îñòàíîâèëàñü äî òîãî,
êàê îäèí èç èãðîêîâ âûèãðàë ïðèç (ñêàæåì, ïåðâûé âûèã-
ðàë 5 ïàðòèé, à âòîðîé � 3). Êàê ñïðàâåäëèâî ðàçäåëèòü
ïðèç?

Õîòÿ íà ñàìîì äåëå ýòà çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ ïàðàäîê-
ñîì, áåçóñïåøíûå ïîïûòêè âûäàþùèõñÿ ó÷åíûõ ðåøèòü
åå (à òàêæå íåïðàâèëüíûå ðåøåíèÿ) ñîçäàëè ëåãåíäó î
ïàðàäîêñå.

4.29. Äâà èãðîêà èãðàþò â ñïðàâåäëèâóþ èãðó. Òîò,
êòî ïåðâûì âûèãðàåò 7 ïàðòèé, ïîëó÷àåò âåñü ïðèç. Èã-
ðà ïðåêðàòèëàñü, êîãäà ïåðâûé âûèãðàë 6 ïàðòèé, à âòî-
ðîé � 3. Êàê ñïðàâåäëèâî ðàçäåëèòü ïðèç?

4.30 (îáîáùåíèå çàäà÷è Ëüþèñà Êýððîëà). Â óð-
íå íàõîäèòñÿ îäèí øàð, î êîòîðîì èçâåñòíî, ÷òî îí ëèáî
áåëûé (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2), ëèáî ÷åðíûé. Â óðíó ïîëî-
æèëè n áåëûõ øàðîâ, à çàòåì ïîñëå òùàòåëüíîãî ïåðå-
ìåøèâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêëè n øàðîâ, êîòîðûå
îêàçàëèñü áåëûìè.
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Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëåäíèé øàð, èçâëå-
÷åííûé èç óðíû, îêàæåòñÿ áåëûì?

4.31. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 5 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øàðà,
ïîòåðÿëè îäèí øàð. Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñîñòàâ
óðíû, èç íåå èçâëåêëè 2 øàðà, êîòîðûå îêàçàëèñü áåëû-
ìè. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûë ïîòåðÿí áåëûé
øàð.

4.32. Ðàáîòàåòm ðàäèîëîêàöèîííûõ ñòàíöèé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ çà îäèí öèêë îñìîòðà îáíàðóæèâàåò îáúåêò ñ
âåðîÿòíîñòüþ p (íåçàâèñèìî îò äðóãèõ öèêëîâ è äðóãèõ
ñòàíöèé). Çà âðåìÿ T êàæäàÿ ñòàíöèÿ óñïåâàåò ñäåëàòü
n öèêëîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: A �
�çà âðåìÿ T îáúåêò áóäåò îáíàðóæåí ïî ìåíüøåé ìåðå îä-
íîé ñòàíöèåé�, B � �çà âðåìÿ T îáúåêò áóäåò îáíàðóæåí
êàæäîé ñòàíöèåé�.

4.33. Âû ó÷àñòâóåòå â èãðå, îïèñàííîé â çàäà÷å 3.40,
íî ïîñëå âûáîðà âàìè äâåðè âåäóùèé èç îñòàâøèõñÿ äâå-
ðåé îäíó âûáèðàåò íàóäà÷ó è îòêðûâàåò. Åñëè çà íåé îêà-
çàëñÿ àâòîìîáèëü, òî èãðà ïðåêðàùàåòñÿ (ïðè ýòîì âû
îñòàåòåñü áåç ïðèçà), åñëè àâòîìîáèëÿ íåò � èãðà ïðî-
äîëæàåòñÿ ïî ïðàâèëàì, îïèñàííûì â çàäà÷å 3.40. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà àâòîìîáèëÿ.

Ìû ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ çàäà÷ó: àâòîìîáèëü íà-
õîäèòñÿ çà îäíîé èç n äâåðåé. Ïîñëå âûáîðà âàìè äâåðè
âåäóùèé èç n − 1 îñòàâøèõñÿ äâåðåé íàóäà÷ó âûáèðàåò
n− 2 è îòêðûâàåò èõ. Åñëè çà íèìè àâòîìîáèëÿ íåò, âàì
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðàâî îòêðûòü îäíó èç äâóõ îñòàâøèõñÿ
äâåðåé.

Êàêîé âûáîð ñäåëàòü? Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî âû âû-
èãðàåòå àâòîìîáèëü?



Ãëàâà 5

Äèñêðåòíàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
è åå ðàñïðåäåëåíèå

5.1 Âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå. Èíòóèòèâíî, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �
ýòî âåëè÷èíà, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò òå èëè èíûå çíà÷åíèÿ
â çàâèñèìîñòè îò èñõîäà ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà
(÷èñëî êîñìè÷åñêèõ ÷àñòèö, äîñòèãøèõ ñ÷åò÷èêà, ÷èñëî
ìóòàöèé â êëåòêàõ ïðè ðàäèîàêòèâíîì îáëó÷åíèè, . . .).
Èñõîäû ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà îïèñûâàþòñÿ òî÷-
êàìè ω ìíîæåñòâà èñõîäîâ Ω âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà {Ω, P}, ïîýòîìó ôîðìàëüíî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ìû
îïðåäåëÿåì êàê ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) íà ìíîæåñòâå Ω.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé íà äèñêðåò-
íîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω, P} áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèþ ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ñî çíà÷åíèÿ-
ìè â Rn, çàäàííóþ íà ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-
òèé Ω.

Åñëè n > 1, òî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ = ξ(ω) =
= (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) íàçûâàþò ìíîãîìåðíîé èëè ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà÷åíèÿìè â Rn (ñëó÷àéíûì âåê-
òîðîì), â ÷àñòíîñòè, åñëè n = 2 � äâóìåðíîé, åñëè n = 1
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� îäíîìåðíîé (ñêàëÿðíîé) èëè ïðîñòî ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íîé.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå ïðèíèìàåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà-
÷åíèé. Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåò-
íîé.

Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îïèñûâàåòñÿ ñâîè-
ìè çíà÷åíèÿìè è âåðîÿòíîñòÿìè, ñ êîòîðûìè îíà ýòè çíà-
÷åíèÿ ïðèíèìàåò (êîðîòêî, ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì).

Òî÷êó x ∈ Rn áóäåì íàçûâàòü âîçìîæíûì çíà÷åíè-
åì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) � ñî çíà÷åíèÿìè â
Rn, çàäàííîé íà äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω, P}, åñëè
P{ξ = x} > 0; ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ξ áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç X(X ⊂ Rn).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ðàñïðåäåëåíèåì äèñêðåòíîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â Rn áóäåì íàçû-
âàòü ôóíêöèþ

Pξ : x→ Pξ(x), x ∈ X,

îïðåäåëåííóþ íà ìíîæåñòâå X ðàçëè÷íûõ âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, è ñòàâÿùóþ â ñîîòâåò-
ñòâèå êàæäîìó âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ x ∈ X âåðîÿòíîñòü
Pξ(x) = P{ξ = x}, ñ êîòîðîé ξ ïðèíèìàåò ýòî çíà÷åíèå.

Ðàñïðåäåëåíèå

Pξ(xi, yj , . . . , zk) = P{ξ1 = xi, ξ2 = yj , . . . , ξn = zk}

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñî çíà÷åíèÿìè
â Rn (n > 1) åùå íàçûâàþò ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ðàñïðåäåëåíèå

Pζ : (xi, yj)→ Pζ(xi, yj), (xi, yj) ∈ X ⊂ R2,

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) ñî çíà÷åíèÿìè â R2 óäîáíî
çàïèñûâàòü â âèäå òàáë. 5.1.1.
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Òàá ë èö à 5.1.1. Ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η)

Çíà÷å- Çíà÷åíèå η

íèå ξ y1 y2 · · · ym · · ·

x1 Pζ(x1, y1) Pζ(x1, y2) · · · Pζ(x1, ym) · · ·

x2 Pζ(x2, y1) Pζ(x2, y2) · · · Pζ(x2, ym) · · ·
...

...
...

...
...

...

xn Pζ(xn, y1) Pζ(xn, y2) · · · Pζ(xn, ym) · · ·
...

...
...

...
...

...

Ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξ = ξ(ω) ñî çíà÷åíèÿìè â R1 ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå
òàáëèöû, â âåðõíåé ñòðîêå êîòîðîé óêàçûâàþò ðàçëè÷íûå
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, à â íèæíåì �
âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè ýòè çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþòñÿ:

xi x1 x2 . . . xn . . .

Pξ(xi) Pξ(x1) Pξ(x2) . . . Pξ(xn) . . .

Ïðèì å ð 5.1.1. Ïóñòü ξ � ÷èñëî ãåðáîâ, âûïàâøèõ â
ðåçóëüòàòå ïîäáðàñûâàíèÿ äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ìîíåò.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ.

Ðåøåíè å. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � ôóíêöèÿ
ξ = ξ(ω) íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
{Ω, P}, ãäå Ω = {ÃÃ, ÃÐ, ÐÃ, ÐÐ}, à âåðîÿòíîñòü êàæ-
äîãî ýëåìåíòàðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1/4 (ìîíåòû ñèììåò-
ðè÷íû); ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, ïðè÷åì P{ξ = 0} =
= P{ω : ξ(ω) = 0} = P (ÐÐ) = 1/4, P{ξ = 1} =
= P (ÃÐ, ÐÃ) = P (ÃÐ) + P (ÐÃ) = 1/4 + 1/4 = 1/2,
P{ξ = 2} = P (ÃÃ) = 1/4. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëå-
íèåì ξ ÿâëÿåòñÿ

xi 0 1 2

Pξ(xi) 1/4 1/2 1/4
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Âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îò ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû. Ïî ðàñïðåäåëåíèþ Pζ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ζ âñåãäà ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ëþáîé ôóíê-
öèè g(ζ) îò ζ.

Ò å î ð åì à. Ïóñòü ζ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà-
÷åíèÿìè â Rn íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàí-
ñòâå {Ω, P}, Pζ : x→ Pζ(x) � åå ðàñïðåäåëåíèå è g = g(x)

� ôóíêöèÿ íà Rn ñî çíà÷åíèÿìè â Rl.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà B èç Rl

P{g(ζ) ∈ B} =
∑

x:g(x)∈B

Pζ(x). (5.1.1)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ζ = (ξ, η), g = g(x, y) è Pζ(xi, yj) �
ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η), òî

P{g(ζ) ∈ B} = P{g(ξ, η) ∈ B} =
∑

(xi,yj):g(xi,yj)∈B

Pζ(xi, yj).

(5.1.2)
Ïðèì å ð 5.1.2. Äâàæäû ïîäáðàñûâàþò ïàðó ñèììåò-

ðè÷íûõ ìîíåò, ξ � ÷èñëî ãåðáîâ ïðè ïîäáðàñûâàíèè ïàðû
ìîíåò ïåðâûé ðàç, η � âòîðîé.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû min{ξ, η}.
Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η).

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)) � ôóíê-
öèÿ íà äèñêðåòíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω, P}.
Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω îáðàçóþò ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè �äëèíîé ÷åòûðå� èç áóêâ Ã è Ð; íàïðèìåð,
ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ω = (ÃÐÃÃ) îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïåð-
âîì ïîäáðàñûâàíèè ïàðû ìîíåò íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë
ãåðá, íà âòîðîé � ðåøåòêà, à ïðè âòîðîì � íà îáîèõ ìîíå-
òàõ âûïàëè ãåðáû. Ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿò-
íû (ìîíåòû ñèììåòðè÷íû), âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç íèõ
ðàâíà 1/16.

Âû÷èñëèâ Pζ(i, j) äëÿ êàæäîé ïàðû (i, j), ïîëó÷èì
ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η):
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Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ 0 1 2

0 1/16 1/8 1/16

1 1/8 1/4 1/8

2 1/16 1/8 1/16

Íàïðèìåð,

Pζ(1, 1) = P{ζ = (1, 1)} = P{(ξ, η) = (1, 1)} =

= P{ω : (ξ(ω), η(ω)) = (1, 1)} =

= P{ÃÐÃÐ, ÃÐÐÃ, ÐÃÃÐ, ÐÃÐÃ} =

= P (ÃÐÃÐ) + P (ÃÐÐÃ) + P (ÐÃÃÐ) + P (ÐÃÐÃ) =

= 1/16 + 1/16 + 1/16 + 1/16 = 1/4.

Ïî ðàñïðåäåëåíèþ Pζ(i, j), i, j = 0, 1, 2, ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ζ = (ξ, η) âñåãäà ìîæíî íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ëþ-
áîé ôóíêöèè îò íåå (ñì. (5.1.2)), â ÷àñòíîñòè, ðàñïðåäå-
ëåíèå g(ζ) = g(ξ, η) = min{ξ, η}. Äëÿ B = {k}, k = 0, 1, 2,
èìååì:

P{min{ξ, η} = k} =
∑

(i,j):min(i,j)=k

Pζ(i, j).

Íàïðèìåð, åñëè k = 0 èìååì

P{min{ξ, η} = 0} =
∑

(i,j): min(i,j)=0

Pζ(i, j) =

= Pζ(0, 0) + Pζ(0, 1) + Pζ(0, 2) + Pζ(1, 0) + Pζ(2, 0) =

= 1/16 + 1/8 + 1/16 + 1/8 + 1/16 = 7/16.

Àíàëîãè÷íî

P{min{ξ, η} = 1} = 1/2, P{min{ξ, η} = 2} = 1/16.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
min{ξ, η} ÿâëÿåòñÿ



58 Ãëàâà 5. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ...

xi 0 1 2

Pg(ζ)(xi) 7/16 1/2 1/16

Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξ è η áóäåì íàçûâàòü íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé xi, yj ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η

Pξη(xi, yj) = Pξ(xi)Pη(yj). (5.1.3)

(Ðàñïðåäåëåíèå Pξη, äëÿ êîòîðîãî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
(5.1.3), íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ðàñïðåäåëåíèé Pξ è Pη.)
Äðóãèìè ñëîâàìè, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñè-
ìû, åñëè èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàâíî ïðîèçâåäå-
íèþ ðàñïðåäåëåíèé ξ è η.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn áóäåì íàçûâàòü
íåçàâèñèìûìè, åñëè èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ðàâíî
ïðîèçâåäåíèþ ðàñïðåäåëåíèé ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ôóíêöèè îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿ-
þòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

Ïðèì å ÷ à í è å. Èíòóèòèâíî, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
íåçàâèñèìû, åñëè èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèè, ïðèíÿòîì îä-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, íå ìåíÿåò ïðîãíîç ïîÿâëåíèÿ
çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ äðóãîé.

Ïðèì å ð 5.1.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå

P{ξl = k} =
λk

k!
e−λ, λ > 0, k = 0, 1, . . . (l = 1, 2, . . . , n).

Âûïèñàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ðåøåíè å. Ïî ðàñïðåäåëåíèÿì Pξ1 , Pξ2 , . . . , Pξn íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2 . . . , ξn èõ ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå

Pξ(k1, k2, . . . , kn) = P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξn = kn}
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ïîëó÷àåì êàê ïðîèçâåäåíèå ðàñïðåäåëåíèé ýòèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí:

Pξ(k1, k2, . . . , kn) =
n∏
i=1

Pξi(ki) =

=
n∏
i=1

λki

ki!
e−λ =

λ

n∑
i=1

ki

k1!k2! . . . kn!
e−nλ;

k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ; . . . ; kn = 0, 1, . . .

5.2 Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1

Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè. Áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå, ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé (ýêñïåðèìåíòîâ) ñ äâó-
ìÿ èñõîäàìè (�óñïåõ�, �íåóäà÷à�) è âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà,
íå ìåíÿþùåéñÿ îò èñïûòàíèÿ ê èñïûòàíèþ, íàçûâàåòñÿ
èñïûòàíèÿìè Áåðíóëëè.

Ïðîñòðàíñòâî Ω èñõîäîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè îá-
ðàçóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω = (1, 0, 1, . . . , 1) äëèíîé n,
ñîñòàâëåííûå èç 1 è 0 (1 èíòåðïðåòèðóåì êàê óñïåõ,
0 � êàê íåóäà÷ó). Âåðîÿòíîñòü èñõîäà ω îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

P (ω) = pµ(ω)(1− p)n−µ(ω) (0 < p < 1),

ãäå µ(ω) � ÷èñëî åäèíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ω, p �
âåðîÿòíîñòü óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè. Ïàðà {Ω, P} ÿâ-
ëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì n èñïûòàíèé Áåð-
íóëëè.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò áèíî-
ìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; p), åñëè

Pξ(k) = Cknp
k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n. (5.2.1)

Äàëåå Cknp
k(1−p)n−k áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Bn;p(k) (äëÿ

k ≥ n+ 1 áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Bn;p(k) = 0).
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×èñëî ξ óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè ñ âåðîÿò-
íîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè èìååò áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; p) (ñì. (5.2.1)).

Îï ð å ä å ë å í è å. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïóàñ-
ñîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå (ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà) ñ ïà-
ðàìåòðîì λ (λ > 0), åñëè

Pξ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . (5.2.2)

Âî ìíîãî÷èñëåííûõ çàäà÷àõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü
âû÷èñëÿòü Bn;p(k), êîãäà n è k áîëüøèå (ñîòíè è òûñÿ÷è).
Ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ïîëüçóþòñÿ òåîðåìàìè Ïóàññîíà
(êîãäà n áîëüøîå, à p ìàëîå) è Ìóàâðà�Ëàïëàñà.

Ò å î ð åì à Ïó à ñ ñ î í à. Åñëè np → λ (λ > 0) ïðè
n→∞, òî äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî k, k = 0, 1, 2, . . .

lim
n→∞

Bn;p(k) =
λk

k!
e−λ. (5.2.3)

Èç òåîðåìû Ïóàññîíà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ áîëüøèõ n è
ìàëûõ p ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ õîðîøåé
àïïðîêñèìàöèåé áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â óñëîâèÿõ òåîðåìû Ïóàññîíà èìååò ìåñòî íåðàâåí-
ñòâî

∞∑
k=0

∣∣∣∣Bn;p(k)− λk

k!
e−λ
∣∣∣∣ ≤ 2λmin{2, λ}

n
(5.2.4)

(Þ. Â. Ïðîõîðîâ).
Ò å î ð åì à Ìóà â ð à�Ëàïë à ñ à. Åñëè npq →∞ ïðè

n→∞, òî äëÿ m, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ∣∣∣∣m− np√
npq

∣∣∣∣ ≤ C
(C � ïðîèçâîëüíàÿ, íî ôèêñèðîâàííàÿ êîíñòàíòà),

lim
n→∞

Bn;p(m)
/ 1√

2πnpq
exp

{
−1

2

(
m− np
√
npq

)2
}

= 1.

(5.2.5)
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Èí ò å ã ð à ë ü í à ÿ ï ð å ä å ë ü í à ÿ ò å î ð åì à Ìóà â -
ð à�Ëàïë à ñ à. Ïóñòü m � ÷èñëî óñïåõîâ â n èñïûòà-
íèÿõ Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïû-
òàíèè. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1 < x2

lim
n→∞

P

{
x1 <

m− np
√
npq

< x2

}
=

1√
2π

x2∫
x1

exp

{
− t

2

2

}
dt.

(5.2.6)
Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà ξ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì p (p > 0), åñëè

Pξ(k) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . . (5.2.7)

×èñëî èñïûòàíèé äî ïåðâîãî óñïåõà â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â
êàæäîì èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì p (p > 0).

Îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r; p), åñëè

Pξ(k) = Cr−1
k+r−1p

r(1− p)k, k = 0, 1, . . . (5.2.8)

×èñëî íåóäà÷ äî r-ãî óñïåõà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçà-
âèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p â êàæäîì
èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðàìè (r; p).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè r = 1, îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì.

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ èìååò ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè (N,M,n), åñëè

Pξ(m) = PN,M,n(m) =
CmMC

n−m
N−M

CnN
, (5.2.9)

m = 0, 1, 2, . . . ,min{n,M}; n ≤ N −M.
Ïóñòü â óðíå íàõîäèòñÿ N øàðîâ, èç íèõ M � áåëûå,

îñòàëüíûå (N−M) � ÷åðíûå. ×èñëî áåëûõ øàðîâ ñðåäè n
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(n ≤ N −M) íàóäà÷ó âûáðàííûõ èç óðíû, èìååò ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (N,M,n).

Åñëè N,M →∞ òàê, ÷òî M/N → p (0 < p < 1), òî

PN,M,n(m)→ Cmn p
m(1− p)n−m, m = 1, 2, . . . , n.

Ïðèì å ð 5.2.1. Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü p ðîæ-
äåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà 0, 515. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî ìàëü÷èêîâ ñðåäè n = 10 000 íîâîðîæäåííûõ áóäåò
ìåíüøå, ÷åì äåâî÷åê?

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ
ñðåäè n = 10 000 íîâîðîæäåííûõ, òîãäà äåâî÷åê áóäåò
10 000− ξ. Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

P{ξ < 10 000− ξ} = P{ξ < 5000}.

Êîëè÷åñòâî ξ ìàëü÷èêîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
n∑
i=1

µi,

ãäå µi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè i-é íîâîðîæäåííûé ÿâ-
ëÿåòñÿ ìàëü÷èêîì è 0 � åñëè äåâî÷êîé. Ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû µi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìû, êàæäàÿ ñ ðàñïðå-
äåëåíèåì

P{µi = 1} = p, P{µi = 0} = 1− p = q.

Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé Ìóàâðà�
Ëàïëàñà. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå n áîëüøîå
(n = 10 000), òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

P

{
x1 <

ξ − np
√
npq

< x2

}
=

1√
2π

x2∫
x1

exp

{
− t

2

2

}
dt.

È ñëåäîâàòåëüíî,

P{ξ < 5000} =

= P

{
ξ − 5150√

10000 · 0, 515 · 0, 485
<

−150√
10000 · 0, 515 · 0, 485

}
=
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= P

{
ξ − 5150

49, 98
< −3, 0

}
=

1√
2π

−3,0∫
−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt = 0, 001

(çíà÷åíèå èíòåãðàëà íàéäåíî ïî òàáëèöå íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ñì. òàáë. 22.1.1).

Ïðèì å ð 5.2.2. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå öåëî÷èñ-
ëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè

P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, . . . ; P{η = l} = ql, l = 0, 1, . . .

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.
Ðåøåíè å. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçà-

âèñèìû, òî èõ ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

P{(ξ, η) = (k, l)} = pkql, k = 0, 1, . . . ; l = 0, 1, . . .

Äàëåå, ñîãëàñíî (5.1.2) èìååì

P{ζ = m} = P{ξ + η = m} =

=
∑

(k,l):k+l=m

pkql =

m∑
k=0

pkqm−k, m = 0, 1, . . .

Ðàñïðåäåëåíèå

fm =

m∑
k=0

pkqm−k = p0qm+p1qm−1 + . . .+pmq0, m = 0, 1, . . .

íàçûâàþò ñâåðòêîé ðàñïðåäåëåíèé {pk} è {ql}.
Òàê ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñóììû íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñ-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ñâåðòêå ðàñïðåäåëåíèé
ñëàãàåìûõ.
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5.3 Çàäà÷è

ÀÇ: 5.3◦, 5.8(1â), 5.8(2¹), 5.8(3á), 5.13, 5.29, 5.30.
ÑÇ: 5.1◦, 5.4◦, 5.8(1á), 5.8(2ç), 5.14, 5.18, 5.29, 5.31.

5.1◦. Ïóñòü ξ � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè ïîäáðà-
ñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè. Íàéòè ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = sin π3 ξ.

5.2◦. Ïóñòü ξ � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè ïîäáðà-
ñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè, èçãîòîâëåííîé òàê, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãðàíè ïðîïîðöèîíàëüíà ÷èñëó î÷êîâ
íà íåé. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η =

= sign
(

cos π3 ξ
)
.

5.3◦. Èç óðíû, ñîäåðæàùåé 3 áåëûõ è 2 ÷åðíûõ øà-
ðà, ïåðåëîæèëè äâà øàðà â óðíó, â êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ
1 áåëûé è 2 ÷åðíûõ øàðà. Çàòåì èç âòîðîé óðíû èçâëå-
êàþò 2 øàðà. Ïóñòü ξ � ÷èñëî áåëûõ øàðîâ ñðåäè íèõ.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ξ.

5.4◦. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p :

P{ξl = k} = Pξl(k) = (1− p)kp, k = 0, 1, 2, . . . ;

l = 1, 2, . . . , n.
Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, . . . , ξn.
5.5◦. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âå-

ëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (m, p) :

P{ξl = k} = Ckmp
k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m;

l = 1, 2, . . . , n.
Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ1, ξ2, . . . , ξn.
5.6∗. Ïóñòü ξj = ξj(ω), j = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå

ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, äëÿ êîòîðûõ

P{ξj > 0} = p, P{ξj < 0} = q, P{ξj = 0} = f, p+q+f = 1,
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j = 1, 2, . . . , n; s � êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñðåäè
ξj , j = 1, 2, . . . , n, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, à µ � ÷èñëî ïîëî-
æèòåëüíûõ ñðåäè ξj , j = 1, 2, . . . , n.

Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
µ è s.

5.7. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñû-
âàíèè ïàðû ñèììåòðè÷íûõ èãðàëüíûõ êîñòåé. Ïîñòðîèòü
âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω, P} ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêî-
ãî ýêñïåðèìåíòà. Ïóñòü ζ = (ξ, η) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
íà {Ω, P} ñî çíà÷åíèÿìè â R2, ãäå ξ � ÷èñëî î÷êîâ íà ïåð-
âîé èãðàëüíîé êîñòè, η � íà âòîðîé. Íàéòè ñîâìåñòíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η (ðàñïðåäåëåíèå
âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η)). Äîêàçàòü, ÷òî
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η � íåçàâèñèìû.

5.8.Ïîäáðàñûâàþò ïàðó ñèììåòðè÷íûõ èãðàëüíûõ êî-
ñòåé è ðàññìàòðèâàþò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ζ = (ξ, η), ãäå
ξ � ÷èñëî î÷êîâ íà ïåðâîé èãðàëüíîé êîñòè, η � íà âòî-
ðîé.

1. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ:
à) max{ξ, η};
á) min{ξ, η};
â) ξ + η.
2. Âû÷èñëèòü:
à) P{ξ ≤ 2,max{ξ, η} ≥ 4};
á) P{max{ξ, η} ≥ 4};
â) P{|η − ξ| ≥ 3};
ã) P{4 ≤ ξ + η ≤ 6};
ä) P{ξ ≤ 1,max{ξ, η} ≥ 3};
å) P{max{ξ, η} ≤ 4};
¼) P{min{ξ, η} ≤ 1,max{ξ, η} ≥ 5};
æ) P{max{ξ, η} ≥ 3};
ç) P{ξ ≥ 2,max{ξ, η} ≥ 3}.
3. Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí:
à) ξ è ξ+η; ÿâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è ξ+η

íåçàâèñèìûìè?
á) ξ è max{ξ, η}; ÿâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ

è max{ξ, η} íåçàâèñèìûìè?
â) ξ è min{ξ, η}; ÿâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ

è min{ξ, η} íåçàâèñèìûìè?
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5.9. Ïîäáðàñûâàþò ïàðó ñèììåòðè÷íûõ ìîíåò è ñèì-
ìåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü.

Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî {Ω, P}) ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà.

Ïóñòü ζ = (ξ, η) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà {Ω, P} ñî
çíà÷åíèÿìè â R2, ãäå ξ � ÷èñëî ãåðáîâ, âûïàâøèõ íà ïàðå
ìîíåò, η � ÷èñëî î÷êîâ íà ãðàíè èãðàëüíîé êîñòè.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïåðå÷èñ-
ëåííûõ â çàäà÷å 5.8, âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè, îòâåòèòü íà
âîïðîñû.

5.10. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ è η çàäàíî òàáëèöåé 5.3.2.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïåðå÷èñ-
ëåííûõ â çàäà÷å 5.8, âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè, îòâåòèòü íà
âîïðîñû.

Òàá ë èö à 5.3.2. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è η

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ 1 2 3 4 5 6 7 8

1 1/16 1/32 0 1/32 1/32 1/32 1/32 1/32

2 1/32 1/16 1/32 0 1/32 1/32 1/32 1/32

3 1/32 1/32 1/16 1/32 0 1/32 1/32 1/32

4 1/32 1/32 1/32 1/16 1/32 0 1/32 1/32

5.11. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè

P{ξ = xk} = ak, P{η = xk} = bk, k = 1, 2, . . . , n.

Âû÷èñëèòü P{ξ = η}.
5.12. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè

P{ξ = i} = 1/(n+ 1), P{η = i} = 1/(n+ 1), i = 0, 1, . . . , n.
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Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.
5.13. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî ñ
ïàðàìåòðàìè λ è µ.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.
5.14. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñîîòâåòñòâåííî ñ
ïàðàìåòðàìè λ è µ.

Äîêàçàòü, ÷òî óñëîâíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ïðè óñëîâèè ξ+η = n ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n, λ/(λ+ µ)), ò. å.

P{ξ = k/ξ + η = n} = Ckn

(
λ

λ+ µ

)k (
1− λ

λ+ µ

)n−k
,

k = 0, 1, . . . , n.

5.15. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ãåîìåòðè÷åñêè ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñ ïàðàìåòðîì p ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû:

P{ξ = k} = p(1− p)k, P{η = k} = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .

Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ è max{ξ, η}; ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
max{ξ, η}.

5.16. Ïîäáðàñûâàþò äâå èãðàëüíûå êîñòè. Ïóñòü ξ �
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ íóëþ, åñëè íà ïåðâîé êîñòè
âûïàäåò ÷èñëî î÷êîâ ìåíüøåå ÷åì 3, è åäèíèöå � â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå; η � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ ÷èñëó
î÷êîâ íà âòîðîé èãðàëüíîé êîñòè.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.
5.17. Ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íûå ìîíåòû: îäíà äî-

ñòîèíñòâîì 25 êîï. è äâå äîñòîèíñòâîì 50 êîï.; ξ1 � ÷èñëî
ãåðáîâ, âûïàâøèõ íà ìîíåòå äîñòîèíñòâîì 25 êîï., à ξ2 �
íà äâóõ ìîíåòàõ äîñòîèíñòâîì 50 êîï. Íàéòè ðàñïðåäåëå-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = (ξ1, ξ2).

5.18∗.Äîêàçàòü, ÷òî åñëè êàæäàÿ èç íåçàâèñèìûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1 è ξ2 èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå, òî è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = min{ξ1, ξ2} èìååò ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Íàéòè ïàðàìåòð ýòîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, åñëè ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ1 è ξ2 ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî p1 è p2.
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5.19◦. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâà-
þò 5 ðàç. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: 1) äâàæäû ïî-
ÿâèòñÿ ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå òðåì; 2) áîëüøå äâóõ ðàç
ïîÿâèòñÿ ÷èñëî î÷êîâ, êðàòíîå òðåì.

5.20◦. Ïàðó ñèììåòðè÷íûõ èãðàëüíûõ êîñòåé ïîäáðà-
ñûâàþò 6 ðàç. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà îáîèõ
êîñòÿõ òðèæäû âûïàäåò îäèíàêîâîå ÷èñëî î÷êîâ.

5.21◦. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâà-
þò 6 ðàç. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðèæäû âû-
ïàäåò ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ.

5.22. Ïðè òåõíè÷åñêîì êîíòðîëå èçäåëèé, êàæäîå èç
íèõ, íåçàâèñèìî îò îñòàëüíûõ, ìîæåò ñ âåðîÿòíîñòüþ p
îêàçàòüñÿ äåôåêòíûì.

1. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 10 ïðîâåðåííûõ
èçäåëèé òîëüêî îäíî îêàæåòñÿ äåôåêòíûì?

2. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâûì äåôåêòíûì
èçäåëèåì îêàæåòñÿ k-å ïðîâåðåííîå èçäåëèé.

3. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñëåäóþùèå 10 èçäå-
ëèé îêàæóòñÿ ñòàíäàðòíûìè, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðåäûäó-
ùèå l èçäåëèé áûëè ñòàíäàðòíûìè. Çàâèñèò ëè ýòà âåðî-
ÿòíîñòü îò l?

5.23◦. Òðèæäû ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü ïî-
ÿâëåíèÿ ãåðáà êîòîðîé ñîñòàâëÿåò 1/3; ξ � ÷èñëî âûïàâ-
øèõ ãåðáîâ. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

5.24. Íàéòè âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ õîòÿ áû:
à) îäíîé øåñòåðêè ïðè ïîäáðàñûâàíèè 6 èãðàëüíûõ

êîñòåé;
á) äâóõ øåñòåðîê ïðè ïîäáðàñûâàíèè 12 èãðàëüíûõ

êîñòåé;
â) òðåõ øåñòåðîê ïðè ïîäáðàñûâàíèè 18 èãðàëüíûõ

êîñòåé.
5.25◦. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà âû-
ïàâøèõ ãåðáîâ.

5.26◦. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâà-
þò 10 ðàç. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
� ÷èñëà âûïàâøèõ òðîåê.

5.27◦. Ïàðó ñèììåòðè÷íûõ ìîíåò ïîäáðàñûâàþò òðè-
æäû, ξ � ÷èñëî òåõ ïîäáðàñûâàíèé, ïðè êîòîðûõ íà îáå-
èõ ìîíåòàõ âûïàë ãåðá. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ.
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5.28. ×òî âåðîÿòíåå, âûèãðàòü ó èãðîêà, ðàâíîãî ïî
ñèëå (èãðà âåäåòñÿ áåç íè÷üèõ):

1) 4 ïàðòèè èç 8 èëè 3 èç 5?
2) 3 ïàðòèè èç 6 èëè 2 èç 4?
3) 3 ïàðòèè èç 4 èëè 5 èç 8?
4) íå ìåíåå ÷åì 3 ïàðòèè èç 4 èëè íå ìåíåå ÷åì 5 èç 8?
5) íå áîëåå ÷åì n ïàðòèé èç 2n èëè áîëåå ÷åì n ïàðòèé

èç 2n?
6) íå áîëåå ÷åì n ïàðòèé èç 2n + 1 èëè áîëåå ÷åì n

ïàðòèé èç 2n?
5.29. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñóììû η = ξ1+ξ2+. . .+ ξr

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìå-
åò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p.

5.30. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñïðàâî÷íîå áþðî â òå-
÷åíèå ÷àñà îáðàòèòñÿ k ÷åëîâåê, ðàâíà

λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . ,

(λ > 0). Äëÿ êàæäîãî èç íèõ âåðîÿòíîñòü îòêàçà ðàâíà p.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèå ÷àñà s ÷åëîâåê íå
ïîëó÷àò îòâåò íà ñâîé âîïðîñ.

5.31. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòîðîå íàñåêîìîå ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ λk

k!
e−λ îòêëàäûâàåò k (k = 0, 1, . . .) ÿèö. Âåðî-

ÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ íàñåêîìîãî èç ÿéöà ðàâíà p. Ïðåäïî-
ëàãàÿ âçàèìíóþ íåçàâèñèìîñòü ïîÿâëåíèÿ íàñåêîìûõ èç
ÿèö, íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîòîìñòâî íàñåêîìîãî
áóäåò ñîñòàâëÿòü i îñîáåé.

5.32. Â ýêñïåðèìåíòàõ íà âñòðå÷íûõ ýëåêòðîííî-ïî-
çèòðîííûõ ïó÷êàõ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà åäèíèöó âðå-
ìåíè ïðîèçîéäåò j ñòîëêíîâåíèé, ñîïðîâîæäàþùèõñÿ ðîæ-
äåíèåì íîâûõ ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, ñîñòàâëÿåò

pj =
λj

j!
e−λ, j = 0, 1, . . . ,

λ � ïîëîæèòåëüíûé ïàðàìåòð. Ïðè êàæäîì ñòîëêíîâå-
íèè â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ ìîãóò îáðàçîâàòüñÿ ðàç-
ëè÷íûå ãðóïïû ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö, âåðîÿòíîñòü ïîÿâ-
ëåíèÿ êàæäîé ãðóïïû ïîñòîÿííàÿ è íå çàâèñèò îò ðåçóëü-
òàòîâ âçàèìîäåéñòâèé ïðè äðóãèõ ñòîëêíîâåíèÿõ. Â êà-
÷åñòâå îäíîé èç òàêèõ ãðóïï ðàññìîòðèì ïàðó µ-ìåçîíîâ
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è îáîçíà÷èì ÷åðåç p âåðîÿòíîñòü èõ ïîÿâëåíèÿ ïðè îäíîì
ñòîëêíîâåíèè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
� êîëè÷åñòâà ïàð ðîæäåííûõ µ-ìåçîíîâ.

5.33. Àâòîìàòè÷åñêóþ òåëåôîííóþ ñòàíöèþ A íà 500
àáîíåíòîâ íåîáõîäèìî ñîåäèíèòü ñ òåëåôîííîé ñòàíöè-
åé B. Èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî òðåáîâàíèé ñâÿçè àáîíåí-
òîâ òåëåôîííîé ñòàíöèè èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà.

Åñëè ïàðàìåòð ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ: à) λ =
= 5; á) λ = 8; â) λ = 10, òî êàêèì äîëæíî áûòü ìèíèìàëü-
íîå ÷èñëî ëèíèé ñâÿçè ñòàíöèè A ñî ñòàíöèåé B, ÷òîáû
âåðîÿòíîñòü îòêàçà íå ïðåâûøàëà 0, 01 (0, 02; 0, 05)?

5.34. Òåàòð, âìåùàþùèé 1000 ÷åëîâåê, èìååò äâà ðàç-
íûõ âõîäà. Âîçëå êàæäîãî èç íèõ èìååòñÿ ãàðäåðîá. Êî-
ëè÷åñòâî ìåñò â ãàðäåðîáàõ îäèíàêîâîå.

Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ìåñò äîëæíî áûòü â
ãàðäåðîáàõ, ÷òîáû â ñðåäíåì â 9 ñëó÷àÿõ èç 10 âñå çðè-
òåëè ìîãëè ðàçäåòüñÿ â ãàðäåðîáå òîãî âõîäà, ÷åðåç êî-
òîðûé îíè âîøëè? Ðàññìîòðèòå äâà ñëó÷àÿ: à) çðèòåëè
ïðèõîäÿò ïàðàìè; á) çðèòåëè ïðèõîäÿò ïî îäíîìó. Ïðåä-
ïîëîæèòå, ÷òî âõîäû çðèòåëè âûáèðàþò ñ îäèíàêîâûìè
âåðîÿòíîñòÿìè.

5.35. Ïóñòü ξ � äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ
ðàñïðåäåëåíèåì

xi x1 x2 . . . xn

Pξ(xi) p1 p2 . . . pn

Äëÿ êàæäîãî x ∈ (−∞,∞) âû÷èñëèòü P{ξ < x}. Ïî-
ñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè F (x) = P{ξ < x}, x ∈ (−∞,∞).
Êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò F (x)? Èññëåäîâàòü ôóíêöèþ
F (x) íà ìîíîòîííîñòü è íåïðåðûâíîñòü.

5.36∗. Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
äëÿ êàæäîãî n, n = 1, 2, . . . , âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

P{ξ = n+m/ξ ≥ n} = P{ξ = m}, m = 0, 1, . . .

(ñâîéñòâî îòñóòñòâèÿ ïîñëåäåéñòâèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ).
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5.37. Äâà èãðîêà ïîäáðàñûâàþò ïî î÷åðåäè ìîíåòó.
Âûèãðûâàåò òîò, ó êîãî âïåðâûå âûïàäåò ãåðá. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü pk òîãî, ÷òî èãðà çàêîí÷èòñÿ íà k-ì ïîäáðà-
ñûâàíèè. Âî ñêîëüêî ðàç áîëüøå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà
äëÿ èãðîêà, êîòîðûé íà÷èíàåò ïåðâûì?

5.38.Äâîå îäèíàêîâî ìåòêèõ ñòðåëêîâ ïî î÷åðåäè ñòðå-
ëÿþò â ìèøåíü. Êàæäûé äîëæåí ñäåëàòü íå áîëåå äâóõ
âûñòðåëîâ. Òîò, êòî ïåðâûì ïîïàäåò â ìèøåíü, ïîëó÷àåò
ïðèç.

1. Åñëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ p = 1/5, òî ÷òî âåðî-
ÿòíåå: ïîëó÷àò ñòðåëêè ïðèç èëè íåò?

2. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü ïðèç
ïåðâûì ñòðåëêîì ê âåðîÿòíîñòè ïîëó÷èòü ïðèç âòîðûì,
åñëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñîñòàâëÿåò p = 1/3 è êîëè-
÷åñòâî âûñòðåëîâ íå îãðàíè÷åíî?

5.39.Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ñâîéñòâà óñòîé-
÷èâîñòè ÷àñòîòû â ðàçíîå âðåìÿ áûëè ïðîâåäåíû ñëåäó-
þùèå îïûòû.

1◦ Ìîíåòó ïîäáðîñèëè 4040 ðàç, ïðè ýòîì ãåðá âûïàë
2043 ðàç (Áþôôîí).

2◦ Ìîíåòó ïîäáðîñèëè 12 000 ðàç, ïðè ýòîì ÷àñòîòà
âûïàäåíèÿ ãåðáà ñîñòàâèëà 0,5016; â äðóãîì ýêñïåðèìåíòå
ïðè ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû 24 000 ðàç ÷àñòîòà âûïàäåíèÿ
ãåðáà ñîñòàâèëà 0,5005 (Ê. Ïèðñîí).

Äëÿ êàæäîãî èç ýêñïåðèìåíòîâ:
à) íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ñëó÷àå ïîâòîðåíèÿ

ýêñïåðèìåíòà îòêëîíåíèå ÷àñòîòû îò 1/2 ïî àáñîëþòíîé
âåëè÷èíå íå ïðåâûøàåò îòêëîíåíèå ÷àñòîòû îò 1/2 â ýêñ-
ïåðèìåíòàõ, ïðîâåäåííûõ Áþôôîíîì è Ïèðñîíîì;

á) ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êîòî-
ðîãî ñîñòàâëÿåò 0,9999, ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíîå, íàéòè
òàêîå ìèíèìàëüíîå ε, ÷òî ñîáûòèå �÷àñòîòà ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå îòêëîíÿåòñÿ îò 1/2 ìåíüøå ÷åì íà ε� ÿâëÿ-
åòñÿ ïðàêòè÷åñêè äîñòîâåðíûì ñîáûòèåì.

5.40. Ãðàíè ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè çàíóìå-
ðîâàíû äâóìÿ åäèíèöàìè, äâóìÿ äâîéêàìè è äâóìÿ òðîé-
êàìè.

Â êâàäðàòíîì óðàâíåíèè

ξx2 + ηx+ ζ = 0

ξ, η, ζ îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåçóëüòàòû òðåõ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ íåçàâèñèìûõ ïîäáðàñûâàíèé êîñòè. Íàéòè âåðîÿò-
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íîñòü òîãî, ÷òî óðàâíåíèå: 1) èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîð-
íè; 2) èìååò ðàöèîíàëüíûå êîðíè; 3) íå èìååò äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíåé.

5.41. Ïî ðàñïðåäåëåíèþ

Pζ : (xk, yl)→ Pζ(xk, yl)

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) ñî çíà÷åíèÿìè â R2 íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå ξ.

5.42. Ïðèâåñòè ïðèìåð äèñêðåòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî
ïðîñòðàíñòâà {Ω, P} è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = ξ(ω),
η = η(ω) íà íåì, òàêèõ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ è Pη ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ñîâïàäàþò, íî ξ 6= η â êàæäîé òî÷êå
ω ∈ Ω.

5.43. Ïóñòü ξ � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ñ ïàðàìåòðîì λ. Äëÿ êàæäîãî x âû÷èñëèòü P{ξ < x}.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè

F (x) = P{ξ < x}.

5.44. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç.
Êàê èçâåñòíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ãåðá âûïàäåò 4 ðàçà,
ðàâíà

B10;1/2(4) = C4
10(1/2)10.

À ÷åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëü-
íîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû äëÿ ïîÿâëåíèÿ 4-õ ãåðáîâ íåîá-
õîäèìî ñäåëàòü 10 ïîäáðàñûâàíèé?



Ãëàâà 6

Ìàòåìàòè÷åcêîå
îæèäàíèå äèñêðåòíîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

6.1 Îïðåäåëåíèÿ,
ñâîéñòâà, âû÷èñëåíèÿ

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà îïèñûâàåòñÿ ñâîèì ðàñïðåäåëå-
íèåì

Pξ : xi → Pξ(xi) = P{ξ = xi},
çàäàþùèì çíà÷åíèÿ, ïðèíèìàåìûå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,
è âåðîÿòíîñòè, ñ êîòîðûìè ýòè çíà÷åíèÿ ïðèíèìàþòñÿ.
Èíôîðìàöèþ î ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ìû
ïîëó÷àåì èç ýêñïåðèìåíòà (íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû). Íî çà÷àñòóþ ïîëó÷èòü ðàñïðåäåëå-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåïîñðåäñòâåííî èç ýêñïåðèìåí-
òà íå óäàåòñÿ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îïèñû-
âàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû õàðàêòåðèñòè-
êàìè, êîòîðûå, âîçìîæíî, è íå âñåãäà ïîëíîñòüþ îïèñû-
âàþò ðàñïðåäåëåíèå, íî äàþò äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðåä-
ñòàâëåíèå î íåì è êîòîðûå ìîæíî îöåíèòü ïî ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûì äàííûì. Òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â ÷àñò-
íîñòè, ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. (Íåêîòîðûå ðàñïðåäåëåíèÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé îïèñûâàþòñÿ ïîë-
íîñòüþ.)
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Îïð å ä å ë å í è å. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Mξ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = ξ(ω), çàäàííîé íà äèñêðåòíîì
âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω, P}, áóäåì íàçûâàòü ñóì-
ìó ðÿäà

Mξ =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P (ω),

åñëè îí àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.
Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíñòàíòû ðàâíî ýòîé

æå êîíñòàíòå:

Mc = c (c− êîíñòàíòà).

2.Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ýòèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí:

M(ξ + η) = Mξ +Mη.

3. Êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç ïîä çíàêà ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ:

Maξ = aMξ.

4. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îæèäàíèé:

Mξη = MξMη.

Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷à-
éíîé âåëè÷èíû ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ. Ïî ðàñïðåäå-
ëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âñåãäà ìîæíî âû÷èñëèòü ìà-
òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè îò íåå (åñëè òîëüêî îíî
ñóùåñòâóåò).

Ò å î ð åì à 6.1.1. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ñî çíà÷åíèÿìè â R1; Pξ : xi → Pξ(xi) � åå ðàñïðåäåëå-
íèå; g � ôóíêöèÿ íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1.

Åñëè ðÿä
∑
xi

g(xi)Pξ(xi) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî

Mg(ξ) =
∑
xi

g(xi)Pξ(xi), (6.1.1)
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â ÷àñòíîñòè, åñëè ðÿä
∑
xi

xiPξ(xi) ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî,

òî
Mξ =

∑
xi

xiPξ(xi). (6.1.2)

Òåîðåìà î âû÷èñëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ
èìååò ìåñòî è äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî çíà÷åíèÿìè
â Rn.

Åñëè ðÿä∑
x1,x2,...,xn

g(x1, x2, . . . , xn)Pξ(x1, x2, . . . , xn)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî, òî

Mg(ξ1, ξ2, . . . , ξn) =

=
∑

x1,x2,...,xn

g(x1, x2, . . . , xn)Pξ(x1, x2, . . . , xn), (6.1.3)

ãäå Pξ : (x1, x2, . . . , xn)→ Pξ(x1, x2, . . . , xn) � ðàñïðåäåëå-
íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Ïðèì å ÷ à í è å. ×àñòî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñðåä-
íåå) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿþò ðàâåíñòâîì (6.1.2).

Íà ðàâåíñòâî (6.1.2) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îïðåäå-
ëåíèå ñðåäíåãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïðèì å ð 6.1.1. Ïóñòü ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ
ïðè ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Êîñòü èçãîòîâëåíà
òàê, ÷òî ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåò-
ñÿ

xi 1 2 3 4 5 6

Pξ(xi) 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/2

Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ξ.
Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî (6.1.2)

Mξ = 1 · 1

10
+ 2 · 1

10
+ . . .+ 5 · 1

10
+ 6 · 1

2
= 4,5.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè èãðàëüíàÿ êîñòü ñèììåòðè÷íà, ò. å.
ðàñïðåäåëåíèåì ξ ÿâëÿåòñÿ

xi 1 2 3 4 5 6

Pξ(xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

òî

Mξ = 1 · 1

6
+ 2 · 1

6
+ . . .+ 5 · 1

6
+ 6 · 1

6
= 3,5.

Ïðèì å ð 6.1.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðå-
äåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Âû÷èñëèòü

M
1

ξ + 1
.

Ðåøåíè å. Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ Pξ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ âñåãäà ìîæíî âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå Mg(ξ) ôóíêöèè g(ξ) îò ξ, åñëè òîëüêî îíî ñó-
ùåñòâóåò, (ñì. (6.1.1)). Â íàøåé çàäà÷å g(t) = 1/(1 + t),
à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïàðàìåòðîì λ:

Pξ(k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Ïîýòîìó

M
1

1 + ξ
=
∞∑
k=0

1

1 + k
Pξ(k) =

∞∑
k=0

1

1 + k

λk

k!
e−λ =

=
e−λ

λ

∞∑
k=0

λk+1

(1 + k)!
=
e−λ

λ
(eλ − 1) =

1− e−λ

λ
.

Äèñïåðñèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Äèñïåðñèåé Dξ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåì íàçûâàòü M(ξ−Mξ)2 (åñëè
M(ξ −Mξ)2 <∞), ò. å.

Dξ = M(ξ −Mξ)2.
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Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷àåì

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2. (6.1.4)

Ïðèâåäåííûå äàëåå ñâîéñòâà äèñïåðñèè íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåäóþò èç åå îïðåäåëåíèÿ.

1. Äèñïåðñèÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ:

Dc = 0 (c− êîíñòàíòà).

2.Êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà äèñïåðñèè ñ êâàä-
ðàòîì:

Daξ = a2Dξ.

3. Äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé:

D(ξ + η) = Dξ +Dη.

Ïðèì å ð 6.1.3. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäà-
íèå è äèñïåðñèþ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåò-
ðàìè (n; p) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ðåøåíè å. Ðàñïðåäåëåíèåì ξ ÿâëÿåòñÿ

P{ξ = k} = Pξ(k) = Cknp
k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Ñîãëàñíî (6.1.2)

Mξ =
n∑
k=0

kPξ(k) =
n∑
k=0

kCknp
k(1− p)n−k =

=
n∑
k=0

k
n!

k!(n− k)!
pk(1− p)n−k =

= np
n∑
k=1

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!
pk−1(1− p)n−k.

Îáîçíà÷èâ k − 1 = s, ïîñëåäíþþ ñóììó ïåðåïèøåì òàê:

np

n−1∑
s=0

(n− 1)!

s!((n− 1)− s)!
ps(1− p)(n−1)−s =
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= np(p+ (1− p))n−1 = np.

Ñëåäîâàòåëüíî,
Mξ = np.

Àíàëîãè÷íî

Mξ2 =

n∑
k=0

k2Cknp
k(1− p)n−k = np(np− p+ 1).

Îòñþäà

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = np(np− p+ 1)− (np)2 = np(1− p).

Ïðèì å ð 6.1.4. Ïîäáðàñûâàþò äâå ñèììåòðè÷íûå èã-
ðàëüíûå êîñòè. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
è äèñïåðñèþ ñóììû âûïàâøèõ î÷êîâ.

Ðåøåíè å. Ïóñòü ξ � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà ïåð-
âîé èãðàëüíîé êîñòè, η � íà âòîðîé, òîãäà ζ = ξ + η �
ñóììà î÷êîâ, âûïàâøèõ íà êîñòÿõ. Êîñòè ñèììåòðè÷íû,
ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèåì êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ è η ÿâëÿåòñÿ

xi 1 2 3 4 5 6

P (xi) 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Îòñþäà

Mζ = M(ξ + η) = Mξ +Mη = 7/2 + 7/2 = 7,

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =

= 12 · 1

6
+ 22 · 1

6
+ . . .+ 62 · 1

6
−
(

7

2

)2

= 35/12.

À ïîñêîëüêó ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,
òî

Dζ = D(ξ + η) = Dξ +Dη = 35/12 + 35/12 = 35/6.
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Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè ñóììû î÷êîâ áûëî áû
ãðîìîçäêèì.

Îïð å ä å ë å í è å. Êîâàðèàöèåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ
è η áóäåì íàçûâàòü

cov(ξ, η) = M(ξ −Mξ)(η −Mη).

Îïð å ä å ë å í è å.Êîýôôèöèåíòîì êîððåëÿöèè ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξ è η áóäåì íàçûâàòü

r(ξ, η) =
M(ξ −Mξ)(η −Mη)√

Dξ
√
Dη

.

Åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η òàêîâû, ÷òî r(ξ, η) = 0,
òî îíè íàçûâàþòñÿ íåêîððåëèðîâàííûìè.

Ò å î ð åì à 6.1.2 (íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà). Åñëè
Dξ <∞, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0

P{|ξ −Mξ| ≥ ε} ≤ Dξ

ε2

Èç íåðàâåíñòâà ×åáûø¼âà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
åñëè äèñïåðñèÿ Dξ ìàëà, áîëüøèå îòêëîíåíèÿ (áîëüøå
÷åì ε) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû îò ñâîåãî ñðåäíåãî âñòðå÷à-
þòñÿ èçðåäêà.

Ò å î ð åì à 6.1.3 (çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë). Ïóñòü
ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñî ñðåäíèì Mξi = a è êîíå÷íûìè äèñ-
ïåðñèÿìè Dξ < ∞, i = 1, 2, . . . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ε > 0

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξ − a

∣∣∣∣∣ ≥ ε
}
→ 0,

ïðè n→∞.
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6.2 Çàäà÷è

ÀÇ: 6.1◦(1),6.2,6.4◦,6.5,6.16,6.18,6.21, 6.27∗, 6.31∗,6.32;
ÑÇ: 6.3◦,6.6◦,6.13◦,6.15,6.17,6.20, 6.24◦,6.30,6.33.

6.1◦.Ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó è ïðàâèëü-
íóþ èãðàëüíóþ êîñòü, ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ ïðè ýòîì ãåð-
áîâ, η � î÷êîâ.

Âû÷èñëèòü:

1)M
1

ξ + 1
cos

π

6
η; 2)Meξ sin

π

6
η.

6.2. Â óðíå ñîäåðæèòñÿ 2 áåëûõ è 8 ÷åðíûõ øàðîâ. Èç
óðíû íàóäà÷ó èçâëåêàþò òðè øàðà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà âûáðàííûõ áåëûõ øàðîâ;
âû÷èñëèòü Mξ è Dξ.

6.3◦. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè

xi 0 1 2 3 yj 0 1 2

Pξ(xi) 1/2 1/6 1/6 1/6 Pη(yj) 1/2 1/4 1/4

Âû÷èñëèòü

M
ξ

η2 + 1
.

6.4◦. Äâàæäû ïîäáðàñûâàþò ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó,
ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ ïðè ýòîì ãåðáîâ. Âû÷èñëèòü

M(−1)ξ sin
π

3
ξ.

6.5. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò öåëûå íåîòðè-
öàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî

Mξ =

∞∑
m=1

P{ξ ≥ m}.

6.6◦. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè
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xi 1 2 3 4 yj −1 0 1

Pξ(xi) 1/4 1/4 1/4 1/4 Pη(yj) 1/3 1/3 1/3

Âû÷èñëèòü
Mη2 sin

(π
2
ξ
)
.

6.7◦. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xi −2 −1 1 2

Pξ(xi) 1/4 1/4 1/4 1/4

Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí η:

1) η = sin
π

ξ
; 2) η = ξ2|ξ|; 3) η = ξ sin

π

3
ξ.

6.8◦. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xi −2 −1 1

Pξ(xi) 1/2 1/4 1/4

Âû÷èñëèòü
Mξ22−ξ.

6.9◦. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xi −1 1 2

Pξ(xi) 1/4 1/4 1/2

Âû÷èñëèòü:

1)Mξ2 sin
π

3
ξ; 2)M2|ξ| cos2 π

12
ξ.



82 Ãëàâà 6. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

6.10. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xi −2 −1 0 1

Pξ(xi) 1/4 1/4 1/6 1/3

Íàéòè:
1) ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = |ξ|;
2) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ η.
6.11◦. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xi −2 −1 1 2

Pξ(xi) 1/6 1/6 1/2 1/6

Âû÷èñëèòü
Mξ sin2 π

12
ξ.

6.12◦. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

xi −2 −1 2

Pξ(xi) 1/2 1/4 1/4

Âû÷èñëèòü:

1)M2|ξ| cos2 π

12
ξ; 2)Mξ2|ξ|.

6.13◦. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè

xi 0 1 2 3 yj −1 0 1

Pξ(xi) 1/2 1/6 1/6 1/6 Pη(yj) 1/4 1/2 1/4

Âû÷èñëèòü

M
ξ + 1

η4 + 2
.

6.14◦. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè
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xi 0 1 2 yj −1 0 1

Pξ(xi) 2/3 1/6 1/6 Pη(yj) 1/3 1/3 1/3

Âû÷èñëèòü

M
η4 − η
ξ + 1

.

6.15. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ −n,−(n−1), . . . ,−1, 0, 1, . . . , n−1, n ñ âåðîÿòíîñòÿìè
1/(2n+ 1). Âû÷èñëèòü: 1)Mξ; 2)M |ξ|.

6.16. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-
ñîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Âû÷èñëèòü: Mξ, Mξ2, Dξ.

6.17. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ
ïàðàìåòðîì λ. Âû÷èñëèòü:

1)M
ξ

1 + η
; 2)Mξη; 3)Dξη; 4)D(ξ + η).

6.18. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p. Âû÷èñëèòü: Mξ, Mξ2, Dξ.

6.19. Ñèììåòðè÷íóþ èãðàëüíóþ êîñòü ïîäáðàñûâàþò
äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ øåñòåðêè.

1. Ñêîëüêî ðàç â ñðåäíåì íåîáõîäèìî ïîäáðîñèòü êîñòü?
2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò âûïîëíåíî íå

áîëåå äâóõ ïîäáðàñûâàíèé?
6.20. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p. Âû÷èñëèòü:

1)Mxξ, |x| < 1; 2)Meitξ.

6.21. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïóàñ-
ñîíà ñ ïàðàìåòðîì λ. Âû÷èñëèòü:

1)Mxξ, |x| < 1; 2)Meitξ.

6.22◦. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà ïîÿâëåíèé ñîáû-
òèÿ â 100 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèÿõ, â êàæäîì èç êîòîðûõ
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ðàâíà 0,7.
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6.23◦. Òðèæäû ïîäáðàñûâàþò ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âû-
ïàäåíèÿ ãåðáà êîòîðîé ñîñòàâëÿåò 1/3. Ïóñòü ξ � ÷èñëî
âûïàâøèõ ïðè ýòîì ãåðáîâ.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Âû÷èñ-
ëèòü Mξ è Dξ.

6.24◦. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò 10 ðàç.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � ÷èñëà âû-
ïàâøèõ ãåðáîâ. Âû÷èñëèòü Mξ è Dξ.

6.25◦. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èç çàäà÷è 5.26.

6.26◦. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-
ïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èç çàäà÷è 5.27.

6.27∗. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñè-
ìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p (0 < p < 1) â
îäíîì èñïûòàíèè. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâ-
íàÿ ÷èñëó íåóäà÷ äî r-ãî óñïåõà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðàìè (r, p):

P{ξ = k} = Ckr+k−1p
r(1− p)k, k = 0, 1, . . .

Äîêàçàòü, ÷òî

Mξ = r
1− p
p

, Dξ = r
1− p
p2

.

6.28.1 Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) èç çàäà÷è
5.8 âû÷èñëèòü

1)M max{ξ, η}; 2)M sin(πmax{ξ, η}/6); 3)M min{ξ, η}.

6.29. Ïî ñîâìåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ξ è η èç çàäà÷è 5.10 âû÷èñëèòü:

1)M min{ξ, η}; 2)M cos(πmax{ξ, η}

3)M max{ξ, η − ξ}; 4)M sin(πmin{η, η − ξ}/4).

1Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 6.28 � 6.31 ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîð-
ìóëîé (6.1.3).
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6.30. Ñëó÷àéíûé âåêòîð µ = (µ1, µ2, . . . , µr) èìååò
ðàñïðåäåëåíèå

P{(µ1, µ2, . . . , µk, . . . , µr) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)} = pk,

ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) íà k-ì ìåñòå
íàõîäèòñÿ åäèíèöà, íà îñòàëüíûõ � íóëè, k = 1, 2, . . . , r.

Âû÷èñëèòü

M exp{i(t, µ)} = M exp{i(t1µ1 + t2µ2 + . . .+ trµr)}.

6.31∗. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â R1;

R1 =

r⋃
j=1

Xj , Xs

⋂
Xl = ∅, s 6= l,

P{ξk ∈ Xj} = pj , j = 1, 2, . . . , r;

ν = (ν1, ν2, . . . , νr) � ñëó÷àéíûé âåêòîð, j-ÿ êîìïîíåí-
òà νj êîòîðîãî ðàâíà êîëè÷åñòâó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ
ξ1, ξ2, . . . , ξn, êîòîðûå ïîïàëè â Xj , j = 1, 2, . . . , r.

Âû÷èñëèòü

M exp{i(t, ν)} = M exp{i(t1ν1 + t2ν2 + . . .+ trνr)},

ti ∈ R1, i = 1, 2, . . . , r.
6.32. Ó áîëüøîãî ÷èñëà k ëþäåé èññëåäóþò êðîâü.

Èññëåäîâàíèå ìîæíî îðãàíèçîâàòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
Ñï î ñ î á 1. Êðîâü êàæäîãî ÷åëîâåêà èññëåäóþò îò-

äåëüíî. Â ýòîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî âûïîëíèòü k àíàëèçîâ.
Ñ ï î ñ î á 2. Êðîâü k ëþäåé ñìåøèâàþò è àíàëèçèðóþò

ïîëó÷åííóþ ñìåñü. Åñëè ðåçóëüòàò àíàëèçà îòðèöàòåëü-
íûé (äèàãíîç íå ïîäòâåðæäàåòñÿ), òî ýòîãî îäíîãî àíàëè-
çà äîñòàòî÷íî äëÿ k ëþäåé. Åñëè ðåçóëüòàò ïîëîæèòåëü-
íûé, òî êðîâü êàæäîãî ÷åëîâåêà àíàëèçèðóþò îòäåëüíî
è â öåëîì íà k ÷åëîâåê íåîáõîäèìî âûïîëíèòü k+ 1 àíà-
ëèçîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü p ïîëîæèòåëüíîãî
ðåçóëüòàòà àíàëèçà îäíà è òà æå äëÿ âñåõ ëþäåé è ÷òî
ðåçóëüòàòû àíàëèçîâ íåçàâèñèìû.

1. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àíàëèç ñìåøàííîé êðî-
âè k ëþäåé ïîëîæèòåëüíûé.
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2. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà àíàëè-
çîâ ξ, íåîáõîäèìûõ âî âòîðîì ñïîñîáå îáñëåäîâàíèÿ.

6.33. Â óðíå ñîäåðæèòñÿ 2 áåëûõ, 3 ÷åðíûõ, 5 êðàñíûõ
øàðîâ. Èç óðíû íàóäà÷ó áåðóò òðè øàðà. Íàéòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ξ � ÷èñëà âûáðàííûõ áåëûõ
øàðîâ, η � ÷åðíûõ, ζ � êðàñíûõ. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí.

6.34. Ïóñòü ξ � íåîòðèöàòåëüíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ξ = k} = pk, k = 0, 1, . . .

Ôóíêöèþ P (t), îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì

P (t) = Mtξ =

∞∑
k=0

tkpk, |t| ≤ 1,

áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξ (ðàñïðåäåëåíèÿ {pk}).

Âû÷èñëèòü ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ, èìåþùåé: 1◦ ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå; 2◦ ãåî-
ìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå; 3◦ áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå.

6.35. Äîêàçàòü, ÷òî ðàçëè÷íûå äèñêðåòíûå âåðîÿò-
íîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò ðàçíûå ïðîèçâîäÿùèå ôóí-
êöèè (òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè).

6.36. Äîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóììû
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèé ñëàãàåìûõ (ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîé-
ñòâî ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé).

6.37. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâ-
ñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ñ ïàðàìåòðàìè θ1 è θ2
ñîîòâåòñòâåííî ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé ñ ïàðàìåòðîì θ1 + θ2.

6.38. Äîêàçàòü, ÷òî ñóììà íåçàâèñèìûõ áèíîìèàëü-
íî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ñîîòâåò-
ñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè (n; θ) è (m; θ) ÿâëÿåòñÿ áèíîìè-
àëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïàðàìåò-
ðàìè (n+m; θ).
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6.39. Ïóñòü Ω = {0, 1, 2, . . .}, P (ω) = apω, ω = 0, 1, . . .,
p � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî èç (0; 1). Ïðè êà-
êèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ôóíêöèÿ P (ω) = apω, ω ∈ Ω,
çàäàåò âåðîÿòíîñòü íà ïîäìíîæåñòâàõ Ω ?

Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà {Ω, P}, çà-
äàííàÿ ðàâåíñòâîì ξ = ξ(ω) = 2−ω. Âû÷èñëèòü Mξ, Mξ2.

6.40. Ïóñòü Ω = {0, 1, 2, . . .}, P (ω) = a 1
ω!
, ω ∈ Ω. Ïðè

êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ïàðà {Ω, P} ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì
ïðîñòðàíñòâîì?

Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà {Ω, P}, çà-
äàííàÿ ðàâåíñòâîì ξ = ξ(ω) = 2ω. Âû÷èñëèòü Mξ, Dξ.

6.41. Ïóñòü Ω = {0, 1, . . .}, P (ω) = aλ
ω

ω!
, ω ∈ Ω,

λ � ïðîèçâîëüíîå ôèêñèðîâàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a ïàðà {Ω, P} ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñò-
íûì ïðîñòðàíñòâîì?

Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà {Ω, P}, çà-
äàííàÿ ðàâåíñòâîì ξ = ξ(ω) = 2ω. Âû÷èñëèòü Mξ, Dξ.

6.42.Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà (òåîðåìà 6.1.2).
6.43. Äîêàçàòü çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (òåîðåìà 6.1.3).
6.44.Ïóñòü Pζ(xi, yj) � ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà ζ = (ξ, η). Âû÷èñëèòü Mξ.
6.45.Ïîäáðàñûâàþò òðè ñèììåòðè÷íûå èãðàëüíûå êî-

ñòè. Ó ïåðâîé òðè ãðàíè çàíóìåðîâàíû åäèíèöåé, òðè ãðà-
íè � äâîéêîé, ó âòîðîé òðè ãðàíè çàíóìåðîâàíû òðîéêîé,
òðè � ÷åòâåðêîé, à ó òðåòüåé êîñòè òðè ãðàíè çàíóìåðî-
âàíû ïÿòåðêîé, òðè � øåñòåðêîé. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ðàñïðåäåëåíèå ñóììû âûïàâøèõ
î÷êîâ.

6.46.Ïîäáðàñûâàþò òðè ñèììåòðè÷íûå èãðàëüíûå êî-
ñòè. Ãðàíè ïåðâîé êîñòè çàíóìåðîâàíû ÷èñëàìè îò åäè-
íèöû äî øåñòè. Ó âòîðîé êîñòè äâå ãðàíè çàíóìåðîâàíû
åäèíèöåé, äâå � äâîéêîé, äâå � òðîéêîé. À ó òðåòüåé êî-
ñòè òðè ãðàíè çàíóìåðîâàíû åäèíèöåé, òðè � äâîéêîé.
Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ ñóììû âû-
ïàâøèõ î÷êîâ.

6.47. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ñ êî-
íå÷íûìè äèñïåðñèÿìè, Sn = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn. Äîêàçàòü,
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÷òî

DSn =
n∑
k=1

Dξk + 2
∑
i<j

cov(ξi, ξj),

à åñëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn ïîïàðíî íåçàâè-
ñèìû, òî

DSn =

n∑
k=1

Dξk.

6.48. Ïóñòü ζ1 è ζ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ñ îäèíàêîâûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè è ξ = ζ1 + ζ2,
η = ζ1 − ζ2. Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η
íåêîððåëèðîâàíû, ò. å. r(ξ, η) = 0.

6.49. Ïóñòü ξ è η � ñîîòâåòñòâåííî ñóììà è ðàçíîñòü
î÷êîâ, âûïàâøèõ ïðè ïîäáðàñûâàíèè äâóõ èãðàëüíûõ êî-
ñòåé. Äîêàçàòü, ÷òî 1) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåêîð-
ðåëèðîâàíû; 2) ξ è η íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

6.50. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ −1,+1,−2,+2 êàæäîå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/4, à η = ξ2.
Íàéòè ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è η. Äîêàçàòü, ÷òî:
1) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåêîððåëèðîâàíû; 2) ξ è η
� íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.

6.51. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ èç çàäà÷è 5.3.



Ãëàâà 7

Àêñèîìàòèêà
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

7.1 Àëãåáðû, σ-àëãåáðû

Îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè. Äàëåå ìû áóäåì
èìåòü äåëî ñ ìíîæåñòâîì (ïðîñòðàíñòâîì) Ω ýëåìåíòîâ
ω è åãî ïîäìíîæåñòâàìè Ω (ïîäìíîæåñòâà Ω áóäåì îáî-
çíà÷àòü ïðîïèñíûìè ëàòèíñêèìè áóêâàìè A,B,C, . . .).

Ìíîæåñòâî ïîëíîñòüþ çàäàåòñÿ ñâîèìè ýëåìåíòàìè.
Åñëè ω ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ýòî áóäåì
çàïèñûâàòü òàê: ω ∈ A (è áóäåì ÷èòàòü: �ω ïðèíàäëåæèò
A�); åñëè ω íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ýòî
áóäåì çàïèñûâàòü òàê: ω /∈ A (è áóäåì ÷èòàòü: �ω íå ïðè-
íàäëåæèò A�).

Ìíîæåñòâî, íå ñîäåðæàùåå íè îäíîãî ýëåìåíòà, áóäåì
íàçûâàòü ïóñòûì è áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì ∅.

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì ìíîæåñòâà B, áóäåì ýòî îáîçíà÷àòü òàê: A ⊂ B (è áó-
äåì ÷èòàòü: �A � ïîäìíîæåñòâî B�).

Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ýëåìåí-
òîì ìíîæåñòâà B (A ⊂ B) è êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà
B ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A (B ⊂ A) (äðóãèìè
ñëîâàìè, ñîâîêóïíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A è B îäíà è
òà æå), òî ìíîæåñòâà A è B áóäåì îòîæäåñòâëÿòü è áóäåì
ýòî îáîçíà÷àòü òàê: A = B. Äëÿ òîãî ÷òîáû óñòàíîâèòü
ðàâåíñòâî A = B, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî A ⊂ B è

89
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B ⊂ A, ò. å. êàæäûé ýëåìåíò ω ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà B, è êàæäûé ýëåìåíò ω ìíîæåñò-
âà B ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A.

Èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ A è B ìîæíî ñòðîèòü íîâûå
ìíîæåñòâà. Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ A
èëè B, áóäåì íàçûâàòü îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B è
áóäåì îáîçíà÷àòü A ∪B.

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
êàê ìíîæåñòâó A, òàê è B, áóäåì íàçûâàòü ïåðåñå÷åíèåì
ìíîæåñòâ A è B è áóäåì îáîçíà÷àòü A ∩B.

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ
ìíîæåñòâó A, íî íå ïðèíàäëåæàùèõ B, áóäåì íàçûâàòü
ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B è áóäåì îáîçíà÷àòü A \B.

Ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýëåìåíòîâ Ω, íå ïðèíàäëå-
æàùèõ ìíîæåñòâó A, áóäåì íàçûâàòü äîïîëíåíèåì ìíî-
æåñòâà A è áóäåì îáîçíà÷àòü A.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà A è B íå ïåðåñåêàþò-
ñÿ (íåïåðåñåêàþùèåñÿ), åñëè A ∩B = ∅.

Ï ð èì å ð 7.1.1. Ïóñòü {An} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ (Ai

⋂
Aj = ∅, i 6= j) è

Bn =
∞⋃
i=n

Ai, n = 1, 2, . . .

Äîêàçàòü, ÷òî
∞⋂
n=1

Bn = ∅.

Ðåøåíè å. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
∞⋂
n=1

Bn 6= ∅, è ïóñòü

ω ∈
∞⋂
n=1

Bn. Òîãäà ω ∈ B1 =
∞⋃
i=1

Ai è, ñëåäîâàòåëüíî,

ω ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó èç ìíîæåñòâ Ai, i =
= 1, 2, . . . , à ïîñêîëüêó Ai ∩Aj = ∅, i 6= j, òî òîëüêî îäíî-
ìó ìíîæåñòâó, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç An0 . Ïîýòîìó

ω /∈
∞⋃

i=n0+1

Ai = Bn0+1.
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À ïîñëåäíåå ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ ω ∈
∞⋂
n=1

Bn.

Àëãåáðà ìíîæåñòâ. Íåïóñòîé êëàññ A ïîäìíîæåñòâ
ïðîñòðàíñòâà Ω áóäåì íàçûâàòü àëãåáðîé ìíîæåñòâ,
åñëè:

1◦ âìåñòå ñ ëþáûì ìíîæåñòâîì A ∈ A åãî äîïîëíåíèå
A ïðèíàäëåæèò A;

2◦ âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ìíîæåñòâàìè A,B ∈ A èõ
îáúåäèíåíèå A ∪B ïðèíàäëåæèò A.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ ïîä-
ìíîæåñòâ Ω. Íàèìåíüøåé àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé êëàññ K
(àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé êëàññîì K), áóäåì íàçûâàòü àë-
ãåáðó A(K), êîòîðàÿ:

1◦ ñîäåðæèò êëàññ K, ò. å. K ⊂ A(K);
2◦ ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé äðóãîé àëãåáðå A, ñîäåðæàùåé

êëàññ K, ò. å. A(K) ⊂ A.

σ-Àëãåáðà ìíîæåñòâ. Íåïóñòîé êëàññ F ïîäìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω áóäåì íàçûâàòü σ-àëãåáðîé ìíî-
æåñòâ, åñëè:

1◦ âìåñòå ñ êàæäûì ìíîæåñòâîì A ∈ F åãî äîïîëíåíèå
A ïðèíàäëåæèò F;

2◦ âìåñòå ñ ëþáîé ñ÷åòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ìíî-

æåñòâ Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , èõ îáúåäèíåíèå
∞⋃
i=1

Ai ïðèíàä-

ëåæèò F.
Ìíîæåñòâà èç σ-àëãåáðû F åùå íàçûâàþò ñîáûòèÿìè.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïóñòü K � íåêîòîðûé êëàññ ïîäìíî-

æåñòâ Ω. Íàèìåíüøåé σ-àëãåáðîé, ñîäåðæàùåé êëàññ K
(σ-àëãåáðîé, ïîðîæäåííîé êëàññîì K), áóäåì íàçûâàòü σ-
àëãåáðó σ(K), êîòîðàÿ:

1◦ ñîäåðæèò êëàññ K, ò. å. K ⊂ σ(K);
2◦ ñîäåðæèòñÿ â ëþáîé σ-àëãåáðå F, ñîäåðæàùåé êëàññ

K, ò. å. σ(K) ⊂ F.
Ï ð èì å ð 7.1.2. Ïóñòü K1 è K2 � äâà êëàññà ïîäìíî-

æåñòâ Ω, ïðè÷åì K1 ⊂ K2. Äîêàçàòü, ÷òî

σ(K1) ⊂ σ(K2).

Ðåøåíè å. Ïî îïðåäåëåíèþ K2 ⊂ σ(K2), à ïî óñëîâèþ
K1 ⊂ K2, ïîýòîìó K1 ⊂ σ(K2). È ïîñêîëüêó σ(K1) � íàè-
ìåíüøàÿ σ-àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ êëàññîì K1, à σ(K2) �
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îäíà èç σ-àëãåáð, ñîäåðæàùèõ êëàññ K1, òî

σ(K1) ⊂ σ(K2).

Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà íà R1. σ-Àëãåáðîé áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R1 áóäåì íàçûâàòü σ-àëãåáðó B1,
ïîðîæäåííóþ êëàññîì K ïðîìåæóòêîâ âèäà [a, b). Ìíî-
æåñòâà èç σ-àëãåáðû B1 áóäåì íàçûâàòü áîðåëåâñêèìè
ìíîæåñòâàìè íà R1.

Ï ð èì å ð 7.1.3. Äîêàçàòü, ÷òî áîðåëåâñêèì ìíîæå-
ñòâîì íà R1 ÿâëÿåòñÿ:

1. Ìíîæåñòâî {a} äëÿ êàæäîãî a ∈ R1.
2. Ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
3. Èíòåðâàë (a, b).
4. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
5. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
Ðåøåíè å. Çàìåòèì, ÷òî σ-àëãåáðà ìíîæåñòâ çàìêíó-

òà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ â ñ÷åòíîì ÷èñëå,
ïîñêîëüêó

∞⋂
i=1

Ai =

∞⋃
i=1

Ai.

1. Î÷åâèäíî, {a} =
∞⋂
n=1

[a, a+ 1/n). À ïîñêîëüêó êàæ-

äûé èç ïðîìåæóòêîâ [a, a + 1/n) ïðèíàäëåæèò B1, à B1

çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ â ñ÷åòíîì
÷èñëå, òî

{a} =
∞⋂
n=1

[a, a+ 1/n) ∈ B1.

2. Ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî A ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
∞⋃
i=1
{ai}, ãäå {ai} ∈ B1 äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . (ñì. ïóíêò 1),

ïîýòîìó A ∈ B1.
3. Ïîñêîëüêó (a, b) = [a, b) ∩ {a}, [a, b) ∈ B1, {a} ∈ B1

è B1 çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ, òî
(a, b) ∈ B1.
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4. Êàæäîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O íà R1 ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ìíî-
æåñòâà îòêðûòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ èíòåðâàëîâ: O =
=
⋃
i
(ai, bi). Îòêðûòûå èíòåðâàëû (ai, bi) ïðèíàäëåæàòB1,

ïîýòîìó O =
⋃
i
(ai, bi) ∈ B1.

5. Çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ïðèíàäëåæèò B1 êàê äîïîë-
íåíèå îòêðûòîãî.

Ïðèìåð èëëþñòðèðóåò òîò ôàêò, ÷òî êëàññ áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ äîñòàòî÷íî �øèðîêèé�. Â êíèãå ìû áóäåì
èìåòü äåëî òîëüêî ñ áîðåëåâñêèìè ìíîæåñòâàìè.

Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà íà R2. σ-Àëãåáðîé áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R2 áóäåì íàçûâàòü σ-àëãåáðó B2,
ïîðîæäåííóþ êëàññîì K ïðÿìîóãîëüíèêîâ âèäà [a1, b1)×
×[a2, b2).

Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà íà Rn. σ-Àëãåáðîé áîðå-
ëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà Rn áóäåì íàçûâàòü σ-àëãåáðó Bn,
ïîðîæäåííóþ êëàññîì K ïàðàëëåëåïèïåäîâ âèäà [a1, b1)×
×[a2, b2)× . . .× [an, bn).

Áîðåëåâñêèå ìíîæåñòâà â ìåòðè÷åñêîì ïðîñò-
ðàíñòâå. σ-Àëãåáðîé áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (X, ρ) áóäåì íàçûâàòü σ-àëãåáðó
B(X), ïîðîæäåííóþ êëàññîì îòêðûòûõ â (X, ρ) ïîäìíî-
æåñòâ.

7.2 Àêñèîìû Êîëìîãîðîâà

Ïóñòü Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è
F � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω.

Âåðîÿòíîñòü. Âåðîÿòíîñòüþ, çàäàííîé íà σ-àëãåá-
ðå F ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω, áóäåì íàçûâàòü íåîò-
ðèöàòåëüíóþ ñ÷åòíîàääèòèâíóþ íîðìèðîâàííóþ ôóíê-
öèþ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòü P � ýòî ôóíêöèÿ ìíî-
æåñòâà, çàäàííàÿ íà σ-àëãåáðå F ïîäìíîæåñòâ Ω, òàêàÿ,
÷òî:

1◦ äëÿ êàæäîãî A ∈ F

P (A) ≥ 0;
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2◦ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ Ai ∈ F, i = 1, 2, . . . , òàêèõ, ÷òî
Ai ∩Aj = ∅, i 6= j,

P

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=
∞∑
i=1

P (Ai);

3◦ P (Ω) = 1.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè Ω = Rn, à F = Bn, òî âåðîÿòíîñòü

íàçûâàþò âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà Rn.
Àêñèîìû 1◦, 2◦, 3◦ èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îáðà-

çóþò ñèñòåìó àêñèîì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Â òàêîì âèäå
îíè áûëè ïðåäëîæåíû À. Í. Êîëìîãîðîâûì.

Àêñèîìû 1◦, 2◦, 3◦ âåðîÿòíîñòè ÿâëÿþòñÿ àíàëîãàìè
ñâîéñòâ íåîòðèöàòåëüíîñòè, àääèòèâíîñòè è íîðìèðîâàí-
íîñòè ÷àñòîòû, ñì. (3.1.1), (3.1.2), (3.1.3).

Îïð å ä å ë å í è å. Âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì áó-
äåì íàçûâàòü òðîéêó {Ω,F, P}, ãäå Ω � ïðîñòðàíñòâî
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, F � σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà Ω, P � âåðîÿòíîñòü íà σ-àëãåáðå F.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {Ω,F, P} ÿâëÿåòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðè
ýòîì Ω � ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü ìíîæåñòâà èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà, F� σ-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà Ω �
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü àëãåáðû ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé, íà-
áëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå, P � âåðîÿòíîñòü
íà F � ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÷àñòîòû ñîáûòèé â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ýêñïåðèìåíòîâ.

Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè. Âñå ïåðå÷èñëåííûå äàëåå
ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè àêñèîì 1◦, 2◦, 3◦ âåðî-
ÿòíîñòè.

1. Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà íóëþ:

P (∅) = 0.

2. Âåðîÿòíîñòü ëþáîãî ñîáûòèÿ A ∈ F íå ïðåâûøàåò 1:

P (A) ≤ 1, A ∈ F.

3. Åñëè A ⊂ B (A,B ∈ F), òî âåðîÿòíîñòü ðàçíîñòè
ñîáûòèé B è A ðàâíà ðàçíîñòè âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáû-
òèé:

P (B \A) = P (B)− P (A).
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4. P (A) = 1− P (A).
5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ A,B ∈ F

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) (7.2.1)

(òåîðåìà ñëîæåíèÿ).
Ïðèì å ð 7.2.1. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ äîïóñêàåò ñëåäóþ-

ùåå îáîáùåíèå:

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) =

=
∑

1≤i1≤n
P (Ai1)−

∑
1≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩Ai2) + . . .

. . .+(−1)n−1
∑

1≤i1<i2<...<in≤n
P (Ai1∩Ai2∩. . .∩Ain). (7.2.2)

Ð åø å í è å. Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé
èíäóêöèè. Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ ðàâåíñòâî (7.2.2) ñïðàâåä-
ëèâî (ñì. (7.2.1)). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàâåíñòâî (7.2.2)
èìååò ìåñòî äëÿ n−1 ìíîæåñòâ, è äîêàæåì, ÷òî îíî ñïðà-
âåäëèâî äëÿ n ìíîæåñòâ. Èìååì:

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) = P (A1) + P (A2 ∪A3 ∪ . . . ∪An)−

−P ((A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩A3) ∪ . . . ∪ (A1 ∩An)) = P (A1)+

+
∑

2≤i1≤n
P (Ai1)−

∑
2≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩Ai2) + . . .

. . .+ (−1)n−2
∑

2≤i1<i2<...<in≤n
P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Ain)−

−P ((A1 ∩A2) ∪ (A1 ∩A3) ∪ . . . ∪ (A1 ∩An)).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà, îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî∑
2≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik)+

+
∑

2≤i1<i2<...<ik−1≤n
P ((A1 ∩Ai1) ∩ (A1 ∩Ai2) ∩ . . .
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. . . ∩ (A1 ∩Aik−1
)) =

=
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik),

k = 2, 3, . . . , n.
Ïðèì å ð 7.2.2. ×èñëà 1, 2, . . . , n ðàñïîëîæåíû íàóäà-

÷ó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïî ìåíüøåé ìåðå îä-
íî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ íîìåðîì ñâîåãî ìåñòà. Íàéòè ïðå-
äåëüíîå çíà÷åíèå ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè n→∞.

Ðåøåíè å. Ýëåìåíòàðíîå ñîáûòèå ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â ðàñïîëîæåíèè íàóäà÷ó n ÷è-
ñåë íà n ìåñòàõ, � óïîðÿäî÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ýòèõ ÷èñåë. Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ýëåìåíòàðíûå
ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû, ïîýòîìó ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïå-
ðèìåíò îïèñûâàåòñÿ êëàññè÷åñêîé ìîäåëüþ. Çàìåòèì, ÷òî
êîëè÷åñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ðàâíî n!

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ais ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî
÷èñëî is íàõîäèòñÿ íà ìåñòå ñ íîìåðîì is, òîãäà ïåðå-
ñå÷åíèå Ai1 ∩ Ai2 ∩ . . . ∩ Aik , k = 1, 2, . . . , n, îïèñûâàåò
ñîáûòèå �÷èñëî i1 íàõîäèòñÿ íà ìåñòå ñ íîìåðîì i1, ÷èñëî
i2 � íà ìåñòå ñ íîìåðîì i2, è ò. ä., ÷èñëî ik � íà ìåñòå ñ
íîìåðîì ik� (îñòàëüíûå n− k ÷èñåë íà n− k ìåñòàõ óïî-
ðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíî). Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ
âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An. Âîñïîëüçóåìñÿ
òåîðåìîé ñëîæåíèÿ (ñì. (7.2.2)):

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) =

=
∑

1≤i1≤n
P (Ai1)−

∑
1≤i1<i2≤n

P (Ai1
⋂
Ai2) + . . .

. . .+ (−1)n−1
∑

1≤i1<i2<...<in≤n
P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Ain).

Âû÷èñëèì êàæäóþ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè. Íà÷íåì ñ ñóì-
ìû

∑
1≤i1≤n

P (Ai1). Ñíà÷àëà âû÷èñëèì P (Ai1). Â ñîáûòèå

Ai1 âõîäÿò âñå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíîé n, ó êîòîðûõ
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íà ìåñòå ñ íîìåðîì i1 íàõîäèòñÿ ÷èñëî i1. Òàêèõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé, î÷åâèäíî, (n− 1)! Ñîãëàñíî ôîðìóëå êëàñ-
ñè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

P (Ai1) =
(n− 1)!

n!
=

1

n
.

Ïîýòîìó ∑
1≤i1≤n

P (Ai1) =
∑

1≤i1≤n

1

n
= 1.

Äàëåå ðàññìîòðèì
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n
P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik).

Âû÷èñëèì P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik). Â Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik
âõîäÿò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíîé n, ó êîòîðûõ íà ìå-
ñòå ñ íîìåðîì i1 íàõîäèòñÿ ÷èñëî i1, íà ìåñòå ñ íîìåðîì
i2 � ÷èñëî i2, è ò. ä., íà ìåñòå ñ íîìåðîì ik � ÷èñëî ik,
à îñòàëüíûå n−k ÷èñåë íà n−k îñòàâøèõñÿ ìåñòàõ, óïî-
ðÿäî÷åíû ïðîèçâîëüíî. Òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, î÷å-
âèäíî, (n− k)! Ïî ôîðìóëå êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) =
(n− k)!

n!
.

Ïîýòîìó ∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) =

=
∑

1≤i1<i2<...<ik≤n

(n− k)!

n!
.

Êîëè÷åñòâî îäèíàêîâûõ ñëàãàåìûõ â ïîñëåäíåé ñóììå ðàâ-
íî ÷èñëó ñïîñîáîâ âûáðàòü k èíäåêñîâ i1, i2, . . . , ik èç ïðî-
ìåæóòêà [1, n] òàê, ÷òîáû 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n.
Î÷åâèäíî, ýòî ÷èñëî ðàâíî Ckn. Òàê ÷òî,∑
1≤i1<i2<...<ik≤n

P (Ai1 ∩Ai2 ∩ . . . ∩Aik) = Ckn
(n− k)!

n!
=

1

k!
.
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Òàêèì îáðàçîì,

P (A1 ∪A2 ∪ . . . ∪An) = 1− 1

2!
+

1

3!
+ . . .+ (−1)n−1 1

n!
.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n → ∞ ïîñëåäíÿÿ ñóììà ñõîäèòñÿ
ê 1− 1/e.

7.3 Çàäà÷è

ÀÇ: 7.1, 7.12, 7.13, 7.14, 7.15(1, 2), 7.16(1), 7.19.
ÑÇ: 7.2, 7.9, 7.10, 7.15(3, 4, 5), 7.16(2), 7.20.

7.1◦. Äîêàçàòü, ÷òî: à) A ∪ B = A ∪ (B \ (A ∩ B)),
ïðè÷åì A ∩ (B \ (A ∩B)) = ∅; á) A ∩ (∪iBi) = ∪i(A ∩Bi),
ïðè÷åì, åñëè Bi ∩ Bj = ∅, i 6= j, òî (A ∩ Bi) ∩ (A ∩ Bj) =
= ∅, i 6= j.

7.2◦. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ {An} ïëîñêîñ-
òè îïðåäåëåíà òàê:

An = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1/n2}, n = 1, 2, . . .

Îïèñàòü ïîäìíîæåñòâà

A =

∞⋃
n=1

An, B =

∞⋂
n=1

An.

7.3◦. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà:
à) A \B = A \ (A ∩B) = (A ∪B) \B;
á) A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C);
â) (A \ C) ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ C.
7.4◦. Ïóñòü An =

[
1

2n,
1
n

)
, n = 1, 2, . . . Îïèñàòü ìíî-

æåñòâà

A =

∞⋃
n=1

An, B =

∞⋂
n=1

An.
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7.5. 1◦ Ïóñòü {An} � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ìíîæåñòâ. Äîêàçàòü, ÷òî

∞⋃
n=1

An =

∞⋃
n=1

Bn,

ãäå B1 = A1, Bn = An \
n−1⋃
i=1

Ai, n = 1, 2, . . ., ïðè÷åì ìíî-

æåñòâà Bn ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
2◦ Ïóñòü {Ai} � âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ìíîæåñòâ, ò. å.

Ai ⊂ Ai+1, i = 1, 2, . . .

Äîêàçàòü, ÷òî

∞⋃
i=1

Ai =
∞⋃
i=1

(Ai \Ai−1),

ãäå A0 = ∅, ïðè÷åì

(Ai \Ai−1)
⋂

(Aj \Aj−1) = ∅, i 6= j.

7.6. Ïóñòü I � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èíäåêñîâ. Äîêà-
çàòü, ÷òî ⋃

α∈I
Aα =

⋂
α∈I

Aα;
⋂
α∈I

Aα =
⋃
α∈I

Aα.

7.7◦. Ïóñòü A � àëãåáðà ìíîæåñòâ, A,B ∈ A. Äîêà-
çàòü, ÷òî A∩B ∈ A (àëãåáðà çàìêíóòà îòíîñèòåëüíî îïå-
ðàöèè ïåðåñå÷åíèÿ).

7.8◦. Ïóñòü A � àëãåáðà ìíîæåñòâ. Äîêàçàòü:

à) åñëè Ak ∈ A, k = 1, 2, . . . , n, òî
n⋃
k=1

Ak ∈ A;

á) åñëè Ak ∈ A, k = 1, 2, . . . , n, òî
n⋂
k=1

Ak ∈ A;



100 Ãëàâà 7. Àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

â) Ω ∈ A; ∅ ∈ A.
7.9. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω ÿâëÿåòñÿ àë-

ãåáðîé;
á) äëÿ êàæäîãî êëàññà K ïîäìíîæåñòâ Ω ñóùåñòâóåò

ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ êëàññ K;
â) ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè àëãåáð ÿâëÿåòñÿ

àëãåáðîé.
7.10. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî êëàññà K ñóùåñòâóåò

íàèìåíüøàÿ àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ êëàññ K.
7.11◦. Ïóñòü F � σ-àëãåáðà ìíîæåñòâ, An ∈ F, n =

= 1, 2, . . . Äîêàçàòü, ÷òî
∞⋂
n=1

An ∈ F.

7.12. Äîêàçàòü, ÷òî:
à) êëàññ âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Ω ÿâëÿåòñÿ

σ-àëãåáðîé;
á) äëÿ êàæäîãî êëàññà K ïîäìíîæåñòâ Ω ñóùåñòâóåò

ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà σ-àëãåáðà, ñîäåðæàùàÿ êëàññ K;
â) ïåðåñå÷åíèå ëþáîé ñîâîêóïíîñòè σ-àëãåáð ÿâëÿåòñÿ

σ-àëãåáðîé.
7.13. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî êëàññà K ñóùåñòâóåò

íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà σ(K), ñîäåðæàùàÿ êëàññ K.
7.14. Ïóñòü K � êëàññ îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ (a, b) íà

÷èñëîâîé ïðÿìîé. Äîêàçàòü, ÷òî íàèìåíüøàÿ σ-àëãåáðà
σ(K), ñîäåðæàùàÿ êëàññ K, ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé áîðåëåâ-
ñêèõ ìíîæåñòâ íà R1.

7.15. Äîêàçàòü, ÷òî σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííûå êàæäûì
èç ïåðå÷èñëåííûõ äàëåå êëàññîâ, ÿâëÿþòñÿ σ-àëãåáðàìè
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R1:

1) K1 = {[a, b]; a, b ∈ R1};
2) K2 = {(−∞, x];x ∈ R1};
3) K3 = {(−∞, x);x ∈ R1};
4) K4 = {(x,+∞);x ∈ R1};
5) K5 = {[x,+∞);x ∈ R1}.
7.16. Äîêàçàòü, ÷òî σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ

ïîðîæäàåòñÿ:
1) êëàññîì îòêðûòûõ ìíîæåñòâ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé,
2) êëàññîì çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé.
7.17. Ïóñòü A � àëãåáðà ìíîæåñòâ íà R1, ýëåìåíòàìè

êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå îáúåäèíåíèÿ ïðîìåæóòêîâ
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âèäà [a, b), ãäå a, b ∈ R1 (a è b ìîãóò áûòü ðàâíû −∞
è +∞). Äîêàçàòü, ÷òî àëãåáðà A ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó
áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R1.

7.18. Ïóñòü F � σ-àëãåáðà ìíîæåñòâ Ω, B � ïðîèç-
âîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èç F. Äîêàçàòü,
÷òî êëàññ ìíîæåñòâ FB âèäà A ∩ B, ãäå A ∈ F, ÿâëÿåòñÿ
σ-àëãåáðîé.

Ïðèì å ÷ à í è å. Äîïîëíåíèå áåðåòñÿ äî ìíîæåñòâà B.
7.19. Ïóñòü B1 � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà

R1, B � ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî èç
B1. Ïóñòü B1

B � êëàññ ìíîæåñòâ âèäà B∩A, ãäå A ∈ B1.
Äîêàçàòü, ÷òî B1

B ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.
Ïðèì å ÷ à í è å. Äîïîëíåíèå áåðåòñÿ äî ìíîæåñòâà B.
7.20. B1 � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ íà R1.

Ïóñòü B1
[a,b) � êëàññ ìíîæåñòâ âèäà B ∩ [a, b), B ∈ B1,

[a, b) � ôèêñèðîâàííûé ïðîìåæóòîê. Äîêàçàòü, ÷òîB1
[a,b)

ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.
Ïðèì å ÷ à í è å. Äîïîëíåíèå áåðåòñÿ äî ìíîæåñòâà [a, b).
7.21. Ïóñòü êëàññ K îáðàçóþò ìíîæåñòâà Ai ⊂ Ω,

i = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì Ai
⋂
Aj = ∅, i 6= j, è

n⋃
i=1

Ai = Ω.

Îïèñàòü σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ êëàññîì K.
7.22. Ïóñòü êëàññ K îáðàçóþò ìíîæåñòâà Ai ⊂ Ω,

i = 1, 2, . . . , ïðè÷åì Ai
⋂
Aj = ∅, i 6= j, è

∞⋃
i=1

Ai = Ω.

Îïèñàòü àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ êëàññîì K. Îïèñàòü
σ-àëãåáðó, ïîðîæäåííóþ êëàññîì K.

7.23∗. Äîêàçàòü, ÷òî â Rn áîðåëåâñêèì ìíîæåñòâîì
ÿâëÿåòñÿ:

à) ìíîæåñòâî {a}, äëÿ êàæäîé òî÷êè a ∈ Rn;
á) ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî;
â) îòêðûòîå ìíîæåñòâî;
7.24. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ áåñêîíå÷íûõ èíòåðâàëîâ

Ia1,a2,...,an =

= {(x1, x2, . . . , xn) : x1 < a1, x2 < a2, . . . , xn < an},

ai ∈ R1, i = 1, 2, . . . , n, ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó Bn.
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7.25. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ K îòêðûòûõ ìíîæåñòâ â Rn
ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bn.

7.26. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ K çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ â
Rn ïîðîæäàåò σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ Bn.

7.27. Ïóñòü (X, ρ) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-
ñòðàíñòâî. Äîêàçàòü, ÷òî:

1) îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì;
2) ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì;
3) çàìêíóòîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì.
7.28. Ïóñòü (X, ρ) � ñåïàðàáåëüíîå ìåòðè÷åñêîå ïðî-

ñòðàíñòâî, F � êëàññ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ, V � êëàññ
ìíîæåñòâ âèäà B(x, r) = {y : ρ(x, y) < r}, W � êëàññ
ìíîæåñòâ âèäà B(x, r) = {y : ρ(x, y) ≤ r}.

Äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé èç ïåðå÷èñëåííûõ êëàññîâ ïî-
ðîæäàåò σ-àëãåáðó áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (X, ρ).

7.29. Ïóñòü {An} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ
ìíîæåñòâà Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç limAn ìíîæåñòâî ýëåìåí-
òîâ ω, ïðèíàäëåæàùèõ áåñêîíå÷íîìó ÷èñëó ìíîæåñòâ An;
÷åðåç limAn � ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, ïðèíàäëåæàùèõ âñåì
ìíîæåñòâàì An, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, êîíå÷íîå èõ ÷èñ-
ëî.

Äîêàçàòü, ÷òî

limAn =
∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Am; limAn =
∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am.

7.30. Ïóñòü {An} � ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ïîäìíîæåñòâ Ω, ò. å. äëÿ âñåõ n èìååò ìåñòî
âêëþ÷åíèå

An+1 ⊂ An.
Äîêàçàòü, ÷òî

limAn = limAn =
∞⋂
n=1

An.



Ãëàâà 8

Ãåîìåòðè÷åñêèå
âåðîÿòíîñòè

8.1 Îïðåäåëåíèÿ. Ïðèìåðû

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â áðîñàíèè íà-
óäà÷ó òî÷êè â ìíîæåñòâî B èç Rn (íàïðèìåð, íà îòðå-
çîê [a, b], â ïðÿìîóãîëüíèê [a1, b1]× [a2, b2], ïàðàëëåëåïè-
ïåä [a1, b1] × [a2, b2] × [a3, b3] è ò. ä.). Â êà÷åñòâå ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà
åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî
{B,Bn

B, P}, ãäå B � áîðåëåâñêîå1 ìíîæåñòâî èç Rn, Bn
B

� êëàññ áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ B, P � âåðîÿòíîñòü
íà êëàññå Bn

B, îïðåäåëÿåìàÿ äëÿ êàæäîãî A èç Bn
B ðà-

âåíñòâîì

P (A) =
L(A)

L(B)
, (8.1.1)

L � ìåðà Ëåáåãà íà Rn (çíà÷åíèå L íà ïàðàëëåëåïèïåäàõ

[a1, b1]×[a2, b2]×. . .×[an, bn] ðàâíî
n∏
i=1

(bi−ai), â ÷àñòíîñòè,

L([a1, b1]× [a2, b2]) = (b1−a1)× (b2−a2), L([a, b]) = b−a).
Îïðåäåëåííóþ òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòü áóäåì íàçû-
âàòü ãåîìåòðè÷åñêîé (ðàçóìååòñÿ, ìíîæåñòâî B äîëæíî
óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 0 < L(B) <∞).

1Îòíîñèòåëüíî áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ñì. ãë. 7.

103
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Äàëåå â ñëîâà �òî÷êó íàóäà÷ó áðîñàþò â ìíîæåñò-
âî B� ìû áóäåì âêëàäûâàòü âïîëíå êîíêðåòíîå ñîäåðæà-
íèå: áðîøåííàÿ òî÷êà ìîæåò ïîïàñòü â ëþáîå (áîðåëåâ-
ñêîå) ïîäìíîæåñòâî B′ ìíîæåñòâà B, è âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî òî÷êà îêàæåòñÿ â B′, ïðîïîðöèîíàëüíà ìåðå Ëåáå-
ãà L(B′) ìíîæåñòâà B′. Ôîðìàëüíî ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî
â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè â ìíî-
æåñòâî B, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü {B,Bn

B, P}, ãäå P �
ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü íà Bn

B.
Ï ð èì å ð 8.1.1. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò ïà-

ðó òî÷åê. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó íèìè ìåíüøå 1/2.

Ðåøåíè å. Òî÷êè áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëè÷èìûìè (íà-
ïðèìåð, îíè îêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà). Ïóñòü x è y �
êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê.

Óïîðÿäî÷åííîé ïàðå òî÷åê íà îòðåçêå [0; 1] ñ êîîðäè-
íàòàìè x è y ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà â êâàäðàòå
[0; 1] × [0; 1] ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) è íàîáîðîò. Ïîýòîìó
áðîñàíèå íàóäà÷ó ïàðû òî÷åê íà îòðåçîê [0; 1] ðàâíîñèëü-
íî áðîñàíèþ íàóäà÷ó îäíîé òî÷êè â êâàäðàò [0; 1]× [0; 1].
Ïðè ýòîì ïàðàì òî÷åê íà îòðåçêå [0; 1], äëÿ êîòîðûõ ðàñ-
ñòîÿíèå ìåíüøå 1/2 (ò. å. |y − x| < 1/2), ñîîòâåòñòâóåò
ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) êâàäðàòà [0; 1] × [0; 1], êîîðäèíà-
òû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ |y− x| < 1/2, è
íàîáîðîò. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà ÷å-
ðåç A:

A = {(x, y) ∈ [0; 1]× [0; 1] : |y − x| < 1/2} =

= {(x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] : x− 1/2 < y < x+ 1/2}
(ñì. ðèñ. 8.1.1, ìíîæåñòâî A çàøòðèõîâàíî).

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó áðîøåííûìè
íàóäà÷ó íà îòðåçîê [0; 1] òî÷êàìè áóäåò ìåíüøå 1/2, ðàâ-
íà âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ áðîøåííîé íàóäà÷ó â êâàäðàò
[0; 1]× [0; 1] òî÷êè â ìíîæåñòâî A.

Ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà, ñîñòîÿùåãî â áðîñàíèè íàóäà÷ó òî÷êè â êâàäðàò [0; 1]×
×[0; 1], ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî {B,B2

B, P},
ãäå B = [0; 1]× [0; 1], B2

B � êëàññ (σ-àëãåáðà) áîðåëåâñêèõ
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ïîäìíîæåñòâ êâàäðàòà [0; 1]× [0; 1], P � ãåîìåòðè÷åñêàÿ
âåðîÿòíîñòü (ñì. (8.1.1)) íà B2

B. Ïîýòîìó

P (A) =
L(A)

L(B)
=

3/4

1
=

3

4
.

x

y

0

1

1

1/2

1/2

Ðèñ. 8.1.1: Ê ïðèìåðó 8.1.1

Ïðèì å ð 8.1.2 . Ñòåðæåíü äëèíîé 1 íàóäà÷ó ðàçëà-
ìûâàþò íà òðè ÷àñòè. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî,
÷òî èç îáðàçîâàâøèõñÿ ïðè ýòîì ÷àñòåé ìîæíî ïîñòðî-
èòü òðåóãîëüíèê.

Ðåøåíè å. Ñòåðæåíü äëèíîé 1 óäîáíî èíòåðïðåòè-
ðîâàòü êàê îòðåçîê [0; 1] íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé. Ðàç-
ëàìûâàòü îòðåçîê [0; 1] íà òðè ÷àñòè áóäåì ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íàóäà÷ó áðîñèì íà íåãî äâå òî÷êè è ðàçëîìàåì
îòðåçîê â ýòèõ òî÷êàõ (òî÷êè áóäåì ñ÷èòàòü ðàçëè÷èìû-
ìè, èõ êîîðäèíàòû îáîçíà÷èì x, y). Ïðè ýòîì îáðàçóþòñÿ
òðè îòðåçêà: êðàéíèé ëåâûé (äëèíîé min{x, y}), ñðåäíèé
(äëèíîé |x−y|), êðàéíèé ïðàâûé (äëèíîé 1 − max{x, y}).
Èç ýòèõ îòðåçêîâ ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê, åñëè äëè-
íà êàæäîãî èç íèõ ìåíüøå ñóììû äëèí äâóõ äðóãèõ:{

min{x, y} < |x− y|+ (1−max{x, y});
|x− y| < min{x, y}+ (1−max{x, y});
1−max{x, y} < min{x, y}+ |x− y|.

(8.1.2)

Áðîñàíèå äâóõ òî÷åê íà îòðåçîê [0; 1] ðàâíîñèëüíî áðî-
ñàíèþ îäíîé òî÷êè â êâàäðàò [0; 1]× [0; 1] (ñì. òàêæå ïðè-
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ìåð 8.1.1). Ïðè ýòîì ïàðàì òî÷åê íà îòðåçêå [0; 1], êîîðäè-
íàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (8.1.2), ñîîò-
âåòñòâóþò òî÷êè (x, y) êâàäðàòà [0; 1]× [0; 1], êîîðäèíàòû
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò òåì æå íåðàâåíñòâàì. Îáîçíà÷èì
ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà ÷åðåç A. Åãî óäîáíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

A = A ∩ ({(x, y) : x ≤ y} ∪ {(x, y) : x > y}) =

= (A ∩ {(x, y) : x ≤ y}) ∪ (A ∩ {(x, y) : x > y}) =

= {(x, y) : x < 1/2, x+ 1/2 > y, y > 1/2}∪

∪{(x, y) : y < 1/2, x− 1/2 < y, x > 1/2}

x

y

0

1

1

1/2

1/2

Ðèñ. 8.1.2: Ê ïðèìåðó 8.1.2

Òàê ÷òî âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëü-
íèêà èç ÷àñòåé îòðåçêà ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåðîÿòíîñ-
òè ïîïàäàíèÿ áðîøåííîé â êâàäðàò [0; 1] × [0; 1] òî÷êè â
ìíîæåñòâî A (ñì. ðèñ. 8.1.2, ìíîæåñòâî A çàøòðèõîâàíî).
À ïîñêîëüêó òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó, òî èñêîìàÿ âåðîÿò-
íîñòü âû÷èñëÿåòñÿ êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ:

P (A) =
L(A)

L([0; 1]× [0; 1])
=

1/4

1
=

1

4
.
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Ïðèì å ð 8.1.3 (çàäà÷à Áþôôîíà). Ïëîñêîñòü ðàçãðàô-
ëåíà ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, íàõîäÿùèìèñÿ íà ðàññòî-
ÿíèè 2a îäíà îò îäíîé. Íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó 2 áðîñàþò
èãëó äëèíîé 2l (2l < 2a). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
èãëà ïåðåñå÷åò îäíó èç ïðÿìûõ.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x ðàññòîÿíèå îò ñåðåäè-
íû èãëû äî áëèæàéøåé ïðÿìîé, ÷åðåç ϕ � óãîë ìåæ-
äó èãëîé è ïðÿìîé (ϕ áóäåì îòêëàäûâàòü ïðîòèâ ÷àñî-
âîé ñòðåëêè îò íàïðàâëåíèÿ èãëû äî íàïðàâëåíèÿ ïðÿìîé
(ðèñ. 8.1.3)).

' l sin '

x

2a

Ðèñ. 8.1.3: Èãëà íà ðàçãðàôëåííîé ïëîñêîñòè

Òîãäà èãëà íà ïëîñêîñòè, ðàçãðàôëåííîé ïàðàëëåëü-
íûìè ïðÿìûìè, çàäàåò óïîðÿäî÷åííóþ ïàðó ÷èñåë (ϕ, x),
ϕ ∈ [0, π], x ∈ [0, a]. Òà æå ïàðà ÷èñåë (ϕ, x) çàäàåò íà êî-
îðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ϕ, x òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè (ϕ, x),
ïðèíàäëåæàùóþ ïðÿìîóãîëüíèêó B = [0, π] × [0, a] (ñì.
ðèñ. 8.1.4). È îáðàòíî: êàæäàÿ òî÷êà èç ïðÿìîóãîëüíè-
êà B íà ïëîñêîñòè ϕ, x çàäàåò ïàðó ÷èñåë (ϕ, x), à âìåñòå
ñ íåé è ïîëîæåíèå èãëû îòíîñèòåëüíî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿ-

2Â çàäà÷å îáîðîò �íàóäà÷ó áðîñàþò èãëó� îáîçíà÷àåò ñëåäóþùåå:
1◦ ñåðåäèíà èãëû (òî÷êà) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îòðåçêå äëè-
íîé 2a, ïåðïåíäèêóëÿðíîì ïàðàëëåëüíûì ïðÿìûì; 2◦ óãîë ϕ, îáðà-
çîâàííûé èãëîé ñ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåð-
íî íà ïðîìåæóòêå [0, π]; 3◦ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû x � ðàññòîÿíèå îò
öåíòðà èãëû äî áëèæàéøåé ïðÿìîé � è ϕ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
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ìûõ íà ïëîñêîñòè. Ïîýòîìó áðîñàíèå èãëû íà ïëîñêîñòü,
ðàçãðàôëåííóþ ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè, è ðåãèñòðàöèÿ
åå ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ (ñì. ðèñ. 8.1.3) ðàâíî-
ñèëüíû áðîñàíèþ íàóäà÷ó òî÷êè â ïðÿìîóãîëüíèê
B = [0, π]×[0, a] (ñì. ðèñ. 8.1.4). Ïðè ýòîì èãëà ïåðåñåêàåò
ñ ïðÿìóþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî x ≤ l sinϕ (ñì. ðèñ. 8.1.3) èëè, ÷òî òî æå, êîãäà
áðîøåííàÿ â ïðÿìîóãîëüíèê B = [0, π]× [0, a] òî÷êà ïîïà-
äàåò â îáëàñòü A, îãðàíè÷åííóþ êðèâîé x = l sinϕ è îñüþ
Oϕ (ñì. ðèñ. 8.1.4). À ïîñêîëüêó òî÷êó áðîñàþò íàóäà÷ó,
òî âåðîÿòíîñòü p ïîïàäàíèÿ òî÷êè â ìíîæåñòâî A (âå-
ðîÿòíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ èãëîé ïðÿìîé), âû÷èñëÿåòñÿ êàê
ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü (ñì. (8.1.1)). Ñëåäîâàòåëüíî.

p =
1

aπ

π∫
0

l sinϕdϕ =
2l

aπ
.

Èíòåðåñíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà π.

0

x

a

x = l sin '

π '

Ðèñ. 8.1.4: Ê çàäà÷å Áþôôîíà

Ïðåäñòàâèì, ÷òî èãëà áðîøåíà íà ïëîñêîñòü n ðàç
(n � áîëüøîå), ïðè ýòîì èãëà m ðàç ïåðåñåêëà ïðÿìóþ.
Åñëè ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü àäåêâàòíî îïèñûâàåò ýêñïåðè-
ìåíò, òî ïðè áîëüøèõ n ÷àñòîòà m/n ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé
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èãëîé ïðÿìîé äîëæíà áûòü áëèçêà ê âåðîÿòíîñòè p, ò. å.
2l
aπ ≈

m
n . Îòñþäà

π ≈ 2l

a

n

m
.

8.2 Çàäà÷è

ÀÇ: 8.1◦(1, 2, 3, 10), 8.2◦(1, 2, 3), 8.4(1, 7, 11, 14), 8.12◦,
8.18, 8.20, 8.29, 8.31.

ÑÇ: 8.3◦(3, 6, 8), 8.4(2, 10, 15), 8.11◦, 8.16, 8.17◦, 8.19,
8.25, 8.28, 8.30.

8.1◦. Â êâàäðàò [0;1]×[0;1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî åå êîîðäèíàòû (x, y) ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèÿìè:

1) xy ≤ 1/2; 6) x2 + y2 < 1/4;
2) min{e−x, √y} ≥ e−1/2; 7) x+ y ≤ 1/3;
3) min{y − x2, x− y2} ≥ 0; 8) y + 1/2 ≤ 1/x;
4) max{y − e−x, y − 3/4} ≥ 0; 9) y < x2/2;
5) y > −x2 + 1/9; 10) |y − x| ≥ 2/3.

8.2◦. Â êâàäðàò [0;1]×[0;1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Îáî-
çíà÷èì åå êîîðäèíàòû ÷åðåç (x, y).

Íàéòè âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
1) ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè x è y áîëü-

øå 1/2;
2) ðàññòîÿíèå îò áðîøåííîé òî÷êè äî íà÷àëà êîîðäè-

íàò ìåíüøå 1/4;
3) ðàññòîÿíèå îò áðîøåííîé òî÷êè äî òî÷êè (1,1) áîëü-

øå 1;
4) ðàññòîÿíèå îò áðîøåííîé òî÷êè äî òî÷êè (0,1) ìåíü-

øå 1.
8.3◦. Íà îòðåçîê [0;1] íàóäà÷ó áðîñàþò ïàðó òî÷åê.

Ïóñòü x � êîîðäèíàòà îäíîé òî÷êè, y � äðóãîé. Íàéòè
âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:
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1) max{x, y} < 1/2; 8) max{x2, y} < a, 0 < a < 1;
2) max{x, y} > 1/3; 9) max{x, y2} > a, 0 < a < 1;
3) min{x, y} < 1/4; 10) yex ≤ 1;
4) min{x, y} > 1/2; 11) y +

√
1− x2 − 1 ≥ 0;

5) x+
√

1− y2 ≤ 1; 12) y +
√
x− x2 ≤ 1.

6) y +
√

2x− x2 ≤ 1; 13) x2 − y2 − x+ y ≥ 0.
7) x+

√
y − y2 ≥ 1; 14) (y − x)(y − 1/2) ≥ 0.

8.4. Íà îòðåçîê [−2; 2] íàóäà÷ó áðîñàþò ïàðó òî÷åê.
Ïóñòü x � êîîðäèíàòà îäíîé òî÷êè, y � äðóãîé. Íàéòè
âåðîÿòíîñòè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:

1) x+ |x| = y + |y|; 8) (y − 2x)(y + 2x) ≥ 0;
2) x− |x| = y − |y|; 9) (|x|+ |y| − 1)(|x|+ |y| − 2) ≤ 0;
3) [y] = [x]; 10) |x− 1|+ |y − 1| ≤ 1;
4) [y] = −[x]; 11) (y − x)(y + x− 2) ≥ 0;
5) [y] = [x− 1]; 12) ([y]− [x])({y} − {x}) ≥ 0;
6) {y} ≤ {x}; 13) (x− signx)2 + (y − sign y)2 ≤ 1;
7) |x|+ |y| ≤ 1; 14) |x− signx|+ |y − sign y| ≤ 1;
15) (|x− 1|+ |y − 1| − 1)(|x− 1|+ |y − 1| − 2) ≤ 0;
16) ((x− signx)2 + (y − sign y)2 − 1)(|x− signx|+
+ |y − sign y| − 1) ≤ 0;

(Çäåñü [a] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a, {a} = a− [a] � äðîáíàÿ
÷àñòü ÷èñëà a.)

8.5◦. Íà ïàðêåòíûé ïîë áðîñàþò ìîíåòó ðàäèóñà r.
Ïàðêåò èìååò ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíàìè a
è b (a < b, 2r < a).

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà ïåðåñå÷åò ìåíü-
øóþ ñòîðîíó êàêîãî-íèáóäü ïðÿìîóãîëüíèêà, åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî îíà ïåðåñåêëà îäíó èç ñòîðîí.

8.6. Íà îòðåçêå äëèíîé l íàóäà÷ó âûáðàíû äâå òî÷êè.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè íå
ïðåâîñõîäèò kl (0 < k < 1)?

8.7. Äâà ñóäíà äîëæíû ïîäîéòè ê îäíîìó ïðè÷àëó.
Ìîìåíòû ïðèõîäà ñóäåí ê ïðè÷àëó � íåçàâèñèìûå ñëó-
÷àéíûå ñîáûòèÿ, ðàâíîâîçìîæíûå íà ïðîòÿæåíèè ñóòîê.
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îäíî èç ñóäåí áóäåò âûíóæ-
äåíî æäàòü îñâîáîæäåíèÿ ïðè÷àëà, åñëè âðåìÿ ñòîÿíêè
ïåðâîãî ñóäíà (ñóäíà íîìåð 1) � 1 ÷àñ, à âòîðîãî � 2 ÷àñà.
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8.8◦. Íà ïàðêåòíûé ïîë íàóäà÷ó áðîñàþò ìîíåòó äèà-
ìåòðà d. Ïàðêåò èìååò ôîðìó êâàäðàòîâ ñî ñòîðîíîé a
(a > d). Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà íå ïåðåñå÷åò
íè îäíó èç ñòîðîí êâàäðàòîâ ïàðêåòà.

8.9. Â êðóã ðàäèóñà R íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Íàéòè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà îêàæåòñÿ âíóòðè ïðàâèëüíî-
ãî n-óãîëüíèêà, âïèñàííîãî â êðóã.

8.10. Íà îêðóæíîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â
íà÷àëå êîîðäèíàò íàóäà÷ó âûáèðàþò òî÷êó. Íàéòè âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) ïðîåêöèÿ òî÷êè íà îñü Ox íàõîäèòñÿ
îò öåíòðà îêðóæíîñòè íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâûøàþùåì r
(r < 1); á) ðàññòîÿíèå îò âûáðàííîé òî÷êè äî òî÷êè ñ êî-
îðäèíàòàìè (1; 0) íå ïðåâûøàåò r.

8.11◦. Â êðóã ðàäèóñà R íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Íàé-
òè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàññòîÿíèå îò ýòîé òî÷êè äî öåí-
òðà êðóãà: 1) íå ïðåâûøàåò r; 2) áîëüøå r.

8.12◦. Â êðóã ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå O íàóäà÷ó
íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé áðîñàþò N òî÷åê.

Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:
1) ðàññòîÿíèå îò öåíòðà êðóãà äî ñàìîé óäàëåííîé

òî÷êè íå ïðåâûøàåò r (r < R);
2) ðàññòîÿíèå îò öåíòðà êðóãà äî áëèæàéøåé òî÷êè

ïðåâûøàåò r (r < R);
3) âñå òî÷êè ïîïàäóò â êðóã ðàäèóñà r (r < R) ñ öåí-

òðîì â òî÷êå O;
4) íè îäíà òî÷êà íå ïîïàäåò â êðóã ðàäèóñà r (r < R)

ñ öåíòðîì â òî÷êå O;
5) âñå òî÷êè ïîïàäóò â êðóã ðàäèóñà r (r < R), ñîäåð-

æàùèéñÿ â äàííîì êðóãå;
6) íè îäíà òî÷êà íå ïîïàäåò â êðóã ðàäèóñà r (r < R),

ñîäåðæàùèéñÿ â äàííîì êðóãå;
7) âñå òî÷êè ïîïàäóò â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a, ñîäåð-

æàùèéñÿ â äàííîì êðóãå;
8) íè îäíà òî÷êà íå ïîïàäåò â êâàäðàò ñî ñòîðîíîé a,

ñîäåðæàùèéñÿ â äàííîì êðóãå.
8.13. Íà îòðåçîê AB äëèíîé a íàóäà÷ó íåçàâèñèìî

îäíà îò äðóãîé áðîñàþò ïÿòü òî÷åê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî äâå òî÷êè îêàæóòñÿ íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì b
(b < a) îò òî÷êè A, à òðè � íà ðàññòîÿíèè, áîëüøåì b.

8.14. Èç íàáëþäåíèé (ñ òåëåñêîïîì è ñïåêòðîìåòðîì)
ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ðÿä õèìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, íàé-
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äåííûõ â çåìíîé êîðå, ïðåäñòàâëåí òàêæå è íà Ñîëíöå.
Ýòî çàêëþ÷åíèå îñíîâàíî íà ôèçè÷åñêîì çàêîíå, îòêðû-
òîì Ãóñòàâîì Êèðõãîôîì, ñîãëàñíî êîòîðîìó ïàðû ýëå-
ìåíòîâ ïîãëîùàþò â òî÷íîñòè òå æå ëó÷è ñâåòà, êîòî-
ðûå îíè èçëó÷àþò (ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå õèìè÷åñêèå
ýëåìåíòû ïðåâðàùàþòñÿ â ñâåòÿùèåñÿ ïàðû). Ïîëüçóÿñü
ïðèçìîé, ìîæíî îáíàðóæèòü â èçëó÷åíèè Ñîëíöà (â ñîë-
íå÷íîì ñïåêòðå) íåêîòîðóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàë-
ëåëüíûõ ëèíèé (ôðàóíãîôåðîâû ëèíèè). Ìû ìîæåì îá-
íàðóæèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàëëåëüíûõ ñïåêòðàëü-
íûõ ëèíèé òàêæå â èçëó÷åíèè äðóãèõ ýëåìåíòîâ, â ÷àñò-
íîñòè, æåëåçà. (Â êà÷åñòâå ìîäåëè ôðàóíãîôåðîâûõ ëè-
íèé (è ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé èçëó÷åíèÿ õèìè÷åñêèõ ýëå-
ìåíòîâ) áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàðàë-
ëåëüíûõ ëèíèé íà ïëîñêîñòè.)

Â íàáëþäåíèÿõ Ã. Êèðõãîôà 60 ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé
èçëó÷åíèÿ æåëåçà ñîâïàëè3 ñ ôðàóíãîôåðîâûìè ëèíè-
ÿìè èçëó÷åíèÿ Ñîëíöà. Îöåíèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ýòè ñîâïàäåíèÿ ñëó÷àéíû, åñëè íà øêàëå, èñïîëüçîâàí-
íîé Ã. Êèðõãîôîì, ëèíèè íà ðàññòîÿíèè ìåíüøåì 0,5 ìì
óæå íåðàçëè÷èìû, à ñðåäíåå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîñåäíè-
ìè ñîëíå÷íûìè ôðàóíãîôåðîâûìè ëèíèÿìè ðàâíî 2 ìì.

8.15. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò òðè òî÷êè,
ξ, η, ζ � èõ êîîðäèíàòû.

1. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç îòðåçêîâ äëè-
íîé ξ, η, ζ ìîæíî ïîñòðîèòü òðåóãîëüíèê.

2. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ξ + η + ζ ≤ 3/2.
3. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî max{ξ, η, ζ} ≤ t,

0 < t < 1.
8.16. Äâà ëèöà, ðåøèâ âñòðåòèòüñÿ â òå÷åíèå ÷àñà, äî-

ãîâîðèëèñü, ÷òî êàæäûé íåçàâèñèìî îò äðóãîãî ïðèõîäèò
íà ìåñòî âñòðå÷è â íàóäà÷ó âûáðàííûé ìîìåíò óêàçàííî-
ãî ÷àñà.

1. Åñëè ëèöà äîãîâîðèëèñü, ÷òî êàæäûé îæèäàåò â òå-
÷åíèå âðåìåíè t (t < 1), ïîñëå ÷åãî óõîäèò ñ ìåñòà âñòðå-
÷è, òî êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñòðå÷à ñîñòîèòñÿ?

3Çàìåòèì, ÷òî íèêàêîå ôèçè÷åñêîå íàáëþäåíèå íå ÿâëÿåòñÿ àá-
ñîëþòíî òî÷íûì. Ïîýòîìó äâå ëèíèè, êîòîðûå ìû ñ÷èòàåì ñîâïàäà-
þùèìè, â äåéñòâèòåëüíîñòè ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, íî â ïðåäåëàõ
òî÷íîñòè íàøèõ íàáëþäåíèé ìû íå ìîæåì èõ ðàçëè÷èòü.
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2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äàííîå ëèöî ïðèäåò
íà ìåñòî âñòðå÷è: à) ðàíüøå äðóãîãî; á) ðàíüøå äðóãîãî
íà âðåìÿ, íå ìåíüøåå ÷åì q (q < 1)?

8.17◦. Â ñôåðó ðàäèóñà R, ñ öåíòðîì â òî÷êå O íà-
óäà÷ó íåçàâèñèìî îäíó îò äðóãîé áðîñèëè N òî÷åê. Âû-
÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

1) ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî ñàìîé óäàëåííîé òî÷êè íå
ïðåâûøàåò r (r < R);

2) ðàññòîÿíèå îò öåíòðà äî áëèæàéøåé òî÷êè ïðåâû-
øàåò r (r < R);

3) âñå òî÷êè ïîïàäóò â ñôåðó ðàäèóñà r (r < R) ñ
öåíòðîì â òî÷êå O;

4) íè îäíà òî÷êà íå ïîïàäåò â ñôåðó ðàäèóñà r (r < R)
ñ öåíòðîì â òî÷êå O;

5) âñå òî÷êè ïîïàäóò â ñôåðó ðàäèóñà r (r < R), ñî-
äåðæàùóþñÿ â äàííîé ñôåðå;

6) íè îäíà òî÷êà íå ïîïàäåò â ñôåðó ðàäèóñà r (r < R),
ñîäåðæàùóþñÿ â äàííîé ñôåðå;

7) âñå òî÷êè ïîïàäóò â êóá ñî ñòîðîíîé a, ñîäåðæà-
ùèéñÿ â äàííîé ñôåðå;

8) íè îäíà òî÷êà íå ïîïàäåò â ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàë-
ëåëåïèïåä ñî ñòîðîíàìè a, b, c, ñîäåðæàùèéñÿ â äàííîé
ñôåðå.

8.19. Íà îòðåçêå [−1; 1] íàóäà÷ó âûáèðàþò äâå òî÷êè.
Ïóñòü p è q � êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî êâàäðàòíîå óðàâíåíèå x2 + px+ q = 0: 1) èìååò
äåéñòâèòåëüíûå êîðíè; 2) íå èìååò äåéñòâèòåëüíûõ êîð-
íåé.

8.20. Íà îòðåçîê íàóäà÷ó îäíó çà îäíîé áðîñàþò òðè
òî÷êè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåòüÿ ïî ñ÷åòó òî÷-
êà ïîïàäåò ìåæäó äâóìÿ ïåðâûìè?

8.21◦. Â êðóã âïèñàí êâàäðàò. Òî÷êó íàóäà÷ó áðîñà-
þò â êðóã. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà ïîïàäåò â
êâàäðàò.

8.22∗. Ïóñòü x = (x1, x2) � êîîðäèíàòû òî÷êè, íàóäà-
÷ó áðîøåííîé â êâàäðàò [0; 1]× [0; 1]. Ïðè êàêèõ çíà÷åíè-
ÿõ r ñîáûòèÿ Ar = {|x1 − x2| ≥ r} è Br = {x1 + x2 ≤ 3r}
íåçàâèñèìû?
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8.23. Ïóñòü x = (x1, x2) � êîîðäèíàòû òî÷êè, íàóäà÷ó
áðîøåííîé â êâàäðàò [0; 1]× [0; 1],

A1 = {(x1, x2) : x1 ≤ 1/2}, A2 = {(x1, x2) : x2 ≤ 1/2},

A3 = {(x1, x2) : (x1 − 1/2)(x2 − 1/2) ≤ 0}.
Äîêàçàòü, ÷òî ëþáûå äâà èç ñîáûòèé A1, A2, A3 íåçàâèñè-
ìû, íî âñå òðè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.

8.24. Ïëîñêîñòü ðàçáèòà ñåòêîé ïðÿìûõ: 1) íà êâàä-
ðàòû ñî ñòîðîíîé 1; 2) íà ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ñî
ñòîðîíîé 1.

Íà ïëîñêîñòü íàóäà÷ó áðîñàþò ìîíåòó äèàìåòðà 1.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà íàêðîåò îäíó èç âåð-
øèí ñåòêè?

8.25. Íà îòðåçêå [0; 1] íàóäà÷ó ïîñëåäîâàòåëüíî âûáè-
ðàþò òðè ÷èñëà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

1) ÷èñëî, âûáðàííîå ïîñëåäíèì, íàèáîëüøåå;
2) ÷èñëà âûáðàíû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ?
8.26.Îòðåçîê ðàçäåëèëè íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðè òî÷êè, íàóäà÷ó áðîøåííûå íà
îòðåçîê, ïîïàäóò â òðè ðàçíûå ÷àñòè?

8.27∗. Ìîíåòó, ðàäèóñ êîòîðîé r è âûñîòà h, íàóäà-
÷ó áðîñàþò íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà ñòàíåò íà ðåáðî.

8.28. Íà îòðåçîê [0; 1], ðàçäåëåííûé íà òðè ðàâíûå ÷à-
ñòè, íàóäà÷ó áðîñàþò òðè òî÷êè. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòè
ñëåäóþùèõ ñîáûòèé:

1) âñå òðè òî÷êè ïîïàäóò íà îäíó ÷àñòü;
2) çàíÿòûìè îêàæóòñÿ íå ìåíåå äâóõ ÷àñòåé;
3) íà ñðåäíþþ ÷àñòü íå ïîïàäåò íè îäíà òî÷êà;
4) íà êðàéíèå ÷àñòè íå ïîïàäåò íè îäíà òî÷êà.
8.29. Íà îêðóæíîñòè íàóäà÷ó âûáèðàþò òðè òî÷êè.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè
â ýòèõ òî÷êàõ îñòðîóãîëüíûé?

8.30. Íà îêðóæíîñòè íàóäà÷ó âûáðàíû òðè òî÷êè.
Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òðåóãîëüíèêå ñ âåð-
øèíàìè â ýòèõ òî÷êàõ:

1) èìååòñÿ óãîë ìåíüøèé 30◦;
2) âñå óãëû áîëüøå 30◦;
3) èìååòñÿ óãîë 90◦.
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8.314. Íà îêðóæíîñòè íàóäà÷ó âûáðàíû òî÷êè A,B,
C,D. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòðåçêè AC è BD
ïåðåñåêàþòñÿ.

8.32∗. Íà ïëîñêîé ãîðèçîíòàëüíî ðàçìåùåííîé ôîëü-
ãå íàõîäèòñÿ òî÷å÷íûé èñòî÷íèê ðàäèîàêòèâíîãî èçëó-
÷åíèÿ, ïîñûëàþùèé ëó÷è ðàâíîìåðíî âî âñåõ íàïðàâëå-
íèÿõ ïðîñòðàíñòâà. Åñëè ïàðàëëåëüíî ôîëüãå íà åäèíè÷-
íîì ðàññòîÿíèè îò íåå ïîñòàâèòü ýêðàí, òî íà íåì ìîæíî
íàáëþäàòü òî÷å÷íûå âñïûøêè, âûçâàííûå ðàäèîàêòèâ-
íûì èçëó÷åíèåì. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî î÷åðåäíàÿ
âñïûøêà áóäåò íàáëþäàòüñÿ íà ýêðàíå âíóòðè êðóãà ðà-
äèóñà R, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íàä èñòî÷íèêîì èçëó-
÷åíèÿ.

8.33∗.Øàðèêîïîäøèïíèê ìîæíî ñîáðàòü, åñëè ðàäè-
óñ R âíåøíåãî êîëüöà, ðàäèóñ r âíóòðåííåãî êîëüöà è
äèàìåòð d øàðèêà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

0 ≤ R− r − d ≤ δ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R, r, d � íåçàâèñèìûå è ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî íà îòðåçêàõ [50,0; 51,0],
[40,0; 41,0], [9,5; 10,0] ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî øàðèêîïîäøèïíèê áóäåò
ñîáðàí, åñëè δ = 0, 5.

8.34. Ïðÿìàÿ ðàçáèòà òî÷êàìè ñ øàãîì d. Ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè nd, n = . . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . ., � êîîðäè-
íàòû òî÷åê äåëåíèÿ. Íà ïðÿìóþ íàóäà÷ó áðîñàþò îòðåçîê
ñëó÷àéíîé äëèíû ξ, ãäå ξ � êîîðäèíàòà íàóäà÷ó âûáðàí-
íîé íà îòðåçêå [0, d] òî÷êè.

Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòðåçîê �íàêðîåò�
îäíó èç òî÷åê äåëåíèÿ.

8.35◦. Â åäèíè÷íûé êâàäðàò íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó.
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà áóäåò íàõîäèòüñÿ îò
öåíòðà êâàäðàòà íà ðàññòîÿíèè, ìåíüøåì 1/3, åñëè èç-
âåñòíî, ÷òî îò êàæäîé èç ñòîðîí êâàäðàòà îíà óäàëåíà
áîëåå ÷åì íà 1/6?

8.36◦. Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíû ïàðàëëåëüíûå ïðÿ-
ìûå, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ñîñòàâëÿåò 2a. Íà ïëîñ-
êîñòü íàóäà÷ó áðîñàþò ìîíåòó ðàäèóñà r (r < a). Êàêîâà

4
Âàñèëüåâ Í. Á. Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè // Êâàíò. � 1991.

� N1. � Ñ.47 � 53.
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âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà íå ïåðåñå÷åò íè îäíîé èç
ïðÿìûõ?

8.37◦. Íà îòðåçîê äëèíîé L íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó.
Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà óïàäåò íå äàëåå,
÷åì íà l (l < L/2) îò ñåðåäèíû îòðåçêà.

8.38◦. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé 1. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òàêèõ ñî-
áûòèé:

à) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ôèêñèðîâàííîé ñòîðîíû
êâàäðàòà íå ïðåâûøàåò x;

á) ðàññòîÿíèå îò òî÷êèA äî áëèæàéøåé ñòîðîíû êâàä-
ðàòà íå ïðåâûøàåò x;

â) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî öåíòðà êâàäðàòà íå ïðå-
âûøàåò x;

ã) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû
êâàäðàòà íå ïðåâûøàåò x.

8.39◦. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
â ïðÿìîóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè 1 è 2. Íàéòè âåðîÿòíîñòè
òàêèõ ñîáûòèé:

à) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî áëèæàéøåé ñòîðîíû ïðÿ-
ìîóãîëüíèêà íå ïðåâûøàåò x;

á) ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî îáîèõ äèàãîíàëåé ïðÿìî-
óãîëüíèêà íå ïðåâûøàåò x.

8.40◦. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
â êâàäðàòå ñî ñòîðîíîé a. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè A äî áëèæàéøåé ñòîðîíû êâàäðàòà
ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò A äî áëèæàéøåé äèàãîíàëè êâàä-
ðàòà.

8.41◦. Ñëó÷àéíàÿ òî÷êà X ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
â êâàäðàòå A = {(x, y) : |x| ≤ a, |y| ≤ a}. Íàéòè âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî êâàäðàò ñ öåíòðîì â òî÷êå X è ñòîðîíàìè
äëèíîé b, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, ïîëíîñòüþ ñî-
äåðæèòñÿ â êâàäðàòå A.



Ãëàâà 9

Ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

9.1 Ôóíêöèÿ è ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ôóíêöèÿ èñõîäà ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî ýêñïåðèìåíòà (ñì. ãë. 5) ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷å-
íèÿ íå òîëüêî èç êîíå÷íîãî èëè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, åå
çíà÷åíèÿ ìîãóò �çàïîëíÿòü� ïðîìåæóòêè. Íàïðèìåð, âðå-
ìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà, ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ, . . .
Ôîðìàëüíî ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó îïðåäåëÿþò ñëåäóþùèì
îáðàçîì.

Îïð å ä å ë å í è å. Ïóñòü {Ω,F, P} � âåðîÿòíîñòíîå
ïðîñòðàíñòâî. Ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ ξ = ξ(ω) íà Ω ñî çíà÷åíèÿìè â R1, òàêóþ, ÷òî äëÿ
êàæäîãî x ∈ R1

{ω : ξ(ω) < x} ∈ F.

Ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Åñëè ξ è η � ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ

ξ + η, ξ − η, ξη, ξ/η

(ïîñëåäíÿÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî η 6= 0).
Ôóíêöèÿ îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíîé. Ïîäðîáíåå, åñëè ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, g �
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áîðåëåâñêàÿ1 ôóíêöèÿ íà R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1, òî g(ξ)
� ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Åñëè ξ1, ξ2, . . . , ξn . . . � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî ñëó-
÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ÿâëÿþòñÿ

sup
n
ξn, inf

n
ξn, limξn, limξn,

â ÷àñòíîñòè, ïðåäåë lim ξn (åñëè îí ñóùåñòâóåò) ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îïèñûâàåòñÿ ñâîèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì

Pξ : xi → Pξ(xi) = P{ξ = xi}.

Â îáùåé ñèòóàöèè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ îïèñûâàåòñÿ òàê
íàçûâàåìîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, ïî êîòîðîé âñåãäà
ìîæíî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ξ â ëþáîé çà-
äàííûé ïðîìåæóòîê [a, b).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèþ

Fξ(x) = P{ω : ξ(ω) < x}, x ∈ R1,

íàçûâàþò ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.
Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ñëó÷àéíîé âå-

ëè÷èíû ξ.
1. 0 ≤ Fξ(x) ≤ 1.
2. Fξ(x) � íåóáûâàþùàÿ: åñëè x1 < x2, òî

Fξ(x1) ≤ Fξ(x2).

3. Fξ(x) íåïðåðûâíà ñëåâà.
4. lim

x→−∞
Fξ(x) = 0, lim

x→+∞
Fξ(x) = 1.

5. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a è b (a < b)

P{ξ ∈ [a, b)} = Fξ(b)− Fξ(a).

1Ôóíêöèÿ g : R1 → R1 áîðåëåâñêàÿ, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî áî-
ðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B åãî ïðîîáðàç g−1(B) � áîðåëåâñêîå ìíî-
æåñòâî. Íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ áîðåëåâñêèìè, íî êëàññ
áîðåëåâñêèõ ôóíêöèé çíà÷èòåëüíî øèðå.
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6. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x0

P{ξ = x0} = Fξ(x0 + 0)− Fξ(x0 − 0).

Ôóíêöèþ

Pξ(B) = P{ω : ξ(ω) ∈ B}, B ∈ B1,

îïðåäåëåííóþ íà êëàññå B1 áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðÿ-
ìîé, áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.
Åñëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (x) =

x∫
−∞

p(t)dt, x ∈ R1, (9.1.1)

òî ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå (àáñîëþòíî íåïðåðûâíà),
à ôóíêöèþ p(x) íàçûâàþò ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

Ïî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ âñåãäà ìîæíî âû÷èñëèòü P{ξ ∈ [a, b)}:

P{ξ ∈ [a, b)} =

b∫
a

p(x)dx. (9.1.2)

Íåïîñðåäñòâåííî èç ðàâåíñòâà (9.1.1) ñëåäóåò, ÷òî ïî÷-
òè äëÿ âñåõ x

d

dx
F (x) = p(x),

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íåîò-
ðèöàòåëüíà è

+∞∫
−∞

p(x)dx = 1.
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Âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ g(ζ) ïî ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ζ. Ïóñòü ζ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1 è p(x) � åå ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, g(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà R1

ñî çíà÷åíèÿìè â R1. Òîãäà

P{g(ζ) ∈ B} =

∫
x:g(x)∈B

p(x)dx, (9.1.3)

â ÷àñòíîñòè

P{g(ζ) < t} =

∫
x:g(x)<t

p(x)dx, (9.1.4)

P{ζ ∈ B} =

∫
B

p(x)dx. (9.1.5)

9.2 Ôóíêöèÿ è ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà

Îïð å ä å ë å í è å. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F, P}. Ôóíê-
öèþ ξ = ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) áóäåì íàçûâàòü
ñëó÷àéíûì âåêòîðîì, èëè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà-
÷åíèÿìè â Rn.

Åñëè ξ1, ξ2, . . . , ξn � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî

{ω : ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn(ω) < xn} ∈ F

(äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1, x2, . . . , xn).
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèþ
F (x1, x2, . . . , xn) =

= P{ω : ξ1(ω) < x1, ξ2(ω) < x2, . . . , ξn(ω) < xn},
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îïðåäåëåííóþ íà Rn, áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèþ

Pζ : B → Pζ(B) = P{ω : ζ(ω) ∈ B} =

= P{ω : (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ∈ B}, B ∈ Bn,

îïðåäåëåííóþ íà êëàññå Bn áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ ïðî-
ñòðàíñòâà Rn, áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíî-
ãî âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Åñëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x1, x2,
. . . , xn) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå

F (x1, x2, . . . , xn) =

=

x1∫
−∞

x2∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

p(t1, t2, . . . , tn)dtndtn−1 . . . dt1, (9.2.1)

òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âåêòîð ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èìååò
àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå (âåêòîð àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíûé), à ôóíêöèþ p(x1, x2, . . . , xn) íàçûâàþò
åãî ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ, èëè ñîâìåñòíîé ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ p(x1, x2, . . . , xn) ñëó÷àéíîãî
âåêòîðà ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) íåîòðèöàòåëüíà è

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

. . .

+∞∫
−∞

p(t1, t2, . . . , tn)dtndtn−1 . . . dt1 = 1.

Âû÷èñëåíèå ðàñïðåäåëåíèÿ g(ζ) ïî ïëîòíîñòè
ðàñïðåäåëåíèÿ ζ. Ïóñòü ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � àáñîëþò-
íî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (âåêòîð) ñî çíà÷å-
íèÿìè â Rn è p(x1, x2, . . . , xn) � åå ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ, g(x1, x2, . . . , xn) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà Rn
ñî çíà÷åíèÿìè â Rl, B � áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî â Rl.
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Òîãäà

P{g(ζ) ∈ B} =

∫
x:g(x)∈B

p(x)dx, x ∈ Rn, (9.2.2)

â ÷àñòíîñòè

P{ζ ∈ B} =

∫
B

p(x)dx, x ∈ Rn. (9.2.3)

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äèñêðåòíîå, òî
ðàñïðåäåëåíèå g(ζ) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (5.1.1) è
(5.1.2).

Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn ñî çíà÷åíèÿìè â R1 áóäåì íàçû-
âàòü íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1, x2, . . .
. . . , xn ∈ R1

P{ξ1 < x1, ξ2 < x2, . . . , ξn < xn} =

= P{ξ1 < x1}P{ξ2 < x2} . . . P{ξn < xn}.
Åñëè ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå àáñîëþòíî íåïðå-

ðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíî-
ñòÿìè ðàñïðåäåëåíèé p1(x1), p2(x2), . . . , pn(xn), òî ñóùå-
ñòâóåò ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü p(x1, x2, . . . , xn) ðàñïðåäåëå-
íèÿ ýòèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è îíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ
ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé p1(x1), p2(x2), . . . , pn(xn):

p(x1, x2, . . . , xn) = p1(x1)p2(x2) . . . pn(xn).

Ïðèì å ð 9.2.1 . Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå
îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ
ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x):

p(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Âûïèñàòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn.
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Ð åø å í è å. Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn íåçàâèñèìû è àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå, òî ñóùå-
ñòâóåò ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü p(x1, x2, . . . , xn) ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, è îíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëå-
íèé p(x1), p(x2), . . . , p(xn) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn:

p(x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

p(xi) =

n∏
i=1

1√
2πσ2

exp

{
−(xi − a)2

2σ2

}
=

=

(
1√

2πσ2

)n
exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − a)2

}
.

Ïðèì å ð 9.2.2. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè pξ(s) è
pη(t). Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ζ = ξ + η.

Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
Fζ(z) ñóììû ζ = ξ + η. Ïî îïðåäåëåíèþ

Fζ(z) = P{ζ < z} = P{ξ + η < z}.

Âû÷èñëèì P{ξ + η < z}. Ïîñêîëüêó ξ è η � íåçàâè-
ñèìûå, òî ñóùåñòâóåò ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ p(s, t) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η, ïðè ýòîì p(s, t) =
= pξ(s)pη(t). Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ (9.2.2), ðàññìîòðåâ â
êà÷åñòâå x ïàðó (s, t) ∈ R2, â êà÷åñòâå g(x) � ôóíêöèþ
g(s, t) = s + t, à â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà B � ïðîìåæóòîê
(−∞, x). Èìååì

Fζ(z) = P{ξ + η < z} =

=

∫ ∫
(s,t):s+t<z

p(s, t)dsdt =

∫ ∫
(s,t):s+t<z

pξ(s)pη(t)dsdt =

=

+∞∫
−∞

 z−t∫
−∞

pξ(s)ds

 pη(t)dt =
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=

+∞∫
−∞

 z∫
−∞

pξ(u− t)du

 pη(t)dt =

=

z∫
−∞

 +∞∫
−∞

pξ(u− t)pη(t)dt

 du.

Òàêèì îáðàçîì,

Fζ(z) =

z∫
−∞

 +∞∫
−∞

pξ(u− t)pη(t)dt

 du.

Ïîýòîìó ïî îïðåäåëåíèþ (ñì. (9.1.1)) ôóíêöèÿ

p(u) =

+∞∫
−∞

pξ(u− t)pη(t)dt (9.2.4)

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ζ = ξ + η.

Ïëîòíîñòü p(u), îïðåäåëåííóþ ðàâåíñòâîì (9.2.4), íà-
çûâàþò ñâåðòêîé ïëîòíîñòåé pξ(t) è pη(t).

Ï ð èì å ð 9.2.3 . Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàâè-
ñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðå-
äåëåíèÿ F (x). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.

Ðåøåíè å. Îáîçíà÷èì η = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Ïî îï-
ðåäåëåíèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Fη(x) = P{η < x}.

Îòñþäà

1− Fη(x) = 1− P{η < x} = P{η ≥ x} =

= P{min{ξ1, ξ2, . . . , ξn} ≥ x} =
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= P{ξ1 ≥ x, ξ2 ≥ x, . . . , ξn ≥ x} =
n∏
i=1

P{ξi ≥ x} =

=

n∏
i=1

(1− F (x)) = (1− F (x))n

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåçàâèñèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn). Ñëåäîâàòåëüíî,

Fη(x) = 1− (1− F (x))n.

9.3 Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ íà R1

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
(a;σ2) (ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå, ðàñïðåäåëåíèå Na;σ2),
åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ èìååò ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà îòðåçêå [a; b],
åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
1

b− a, åñëè x ∈ [a; b];

0, åñëè x 6∈ [a; b].

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìå-
åò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (ν; θ), θ > 0, ν > 0,
åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx} , åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.
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Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì θ,
åñëè åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
θ exp{−θx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäå-
ëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (1; θ).

Ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà ñ ïàðàìåòðàìè (m; θ), åñëè åå
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
θm

(m− 1)!
xm−1 exp {−θx} , åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì
ñ ïàðàìåòðàìè (m; θ), m = 1, 2, . . .

Ðàñïðåäåëåíèå χ2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñ-
ïðåäåëåíèå χ2 ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, åñëè åå ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =


(

1
2

)n/2
Γ
(
n
2

) xn/2−1 exp
{
−1

2x
}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ÿâëÿåòñÿ ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè (n/2; 1/2).

Ðàñïðåäåëåíèå Êîøè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðîì a, åñëè åå ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =
1

π

a

a2 + x2
.

Ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (µ;σ2), åñëè åå ïëîò-
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íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

 1√
2πσ2x

exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî ñ ïàðàìåòðàìè (λ; θ), åñëè åå
ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
θλθ

xθ+1 , åñëè x > λ;

0, åñëè x ≤ λ,

λ > 0, θ > 2.

9.4 Çàäà÷è

ÀÇ: 9.2◦, 9.4◦(5), 9.5, 9.6, 9.12∗, 9.14, 9.19, 9.23, 9.28.
ÑÇ: 9.1◦, 9.4◦(1−4, 6), 9.7, 9.10, 9.16, 9.24, 9.25, 9.29, 9.38,

9.42.
9.1◦. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè x 6∈ [−1; 1];

1− |x|, åñëè x ∈ [−1; 1].

Âû÷èñëèòü P{ξ2 > 1/4}.
9.2◦. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà

íà îòðåçêå [−1; 3]. Âû÷èñëèòü P{|ξ| ≥ 1/2}.
9.3◦. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ àáñîëþòíî

íåïðåðûâíî ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =
1

π

1

1 + x2
.

Âû÷èñëèòü: 1)P{−
√

3 ≤ ξ ≤ 1}; 2)P{|ξ| ≥
√

3}.
9.4◦. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò ïàðó òî÷åê.

Ïóñòü ξ � êîîðäèíàòà îäíîé òî÷êè, η � äðóãîé. Íàéòè
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:



128 Ãëàâà 9. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

1) ζ = max{ξ; η}; 4) ζ = ξ + η;
2) ζ = min{ξ; η}; 5) ζ = max{ξ2; η};
3) ζ = ξη; 6) ζ = |η − ξ|.

9.5◦. Íà îòðåçîê [0; l] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó, ξ � åå
êîîðäèíàòà. Íàéòè ôóíêöèþ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

9.6. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
íà îòðåçêå [−1; 3]. Íàéòè ôóíêöèþ è ïëîòíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = ξ2.

9.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
íà îòðåçêå [−2; 2]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû η = |ξ|.

9.8. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
íà îòðåçêå [0; 1]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η = 1/ξ (åñëè ξ = 0, òî ïî îïðåäåëåíèþ
η = 0).

9.9. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
íà îòðåçêå [−2; 1]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû η = 1/ξ2.

9.10. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëå-
íà íà îòðåçêå [0; 2]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû η = |ξ − 1|.

9.11. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëå-
íà íà îòðåçêå [a, b]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû η = eξ.

9.12∗. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïîêàçà-
òåëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = 1/(1− ξ).

9.13. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η = −ξ.

9.14. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η = sign ξ.

9.15. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïîêàçàòåëü-
íî ñ ïàðàìåòðîì 1. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû η = 1− e−ξ.

9.16. Ïóñòü p(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí: 1) η = |ξ|, 2) η = aξ, a 6= 0.
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9.17. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η = ξ2.

9.18. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ïîêàçàòåëü-
íî ñ ïàðàìåòðîì λ. Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí: 1) η = |ξ − 1|; 2) η = (ξ − 1)3.

9.19. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ξ ñòðîãî ìîíîòîííà è íåïðåðûâíà. Íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = F (ξ).

9.20. Ïóñòü p(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí: 1) η = −2ξ + 1; 2) η = ξ2.

9.21. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí: 1) η = eξ; 2) η = |ξ|.

9.22. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò ïàðó òî÷åê.
Ïóñòü ξ � êîîðäèíàòà îäíîé, η � äðóãîé. Äëÿ 0 ≤ x ≤ 1
íàéòè: 1)P{|η − ξ| < x}; 2)P{ξη < x}.

9.23. Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.

9.24. Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ Fi(x), i = 1, 2, . . . , n. Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

1) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.

9.25. Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ pi(x), i = 1, 2, . . . , n. Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

1) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.

9.26. Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x).
Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

1) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.
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9.27. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ñâîåé ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèþ p(x) = ae−λ|x|, λ > 0. Íàéòè:
1) êîýôôèöèåíò a; 2) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

9.28.Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó, êîòîðàÿ
äåëèò åãî íà äâå ÷àñòè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
äëèíû ìåíüøåé ÷àñòè.

9.29.Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó, êîòîðàÿ
äåëèò åãî íà äâå ÷àñòè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
äëèíû áîëüøåé ÷àñòè.

9.30. Íà îòðåçîê [0;T ] íàóäà÷ó áðîñàþò äâå òî÷êè.
Íàéòè ôóíêöèþ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó íèìè.

9.31. Ïóñòü ξi, i = 1, 2, . . . , n, � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ p(x):

1) p(x) =

{
1

b− a, åñëè x ∈ [a; b];

0, åñëè x 6∈ [a; b];

2) p(x) =

{
θ exp{−θx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0;

3) p(x) = 1
2a exp

{
−1
a |x− b|

}
;

4) p(x) =

 1
a exp

{
−1
a(x− b)

}
, åñëè x > b;

0, åñëè x ≤ b.
Âûïèñàòü ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn.
9.32. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà íîð-

ìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ η = 1/ξ.

9.33. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà íîð-
ìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = 1/ξ2.

9.34. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íî
ðàñïðåäåëåííîé, åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ è −ξ ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòü, ÷òî N0;σ2-ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåííîé.

Ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèå ñèììåòðè÷íîé ðàñïðåäåëåí-
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íîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â òåðìèíàõ: à) ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ; á) ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ.

9.35. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëå-
íà íà îòðåçêå [0; 1]. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí: 1) η = 1− ξ; 2) η = ln ξ.

9.36. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàñïðåäåëåíà Na;σ2 . Äî-
êàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ = (η − a)/σ ðàñïðåäå-
ëåíà N0;1.

9.37. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíàN0;1. Íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = a+ σξ (σ > 0).

9.38. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàñïðåäåëåíà N0;1. Íàé-
òè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η+ = max{0, η}.

9.39. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàñïðåäåëåíà N0;σ2 . Íàé-
òè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η+ = max{0, η}.

9.40. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fη(x)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = (ξ − a)+ = max{0, ξ − a}
(a � êîíñòàíòà).

Ïî ãðàôèêó ôóíêöèè F (x) ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè Fη(x).

9.41. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ñ
ïëîòíîñòüþ p(x). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η = (ξ − a)+ = max{0, ξ − a} (a � êîíñòàí-
òà).

ßâëÿåòñÿ ëè η àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé?

9.42. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η = min{ξ, L} (L � êîíñòàíòà).

9.43. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà ñ
ïëîòíîñòüþ p(x). Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû η = min{ξ, L} (L � êîíñòàíòà).

ßâëÿåòñÿ ëè η àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé?

9.44◦. Ïî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû íàéòè åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà:

1) íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíà ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2);
2) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå [a; b];
3) èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå;
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4) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè;
5) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ýðëàíãà;
6) èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî.
9.45◦. Ïîñòðîèòü ãðàôèêè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé

è ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïåðå÷èñ-
ëåííûõ â çàäà÷å 9.44◦.

9.46◦. Ïóñòü ξ ðàñïðåäåëåíà Na;σ2 . Âû÷èñëèòü:

1) P{a− σ ≤ ξ ≤ a+ σ}; 2) P{a− 2σ ≤ ξ ≤ a+ 2σ};
3) P{a− 3σ ≤ ξ ≤ a+ 3σ}; 4) P{a− 4σ ≤ ξ ≤ a+ 4σ}.

Ï ð èì å ÷ à í è å. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òàáëèöåé íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. òàáë. 22.1.1).

9.47. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

η = min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}

èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì nλ.
9.48. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ζ = max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.

9.49. Ñèñòåìà ñîñòîèò èç n áëîêîâ. Ïóñòü ξi � âðå-
ìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû i-ãî áëîêà. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èç íèõ èìååò ïîêàçà-
òåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ. Ñèñòåìà âûõîäèò
èç ñòðîÿ, åñëè âûõîäèò èç ñòðîÿ õîòÿ áû îäèí áëîê. Íàé-
òè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âðåìåíè áåçîòêàçíîé ðàáîòû
ñèñòåìû.

9.50. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi = ξi(ω), i = 1, 2, . . . ,
çàäàíû íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F, P}, ãäå Ω =
= [0; 1], F = B[0;1], P = L, ðàâåíñòâàìè:

1) ξ1 = ξ1(ω) =

{
ω, åñëè ω ∈ [0; 1/3);

ω + 1/3, åñëè ω ∈ [1/3; 2/3);
ω − 1/3, åñëè ω ∈ [2/3; 1);
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2) ξ2 = ξ2(ω) =

{
ω + 2/3, åñëè ω ∈ [0; 1/3);

ω, åñëè ω ∈ [1/3; 2/3);
ω − 2/3, åñëè ω ∈ [2/3; 1];

3) ξ3 = ξ3(ω) =


ω, åñëè ω ∈ [0; 1/4);

1/4, åñëè ω ∈ [1/4; 2/4);
ω − 1/4, åñëè ω ∈ [2/4; 3/4);

1/2, åñëè ω ∈ [3/4; 1].
Íàéòè èõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé.
9.51. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

ξi = ξi(ω), i = 1, 2, ηj = ηj(ω), j = 1, 2,

çàäàíû íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå
{Ω,F, P}.

Ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1 è ξ2 ñîâïàäàþò, ñîâïàäàþò è ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ η1 è η2. Áóäóò ëè ñîâïàäàòü ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: 1) ξ1η1 è ξ2η2; 2) ξ1 + η1 è ξ2 + η2?

9.52. Ïðèâåñòè ïðèìåð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ = ξ(ω)
è η = η(ω), çàäàííûõ íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì
ïðîñòðàíñòâå {Ω,F, P}, ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ñîâïàäà-
þò, íî

P{ω : ξ(ω) 6= η(ω)} = 1.

9.53. Ïóñòü ζ = (ξ, η) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R2 è fζ(x, y) � åå ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ.

1) Äîêàçàòü, ÷òî ξ è η � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè

fξ(u) =

∫
R1

fζ(u, v)dv, fη(v) =

∫
R1

fζ(u, v)du.

2) Äîêàçàòü, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì y ôóíê-
öèÿ

fξ|η(x|y) =

{
fζ(x, y)/fη(y), åñëè fη(y) > 0;

0, åñëè fη(y) = 0;

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà R1;
ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ

fη|ξ(y|x) =

{
fζ(x, y)/fξ(x), åñëè fξ(x) > 0;

0, åñëè fξ(x) = 0;
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ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà R1.
9.54. Ïóñòü f(t) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íîé âåëè÷èíû ξ.
ßâëÿåòñÿ ëè ôóíêöèÿ f(t − a) (a � êîíñòàíòà) ïëîò-

íîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è
åñëè äà, òî êàêîé.

9.55∗. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è
G(x). Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Q(x) ñóììû
ξ + η åñòü

Q(x) = P{ξ + η < x} =

+∞∫
−∞

F (x− y)G(dy) =

+∞∫
−∞

G(x− y)F (dy).



Ãëàâà 10

Ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå

10.1 Îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâà,
âû÷èñëåíèå

Ðàñïðåäåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ÷àñòî ìîæíî îïèñàòü íåñêîëüêèìè ÷èñëîâûìè
õàðàêòåðèñòèêàìè. Âàæíåéøèìè èç íèõ ÿâëÿþòñÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ (ñì. òàêæå ï. 6.1 â
ãë. 6).

Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå {Ω,F, P} ñî çíà÷åíèÿìè â R1.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì Mξ
íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ áóäåì íàçûâàòü

Mξ =

∫
Ω

ξ(ω)P (dω) =

= lim
n→∞

(2nn∑
j=1

j − 1

2n
P

{
ω :

j − 1

2n
≤ ξ(ω) <

j

2n

}
+

+nP{ω : ξ(ω) ≥ n}
)
.

135
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Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèåMξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ,
ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèÿ îáîèõ çíàêîâ, îïðåäåëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâîì

Mξ = Mξ+ −Mξ−,

åñëè òîëüêîMξ+ èMξ− îäíîâðåìåííî íå ðàâíû +∞, ãäå
ξ+ = max{0, ξ}, ξ− = −min{0, ξ}.

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:
1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå êîíñòàíòû ðàâíî ýòîé

æå êîíñòàíòå:

Mc = c (c− êîíñòàíòà).
2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñóììû ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ðàâíî ñóììå ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ýòèõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí:

M(ξ + η) = Mξ +Mη.

3. Êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ:

Maξ = aMξ.

4. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ èõ ìàòåìà-
òè÷åñêèõ îæèäàíèé:

Mξη = MξMη.

Âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (è ôóíêöèè îò íåå), åñëè òîëüêî îíî ñóùåñòâó-
åò, âñåãäà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû.

Ò å î ð åì à 10.1.1. Ïóñòü ξ = ξ(ω) � ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R1, g � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà
R1 ñî çíà÷åíèÿìè â R1.

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è
p(x) � åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ïðè óñëîâèè ñó-

ùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

g(x)p(x)dx

Mg(ξ) =

+∞∫
−∞

g(x)p(x)dx, (10.1.1)
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â ÷àñòíîñòè, ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà
+∞∫
−∞

xp(x)dx

Mξ =

+∞∫
−∞

xp(x)dx. (10.1.2)

Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ äèñêðåòíà è

Pξ : xi → Pξ(xi), xi ∈ X,

åå ðàñïðåäåëåíèå, òî ïðè óñëîâèè àáñîëþòíîé ñõîäèìî-
ñòè ðÿäà

∑
xi

g(xi)Pξ(xi)

Mg(ξ) =
∑
xi

g(xi)Pξ(xi),

â ÷àñòíîñòè, ïðè óñëîâèè àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà∑
xi

xiPξ(xi)

Mξ =
∑
xi

xiPξ(xi).

Äèñïåðñèÿ. Äèñïåðñèåé Dξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
áóäåì íàçûâàòü M(ξ −Mξ)2 (åñëè M(ξ −Mξ)2 < ∞ ),
ò. å.

Dξ = M(ξ −Mξ)2.

Ñâîéñòâà äèñïåðñèè:
1. Äèñïåðñèÿ êîíñòàíòû ðàâíà íóëþ:

Dc = 0 (c− êîíñòàíòà).

2. Êîíñòàíòà âûíîñèòñÿ èç-ïîä çíàêà äèñïåðñèè ñ êâàä-
ðàòîì:

Daξ = a2Dξ.

3. Äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ðàâíà ñóììå èõ äèñïåðñèé:

D(ξ + η) = Dξ +Dη.
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Ïðèì å ð 10.1.1. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò
òî÷êó. Îíà äåëèò îòðåçîê íà äâå ÷àñòè. Íàéòè ðàñïðå-
äåëåíèå è âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëèíû
îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí äëèíå áîëüøåé ÷àñ-
òè îòðåçêà.

Ðåøåíè å. Ïóñòü ξ � êîîðäèíàòà íàóäà÷ó áðîøåííîé
íà îòðåçîê [0; 1] òî÷êè, òîãäà η = max{ξ, 1 − ξ} � äëèíà
áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà, à ζ = 2πη � äëèíà îêðóæíîñòè,
ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí η.

Ñíà÷àëà íàéäåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η = max{ξ, 1− ξ}. Î÷åâèäíî, ïðè x < 1/2

P{η < x} = 0,

ïðè x > 1
P{η < x} = 1.

À ïðè 1/2 < x ≤ 1 èìååì

P{η < x} = P{max{ξ, 1− ξ} < x} = P{ξ < x, 1− ξ < x} =

= P{1− x < ξ < x} = (x− (1− x))/(1− 0) = 2x− 1

(P{1−x < ξ < x} âû÷èñëåíà êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿò-
íîñòü, ïîñêîëüêó òî÷êó áðîñàþò íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà-
÷ó). Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ η ÿâëÿåòñÿ

Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 1/2;

2x− 1, åñëè 1/2 < x ≤ 1;
1, åñëè x > 1

(ò. å. η ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [1/2; 1]). Îò-
ñþäà ïîëó÷àåì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ζ:

Fζ(x) = P{ζ < x} = P{2πη < x} = Fη

( x
2π

)
=

=


0, åñëè x/(2π) ≤ 1/2;

2
(
x
2π

)
− 1, åñëè 1/2 < x/(2π) ≤ 1;

1, åñëè x/(2π) > 1.
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Èëè

Fζ(x) =

{
0, åñëè x ≤ π;

x
π − 1, åñëè π < x ≤ 2π;

1, åñëè x > 2π.

Äàëåå, ïîñêîëüêó η ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îò-
ðåçêå [1/2; 1], òî

Mζ = M2πη = 2πMη = 3π/2.

Çàìåòèì, ÷òî Mζ ìîæíî âû÷èñëèòü êàê ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ζ = 2πmax{ξ, 1 − ξ} ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ïî åå ðàñïðåäåëåíèþ (ñì. ôîðìóëó (10.1.1).
Ðàñïðåäåëåíèå ξ ðàâíîìåðíîå íà îòðåçêå [0; 1], ïîýòîìó

Mζ = M2πmax{ξ, 1− ξ} = 2π

+∞∫
−∞

max{x, 1− x}pξ(x)dx =

= 2π

1∫
0

max{x, 1− x}dx = 3π/2.

Ïðèì å ð 10.1.2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðå-
äåëåíà ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = [ξ], âû-
÷èñëèòü Mη ([x] � öåëàÿ ÷àñòü x).

Ðåøåíè å. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = [ξ] ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, . . . (ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé). Íàéäåì åå ðàñ-
ïðåäåëåíèå:

Pη(k) = P{η = k} = P{[ξ] = k} = P{k ≤ ξ < k + 1} =

=

k+1∫
k

λe−λxdx = e−λk(1− e−λ) = p(1− p)k,

ãäå p = 1 − e−λ. Ñëåäîâàòåëüíî, η = [ξ] èìååò ãåîìåòðè-
÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì p = 1− e−λ.
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Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η
ìîæåì âû÷èñëèòü åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå (ñì. ôîð-
ìóëó (6.1.2) è çàäà÷ó 6.18):

Mη =
∞∑
k=0

kPη(k) =
∞∑
k=0

k(1− p)kp =
1− p
p

=
e−λ

1− e−λ
.

Ïðèì å ð 10.1.3. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííîé
íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2).

Ðåøåíè å. Ïëîòíîñòü íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ
ïàðàìåòðàìè (a;σ2) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

p(x) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Âû÷èñëèìM(ξ−a), âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé (10.1.1)
(ïðè ýòîì âûïîëíèì çàìåíó (x− a)/σ = t):

M(ξ − a) =

+∞∫
−∞

(x− a)p(x)dx =

=

+∞∫
−∞

(x− a)
1√

2πσ2
exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

x− a
σ

exp

{
−1

2

(
x− a
σ

)2}
dx =

=
σ√
2π

+∞∫
−∞

t exp

{
− t

2

2

}
dt =

=
σ√
2π

lim
n

∫
[−n,n]

t exp

{
− t

2

2

}
dt = 0
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(ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ êàê èíòåãðàë îò íå÷åò-
íîé ôóíêöèè ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó). Òàêèì îá-
ðàçîì, M(ξ − a) = 0, à ñëåäîâàòåëüíî,

Mξ = a.

Àíàëîãè÷íî

Dξ = M(ξ −Mξ)2 = M(ξ − a)2 =

=

+∞∫
−∞

(x− a)2 1√
2πσ2

exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx.

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé (x− a)/σ = t èìååì

σ2

√
2π

+∞∫
−∞

t2 exp

{
− t

2

2

}
dt = − σ2

√
2π

+∞∫
−∞

t d exp

{
− t

2

2

}
=

=
σ2

√
2π

+∞∫
−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt = σ2

(ïîñëåäíèé èíòåãðàë êàê èíòåãðàë Ýéëåðà�Ïóàññîíà ðà-
âåí
√

2π).
Ï ð èì å ð 10.1.4. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå, âòîðîé ìîìåíò è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx} , åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0

(p(x) � ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè
(ν; θ)).

Ðåøåíè å. Ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè p(x) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ñîãëàñíî ôîðìóëå (10.1.2) ïîëó÷èì

Mξ =

+∞∫
−∞

xp(x)dx =

+∞∫
0

x
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx}dx =
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=
Γ(ν + 1)

θΓ(ν)

+∞∫
0

θν+1

Γ(ν + 1)
xν exp {−θx}dx =

=
Γ(ν + 1)

θΓ(ν)
· 1 =

νΓ(ν)

θΓ(ν)
=
ν

θ
.

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî èíòåãðàë

+∞∫
0

θν+1

Γ(ν + 1)
xν exp {−θx} dx

ðàâåí åäèíèöå êàê èíòåãðàë îò ïëîòíîñòè ãàììà-ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (ν + 1, θ).

Àíàëîãè÷íî

Mξ2 =
ν(ν + 1)

θ2 .

Îòñþäà
Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =

ν

θ2 .

Ïðèì å ð 10.1.5. Ïóñòü ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ êîíå÷íûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì Mξ è ïëîòíîñòüþ f(x), x ∈ R1, ãðàôèê êîòîðîé
ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = a. Íàéòè Mξ.

Ðåøåíè å. Ïîñêîëüêó ãðàôèê ôóíêöèè f(t) ñèììåò-
ðè÷åí îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x = a, òî f(a + t) = f(a − t)
(òàì, ãäå f(a + t) è f(a − t) îïðåäåëåíû). Ïîñëåäíåå ðà-
âåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(a+ t) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé.

Äàëåå,

Mξ =

+∞∫
−∞

xf(x)dx.

Â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå ñäåëàåì çàìåíó x = t+ a. Èìååì

+∞∫
−∞

xf(x)dx =

+∞∫
−∞

(t+ a)f(t+ a)dt =
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= a

+∞∫
−∞

f(t+ a)dt+

+∞∫
−∞

tf(t+ a)dt = a · 1 + 0 = a.

Èíòåãðàë
+∞∫
−∞

tf(t+a)dt ðàâåí íóëþ êàê èíòåãðàë îò íå÷åò-

íîé ôóíêöèè ïî ñèììåòðè÷íîìó ïðîìåæóòêó.

10.2 Çàäà÷è

ÀÇ: 10.1◦(2), 10.2◦(1), 10.6◦(1), 10.7, 10.12, 10.13, 10.16(2),
10.19(1à), 10.19(3á), 10.21, 10.20(5).

ÑÇ: 10.1◦(1), 10.2◦(2), 10.6◦(2, 3), 10.8, 10.10(1), 10.16(1),
10.14, 10.17(2), 10.19(1á), 10.19(3à), 10.20(1, 2), 10.22(2, 3),
10.26.

10.1◦. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå: 1) [−a; a]; 2) [a; b]. Âû-
÷èñëèòü Mξ è Dξ.

10.2◦. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåð-
íî íà ïðîìåæóòêå [0; 1]. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η:

1) η = ln(1/ξ); 2) η = sin2 πξ; 3) η = eξ.
10.3◦. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåð-

íî íà ïðîìåæóòêå [a; b]. Âû÷èñëèòü:
1) Mξ2, åñëè a = 0, b = 3;
2) Mξe−ξ, åñëè a = 0, b = 1;
3) M(ξ − 1)2, åñëè a = 1, b = 4;
4) Mξe|ξ|, åñëè a = −1, b = 1;
5) Me2ξ, åñëè a = 0, b = 1/2.
10.4. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =
1

π(1 + x2)
.

Âû÷èñëèòü 1) M min{|ξ|, 1}, 2) M min{|ξ|,
√

3}.
10.5.Ïóñòü ξ � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðàìè (0;σ2). Âû÷èñëèòü Meξ.
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10.6◦. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =
1

π(1 + x2)
.

Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû η :

1) η = (ξ2 + 1)I[0;
√

3](ξ); 2) η = ξ2I[1;
√

3](ξ) ;

3) η = I[1/3;3](ξ
2); 4) η = I[−1;1](ξ)

(IA(x) � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A � ôóíêöèÿ, ïðèíèìà-
þùàÿ íà A çíà÷åíèå 1, à íà A � çíà÷åíèå 0).

10.7. Ïóñòü ξ èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðîì λ. Âû÷èñëèòü:

1)Mξ; 2)Dξ; 3)P{ξ > 1}; 4)Mξk.

10.8. Äëèòåëüíîñòü ðàáîòû ýëåêòðîííîé ëàìïû (åäè-
íèöà èçìåðåíèÿ âðåìåíè � ñóòêè) � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà, èìåþùàÿ ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ = 0, 003. ×åðåç ãîä ëàìïó ìåíÿþò, äàæå åñëè îíà íå âû-
øëà èç ñòðîÿ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè
ðàáîòû ëàìïû.

10.9. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ
ïðîèçâåäåíèÿ ζ = ξη íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ è η ñ ðàâíîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè: ξ � íà îòðåç-
êå [0; 1], η � íà îòðåçêå [1; 3].

10.10. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè x 6∈ [a, a+ 2);

x− a, åñëè x ∈ [a, a+ 1);
−x+ a+ 2, åñëè x ∈ [a+ 1, a+ 2).

Âû÷èñëèòü: 1)Mξ; 2)Mξ2.
10.11. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïëîòíîñòüþ

ðàñïðåäåëåíèÿ
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p(x) =
1

2
e−|x|.

Âû÷èñëèòü MI[0;4](ξ
2).

10.12. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ

p(x) =
λ

2
e−λ|x|, λ > 0

(äâóñòîðîííåå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì λ). Âû÷èñëèòü Mξ è Dξ.

10.13. Èç òî÷êè A, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà îê-
ðóæíîñòè ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïðî-
âåäåíà êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ξ îòðåçêà
êàñàòåëüíîé ìåæäó òî÷êîé A è òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé
êàñàòåëüíîé ñ îñüþ Ox. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ñóùåñòâî-
âàíèè Mξ?

10.14. Òî÷êà P ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â êðóãå ðà-
äèóñà R. Ïóñòü η � ðàññòîÿíèå îò òî÷êè P äî öåíòðà êðó-
ãà. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è ïëîòíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ p(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η. Ïîñòðîèòü ãðà-
ôèêè ôóíêöèé F (x) è p(x). Âû÷èñëèòü Mη è Dη.

10.15. Òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îêðóæ-
íîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïóñòü ξ � ïðîåêöèÿ òî÷êè A íà îñü Ox. Íàéòè: 1) ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ |ξ|; 2) ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ |ξ|;
3) M |ξ|; 4) P{|ξ| > 1/2}.

10.16. Äëèíà ñòîðîíû êâàäðàòà ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà,

1) ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [a; b],
a > 0, a < b;

2) èìåþùàÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (ν; θ);
3) ðàñïðåäåëåííàÿ ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η � ïëîùàäè
êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé ξ � è âû÷èñëèòü åå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå.

10.17. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
1) ðàñïðåäåëåííàÿ ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [a; b],

a, b > 0, a < b;
2) èìåþùàÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (ν; θ);
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3) ðàñïðåäåëåííàÿ ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η � äëèíû
îêðóæíîñòè ðàäèóñà ξ � è âû÷èñëèòü åå ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå.

10.18. Äëèíà ðåáðà êóáà ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,
ðàñïðåäåëåííàÿ:

1) ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [a; b], a > 0, a < b;
2) ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì λ.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η � îáúåìà
êóáà ñ ðåáðîì ξ, âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå η.

10.19. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó. Îíà
äåëèò åãî íà äâå ÷àñòè. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå è âû÷èñëèòü
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η.

1. Äëèíû îêðóæíîñòè, ðàäèóñ êîòîðîé ðàâåí äëèíå:
à) ìåíüøåé ÷àñòè îòðåçêà; á) áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

2. Ïëîùàäè êðóãà, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí äëèíå:
à) ìåíüøåé ÷àñòè îòðåçêà; á) áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

3. Ïëîùàäè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé äëèíå:
à) ìåíüøåé ÷àñòè îòðåçêà; á) áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

4. Îáúåìà êóáà ñ ðåáðîì, ðàâíûì äëèíå:
à) ìåíüøåé ÷àñòè îòðåçêà; á) áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

10.20. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: 1◦ min{ξ, η}; 2◦ max{ξ, η}; 3◦ ξη; 4◦ η/(ξ+ 1);
5◦ η exp{ξ}; 6◦ exp{−min{ξ, η}}, åñëè: à) ξ è η ðàñïðåäå-
ëåíû ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0; 1]; á) ξ ðàñïðåäåëå-
íà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0; 1], η � íà ïðîìåæóòêå
[0; 2]; â) ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0; 1],
η èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ;
ã) ξ è η èìåþò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì λ (äëÿ 1◦, 2◦, 3◦, 6◦).

10.21. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîåé ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè x ≤ α;

exp{α− x}, åñëè x > α.

Âû÷èñëèòü M min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}.
10.22. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî
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íà îòðåçêå [a; b]. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

1) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 3) 1
n

n∑
i=1

ξi.

10.23. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîåé ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè x 6∈ [θ − h; θ + h];

1/2h, åñëè x ∈ [θ − h; θ + h].

Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí:

1) min{ξ1, ξ2, . . . , ξn}; 2) max{ξ1, ξ2, . . . , ξn};

3) (max{ξ1, ξ2, . . . , ξn} −min{ξ1, ξ2, . . . , ξn})/2.
10.24. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñâîåé ïëîòíîñòüþ
ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè x ≤ θ;

1
α exp

{
− 1
α(x− θ)

}
, åñëè x > θ, α > 0.

Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí:

1) ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi; 2) min{ξi};

3) θ̂1 = min{ξi} −
ξ −min{ξi}

n
; 4) θ̂2 = ξ − θ̂1.

10.25. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn ðàñïðåäåëå-
íû ïîêàçàòåëüíî ñ ïàðàìåòðîì 1/θ. Âû÷èñëèòü ìàòåìà-

òè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = 1
n

n∑
i=1

ξi.

10.26. Íà îòðåçîê [0;T ] íàóäà÷ó áðîñàþò äâå òî÷êè.
Ïóñòü ξ � ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ, âû÷èñëèòü
Mξ, Dξ, Mξn.
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10.27. Òî÷êà P ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îêðóæ-
íîñòè

x2 + y2 = 1.

Ïóñòü η � äëèíà ïðîåêöèè ðàäèóñ-âåêòîðà OP òî÷êè P
íà îñü Ox. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η.

10.28∗. Íà îêðóæíîñòè ðàäèóñà R íàóäà÷ó âûáèðàþò
äâå òî÷êè. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ η
ìåæäó íèìè è âû÷èñëèòü Mη.

10.29.Íà îòðåçîê îñè îðäèíàò ñ êîíöàìè (0; 0) è (0;R)
íàóäà÷ó áðîøåíà òî÷êà. ×åðåç íåå ïðîâåäåíà õîðäà îêðóæ-
íîñòè x2 + y2 = R2 ïåðïåíäèêóëÿðíî ê îñè Oy. Íàéòè
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëèíû ýòîé õîðäû.

10.30∗. Ïóñòü Ax = {(u, v) : u + v < x} � ìíîæåñòâî
èç R2, x � ïðîèçâîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî.

Âû÷èñëèòü MIAx(ξ, η), åñëè èçâåñòíî:
1) ðàñïðåäåëåíèå Q âåêòîðà ζ = (ξ, η);
2) ðàñïðåäåëåíèÿ F è G íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âå-

ëè÷èí ξ è η;
3) ïëîòíîñòè f è g àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ íåçàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η.
10.31. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàñïðåäåëåíà N0;1. Âû-

÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
η+ = max{0, η}.

10.32. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàñïðåäåëåíàN0;σ2 . Âû-
÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
η+ = max{0, η}.

10.33. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, âòîðîé
ìîìåíò è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
θ exp{−θx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ïàðàìåòð θ > 0 (p(x) � ïëîòíîñòü ïîêàçàòåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì θ).

10.34. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, âòîðîé
ìîìåíò è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
θm

(m− 1)!
xm−1 exp {−θx} , åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,
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ïàðàìåòð θ > 0 (p(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíÿ Ýðëàíãà
ñ ïàðàìåòðàìè (m; θ), m = 1, 2, . . .).

10.35. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, âòîðîé
ìîìåíò è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =


(

1
2

)n/2
Γ
(
n
2

) xn/2−1 exp
{
−1

2x
}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0

(p(x) � ïëîòíîñòü χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ n ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû).

10.36. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, âòîðîé
ìîìåíò è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =

 1√
2πσ2x

exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ïàðàìåòð σ > 0 (p(x) � ïëîòíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêè íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (µ;σ2)).

10.37. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, âòîðîé
ìîìåíò è äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =

{
θλθ

xθ+1 , åñëè x > λ > 0;

0, åñëè x ≤ λ,

ïàðàìåòð θ > 2 (p(x) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî
ñ ïàðàìåòðàìè (λ; θ)).

10.38. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû, ïðè÷åì ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóò-
êå [1; 2], η èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðîì θ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí: 1) ζ1 = ξη, 2) ζ2 = ξ + η, 3) ζ3 = η/ξ.

10.39. Òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà îêðóæ-
íîñòè åäèíè÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.
Ïóñòü ξ � ïðîåêöèÿ òî÷êè A íà îñü Ox.
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Íàéòè: 1) ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ξ, 2) ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ ξ.

Âû÷èñëèòü: 1) Mξ; 2) P{ξ > 1/2}.
10.40. Ïóñòü ζ = (ξ, η) � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé

âåêòîð ñ ïëîòíîñòüþ fζ(x, y). Âû÷èñëèòü Mξ, Mη.
10.41. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåííûå (êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì F ) ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè â R1; R1 =
r⋃
i=1

Xi, (Xi
⋂
Xj = ∅,

i 6= j); νi � ÷èñëî ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, ïîïàâ-
øèõ â Xi, pi = F (Xi) � âåðîÿòíîñòü, òîãî, ÷òî ξk ïîïàäåò
â Xi, i = 1, 2, . . . , r. Âû÷èñëèòü

Mνi, Dνi, i = 1, 2, . . . , r.



Ãëàâà 11

Ñâåðòêà

11.1 Ñâåðòêà âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé

Îïð å ä å ë å í è å. Âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà
R1 áóäåì íàçûâàòü íåîòðèöàòåëüíóþ, íîðìèðîâàííóþ,
ñ÷åòíîàääèòèâíóþ ôóíêöèþ F , çàäàííóþ íà σ-àëãåáðå
B1 áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ R1.

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R1

� ýòî âåðîÿòíîñòü íà σ-àëãåáðå B1 (ñì. ðàçä. 7.2 â ãë. 7).
Îïð å ä å ë å í è å. Ïóñòü F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäå-

ëåíèå íà R1. Ôóíêöèþ òî÷êè F (x), îïðåäåëåííóþ ðàâåí-
ñòâîì

F (x) = F ((−∞, x)),

áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F .
Ðàñïðåäåëåíèå F îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîåé ôóíêöè-

åé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
Î ï ð å ä å ë å í è å. Åñëè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x)

ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F (x) =

x∫
−∞

f(y)dy,

òî ðàñïðåäåëåíèå F íàçûâàþò àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì,
à ôóíêöèþ f � ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ F .
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Âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå F áóäåì íàçûâàòü äèñ-
êðåòíûì, åñëè ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî X ⊂ R1 òî÷åê xi, òàêèõ, ÷òî F ({xi}) > 0 è∑

xi∈X
F ({xi}) = 1

(ïðè ýòîì òî÷êè xi áóäåì íàçûâàòü àòîìàìè ðàñïðåäåëå-
íèÿ F è áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå F ñîñðåäîòî-
÷åíî íà ìíîæåñòâå X).

Íàïîìíèì, ÷òî èíòåãðàë Ëåáåãà
∫
X

ϕ(y)F (dy) îò ôóíê-

öèè ϕ(y) ïî ðàñïðåäåëåíèþ F ðàâåí
∫
X

ϕ(y)f(y)dy, åñëè F

� àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ f ,
è
∑
xi∈X

ϕ(xi)F ({xi}), åñëè F � äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå,

ñîñðåäîòî÷åííîå íà ìíîæåñòâå X.

Ñâåðòêè. Ïóñòü ϕ � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà R1 ñî
çíà÷åíèÿìè â R1 è F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå íà R1.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñâåðòêîé ôóíêöèè ϕ ñ âåðîÿòíîñò-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì F áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ u(x),
îïðåäåëåííóþ äëÿ êàæäîãî x ∈ R1 ðàâåíñòâîì

u(x) =

∫
R1

ϕ(x− y)F (dy).

Îáîçíà÷àòü ñâåðòêó ϕ ñ F áóäåì òàê: u = F ∗ ϕ.
Î ï ð å ä å ë å í è å. Ñâåðòêîé âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé G è F áóäåì íàçûâàòü âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå Q, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Q(x) êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ
ñâåðòêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ G(x) ñ ðàñïðåäåëåíè-
åì F :

Q(x) =

∫
R1

G(x− y)F (dy).

Îáîçíà÷àòü ñâåðòêó âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G ñ
âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì F áóäåì ñèìâîëîì F ∗G.
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Çàìåòèì, ÷òî åñëè ðàñïðåäåëåíèå F àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíî è f � åãî ïëîòíîñòü, òî

Q(x) =

∫
R1

G(x− y)F (dy) =

∫
R1

G(x− y)f(y)dy. (11.1.1)

Â êëàññå âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé îïåðàöèÿ ñâåðò-
êè êîììóòàòèâíàÿ è àññîöèàòèâíàÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
åñëè F , G, Q � âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî

F ∗G = G ∗ F,

(F ∗G) ∗Q = F ∗ (G ∗Q).

Åñëè õîòÿ áû îäíî èç âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, òî èõ ñâåðòêà òàê æå àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà. Áîëåå òîãî, èìååò ìåñòî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ò å î ð åì à. Ñâåðòêà V = F ∗ G àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G ñ âåðîÿòíîñò-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì F ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâ-
íûì ðàñïðåäåëåíèåì è åãî ïëîòíîñòü v ðàâíà ñâåðòêå
ïëîòíîñòè g àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G
ñ ðàñïðåäåëåíèåì F :

v(x) =

∫
R1

g(x− t)F (dt). (11.1.2)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè F è G � àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå,
òî òåîðåìó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê:

Ñâåðòêà àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé G è F ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè g è f
ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûì ðàñïðåäåëåíèåì, è åãî
ïëîòíîñòü v ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòåé g è f :

v(x) =

∫
R1

g(x− y)f(y)dy =

∫
R1

f(x− y)g(y)dy (11.1.3)

(áóäåì îáîçíà÷àòü v = f ∗ g = g ∗ f).
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Ïðèì å ð 11.1.1. Äîêàçàòü, ÷òî êëàññ ãàììà-ðàñïðå-
äåëåíèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè, à
èìåííî:

fν;θ ∗ fµ;θ = fµ;θ ∗ fν;θ = fν+µ;θ.

Ðåøåíè å. Ïëîòíîñòüþ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðà-
ìåòðàìè (ν; θ) ÿâëÿåòñÿ

fν;θ(x) =

{
θν

Γ(ν)
xν−1 exp {−θx} , åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

θ > 0, ν > 0.
Ïðè x ≤ 0 ðàâåíñòâî

fµ;θ ∗ fν;θ(x) = fν+µ;θ(x)

î÷åâèäíî.
Ïðè x > 0 èìååì

fµ;θ ∗ fν;θ(x) =

+∞∫
0

fν;θ(x− y)fµ;θ(y)dy =

=

x∫
0

fν;θ(x− y)fµ;θ(y)dy =

=

x∫
0

θν

Γ(ν)
(x− y)ν−1e−θ(x−y) θµ

Γ(µ)
yµ−1e−θydy =

=
θν+µ

Γ(ν)Γ(µ)
e−θx

x∫
0

(x− y)ν−1yµ−1dy.

Âûïîëíèâ â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå çàìåíó y = xt, ïîëó-
÷èì:

θν+µ

Γ(ν)Γ(µ)
e−θx

x∫
0

(x− y)ν−1yµ−1dy =
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=
θν+µ

Γ(ν + µ)
xν+µ−1e−θx

Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt =

= fν+µ;θ(x)
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt.

Èòàê,

fµ;θ ∗ fν;θ(x) = fν+µ;θ(x)
Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt.

Ïîñêîëüêó fµ;θ ∗ fν;θ è fν+µ;θ � ïëîòíîñòè, òî, ïðîèíòå-
ãðèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïî ïðÿìîé, ïîëó÷àåì, ÷òî

Γ(ν + µ)

Γ(ν)Γ(µ)

1∫
0

tµ−1(1− t)ν−1dt = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

fµ;θ ∗ fν;θ = fν+µ;θ.

11.2 Ðàñïðåäåëåíèå ñóììû
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó
ñâåðòêîé âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé è ðàñïðåäåëåíè-
åì ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ò å î ð åì à. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñâåðòêå ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèé ñëàãàåìûõ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè F è G,
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à Q(x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû, òî

Q(x) =

∫
R1

G(x− y)F (dy).

Îòñþäà è èç ôîðìóë (11.1.2), (11.1.3) èìååì.
Ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, õîòÿ áû

îäíà èç êîòîðûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ÿâëÿåòñÿ àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, è åå ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ
ðàñïðåäåëåíèåì äðóãîé.

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ àáñî-
ëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñâåðòêå
ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé ñëàãàåìûõ. Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè
pξ(t) è pη(t), òî ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ u(x) ñóììû
ξ + η ðàâíà ñâåðòêå ïëîòíîñòåé pξ(t) è pη(t), ò. å.

u(x) =

∫
R1

pξ(x− y)pη(y)dy =

∫
R1

pη(x− y)pξ(y)dy. (11.2.1)

Â òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
v(x) ðàçíîñòè ζ = ξ − η ðàâíà

v(x) =

∫
R1

pξ(x+ y)pη(y)dy. (11.2.2)

Ïðèì å ð 11.2.1. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåíà íà [0; 1].

Íàéòè:
1◦ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ = ξ + η;
2◦ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ = ξ + η;
3◦ âåðîÿòíîñòü P{|ξ + η − 1/2| < 1}.
Ðåøåíè å. 1◦ Ïî èçâåñòíûì ïëîòíîñòÿì ðàñïðåäåëå-

íèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η:

fξ(y) =

{
1, åñëè y ∈ [0; 1];
0, åñëè y 6∈ [0; 1],
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fη(y) =

{
1, åñëè y ∈ [0; 1];
0, åñëè y 6∈ [0; 1],

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ = ξ + η íàõîäèì êàê
ñâåðòêó ïëîòíîñòåé ñëàãàåìûõ (ñì. (11.2.1)):

fζ(x) =

∫
R1

fξ(x− y)fη(y)dy =

1∫
0

fξ(x− y)dy =

x∫
x−1

fξ(t)dt

(âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé ïåðåìåííîé x− y = t). Âû÷èñ-
ëèâ ïîñëåäíèé èíòåãðàë äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ x ∈ R1,
ïðîáåãàþùåãî R1 = (−∞,+∞) îò −∞ äî +∞ (èíòåãðè-
ðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ïðîìåæóòêó [x− 1, x]), ïîëó÷èì:

åñëè x < 0, òî
x∫

x−1

fξ(t)dt =
x∫

x−1

0dt = 0;

åñëè 0 ≤ x < 1, òî
x∫

x−1

fξ(t)dt =
0∫

x−1

0dt+
x∫
0

1dt = x;

åñëè 0 ≤ x − 1 < 1, òî
x∫

x−1

fξ(t)dt =
1∫

x−1

1dt +
x∫
1

0dt =

= 2− x;

åñëè x− 1 ≥ 1, òî
x∫

x−1

fξ(t)dt =
x∫

x−1

0dt = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ζ = ξ + η

fζ(x) =


0, åñëè x < 0;
x, åñëè 0 ≤ x < 1;

2− x, åñëè 1 ≤ x < 2;
0, åñëè x ≥ 2.

2◦ Ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fζ(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ζ ïî åå ïëîòíîñòè fζ(t) íàõîäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Fζ(x) =

x∫
−∞

fζ(t)dt =
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=



x∫
−∞

0dt = 0, åñëè x < 0;

0∫
−∞

0dt+
x∫
0

tdt = x2/2, åñëè x ∈ [0, 1);

1∫
0

tdt+
x∫
1

(2− t)dt = −(x− 2)2/2 + 1, åñëè x ∈ [1, 2);

0∫
−∞

0dt+
1∫
0

tdt+
2∫
1

(2− t)dt = 1, åñëè x ≥ 2.

3◦ Ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ fζ(t) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ζ âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèÿ ζ â
ìíîæåñòâî B, âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

P{ζ ∈ B} =

∫
B

fζ(t)dt

(ñì. ôîðìóëó (9.1.5)). Â ÷àñòíîñòè,

P {|ξ + η − 1/2| < 1} = P {|ζ − 1/2| < 1} =

= P {−1/2 < ζ < 3/2} =

=

3/2∫
−1/2

fζ(t)dt =

0∫
−1/2

0dt+

1∫
0

tdt+

3/2∫
1

(2− t)dt =
7

8
.

Ïðèì å ð 11.2.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà
N0;1. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η =

n∑
i=1

ξ2
i .

Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ ðàñïðåäåëåíà N0;1, òî η = ξ2 èìååò ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (1/2; 1/2). Â ñàìîì äåëå,

Fη(x) = P{η < x} = P{ξ2 < x}.
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Ïðè x ≤ 0 çíà÷åíèå Fη(x) = P{ξ2 < x} ðàâíî íóëþ, à ïðè
x > 0

Fη(x) = P{|ξ| <
√
x} =

1√
2π

√
x∫

−
√
x

exp{−t2/2}dt.

Ïîñëå çàìåíû t2 = s â ïîñëåäíåì èíòåãðàëå èìååì

Fη(x) =
1√
2π

x∫
0

s−1/2e−s/2ds =
(1/2)1/2

Γ(1/2)

x∫
0

s1/2−1e−s/2ds,

à ýòî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðàìè (1/2; 1/2) (âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî Γ(1/2) =
=
√
π).
Äàëåå, ïîñêîëüêó ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå çàìêíóòî îò-

íîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè (ñì. ïðèìåð 11.1.1), òî ñóì-
ìà íåçàâèñèìûõ ãàììà-ðàñïðåäåëåííûõ ñ ïàðàìåòðàìè
(1/2; 1/2) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäå-
ëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ïàðàìåòðàìè (n/2; 1/2).

Ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n/2; 1/2) åùå íà-
çûâàþò χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

11.3 Çàäà÷è

ÀÇ: 11.2(1), 11.4(1, 3), 11.13(1), 11.17.
ÑÇ: 11.2(2, 3), 11.3, 11.4(2, 6), 11.13(2), 11.18.

11.1. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû; ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0; 1],
η èìååò ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì

Pη(k) = P{η = k} = 1/2, k = 0, 1.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.
11.2. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íåçàâèñèìû è ðàñ-

ïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå: 1) [a; b], a < b;
2) [0; a], a > 0; 3) [−a; a], a > 0; 4) [−1/2; 1/2].
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Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ = ξ + η.
11.3. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî íà ïðî-
ìåæóòêàõ [0; 1] è [0; 2]. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
p(x) ñóììû ζ = ξ + η.

11.4. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [−1; 1],
η � íà ïðîìåæóòêå [0; 1].

Âû÷èñëèòü:
1) P{ξ2 + η > 1/2};
2) P{ξ + η > 1};
3) P{|ξ + η| > 1/2};
4) P{|η − ξ| < 1/2};
5) P{η2 − ξ > 0};
6) P{|ξ|+ η > 1}.
11.5. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η � íåçàâèñèìûå è

ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå: 1) [a; b], a < b;
2) [0; a], a > 0; 3) [−a; a], a > 0; 4) [0; 1]. Íàéòè ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ pζ(x) ðàçíîñòè ζ = ξ − η.

11.6. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò äâå òî÷êè.
Ïóñòü ξ � êîîðäèíàòà îäíîé òî÷êè, η � äðóãîé. Íàéòè
ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ =
= (ξ + η)/2.

11.7. Ïóñòü ξ � êîîðäèíàòà òî÷êè, íàóäà÷ó áðîøåí-
íîé íà îòðåçîê [0; 1], η � ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ â ðå-
çóëüòàòå ïîäáðàñûâàíèÿ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè.
Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.

11.8. Íà îòðåçîê [0; 1] íàóäà÷ó áðîñàþò äâå òî÷êè,
ξ � êîîðäèíàòà îäíîé òî÷êè, η � äðóãîé. Äëÿ 0 < x < 1
íàéòè P{|η − ξ| < x}.

11.9. Êîîðäèíàòû êàæäîé èç äâóõ ñëó÷àéíî âûáðàí-
íûõ íà îòðåçêå [0; 1] òî÷åê ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî. Íàé-
òè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.

11.10. Ïóñòü ξ1 è ξ2 � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ñ ïëîòíîñòÿìè

pi(x) =

{
λie
−λix, åñëè x > 0;
0, åñëè x ≤ 0;

λi > 0, i = 1, 2; λ1 6= λ2.
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Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ: 1) ñóììû ξ1 + ξ2;
2) ðàçíîñòè ξ2 − ξ1.

11.11. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ðàñïðåäåëåííûå ïîêàçàòåëüíî ñ îäíèì è òåì æå ïà-
ðàìåòðîì λ. Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí: 1) ξ + η; 2) ξ − η; 3) |ξ − η|.

11.12. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ðàñïðåäåëåííûå ïîêàçàòåëüíî ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðà-
ìåòðàìè 1 è 2. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ1 + ξ2.

11.13. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòÿìè p(x) =
= exp{−|x|}/2. Íàéòè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí: 1) ξ + η; 2) ξ − η.

11.14. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [−a; a],
η èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.
Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ζ = ξ + η.

11.15. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ξ1 ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [−1; 1],
ξ2 èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì
λ = 1. Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû η = ξ1 + ξ2.

11.16. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåíà íà ïðîìåæóòêå [−h;h], ξ èìååò ñâîåé ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F (x), ξ è η � íåçàâèñèìû. Íàéòè ôóíêöèþ
ðàñïðåäåëåíèÿ è ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ (åñëè îíà ñó-
ùåñòâóåò) ñóììû ζ = ξ + η.

11.17. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

P
{
ξ = (−1)k

}
= G

({
(−1)k

})
= 1/2, k = 0, 1,

à η � ðàñïðåäåëåíèå Q. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.

11.18. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû; ξ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0; 1],
η èìååò ñâîèì ðàñïðåäåëåíèåì
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P{η = k} = (1/4)k(3/4)1−k, k = 0, 1.

Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.
11.19. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñóììû n íåçàâèñèìûõ

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ïîêàçà-
òåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ. Ñðàâíèòå åå ñ
ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà (ñì. ðàçä. 9.3 â ãë. 9).

11.20. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåííûå íà [0; 1] ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Íàéòè
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

η = ξ1ξ2 . . . ξn.

Âû÷èñëèòü Mη.
11.21. Íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η èìå-

þò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè
(ν, θ) è (µ, θ). Íàéòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ + η.

11.22. Ïóñòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η
èìåþò χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ n è m ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû. Äîêàçàòü, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ + η
èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ n+m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.



Ãëàâà 12

Ñõîäèìîñòü
ðàñïðåäåëåíèé

12.1 Îïðåäåëåíèÿ. Ïðèìåðû

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëå-
íèÿ íà R1 (ñì. ðàçä. 11.1 â ãë. 11).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F è åãî ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ

F (x) = F ((−∞, x))

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

F ([a; b)) = F (b)− F (a)

(ïðè a < b), à çíà÷åíèå F ({x0}) ðàñïðåäåëåíèÿ F íà îäíî-
òî÷å÷íîì ìíîæåñòâå {x0} ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
F (x) âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

F ({x0}) = F (x0 + 0)− F (x0 − 0).

Îïð å ä å ë å í è å. Ðàñïðåäåëåíèå F íà R1 áóäåì íàçû-
âàòü ñîáñòâåííûì âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì (âå-
ðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì), åñëè F (R1) = 1, è íåñîá-
ñòâåííûì, åñëè F (R1) < 1. Â òåðìèíàõ ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ: F � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå,
åñëè F (+∞) = 1; F � íåñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå, åñëè F (+∞) < 1.

163
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Íåñîáñòâåííûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ åñòåñò-
âåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò êàê ïðåäåëû ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îïð å ä å ë å í è å. Òî÷êó x0 áóäåì íàçûâàòü àòîìîì
ðàñïðåäåëåíèÿ F , åñëè F ({x0}) > 0. Ðàñïðåäåëåíèå F áó-
äåì íàçûâàòü àòîìè÷åñêèì, åñëè îíî ñîñðåäîòî÷åíî íà
ìíîæåñòâå ñâîèõ àòîìîâ.

Îïð å ä å ë å í è å. Èíòåðâàë I âèäà [a; b) (êîíå÷íûé èëè
áåñêîíå÷íûé) áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëîì íåïðåðûâíîñ-
òè ðàñïðåäåëåíèÿ F , åñëè òî÷êè a è b íå ÿâëÿþòñÿ àòî-
ìàìè ðàñïðåäåëåíèÿ F .

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
{Fn} ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F ïðè n → ∞, åñëè
Fn(I) → F (I) äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî èíòåðâàëà íåïðå-
ðûâíîñòè I ðàñïðåäåëåíèÿ F (îáîçíà÷åíèå: Fn → F èëè
lim
n
Fn = F ). Åñëè ïðè ýòîì F � ñîáñòâåííîå âåðîÿò-

íîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü {Fn} ñõîäèòñÿ ê F ñîáñòâåííî, åñëè F �
íåñîáñòâåííîå, òî � íåñîáñòâåííî.

×àñòî ïîëåçíûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé.

1◦ Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé
{Fn(x)} ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) â êàæ-
äîé òî÷êå íåïðåðûâíîñòè ïîñëåäíåé, òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F
(â ñîáñòâåííîì èëè íåñîáñòâåííîì ñìûñëå).

2◦ Ñîáñòâåííûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Fσ ñ
îäíèì è òåì æå ñðåäíèì a è äèñïåðñèåé σ2, ñòðåìÿ-
ùåéñÿ ê 0, ñõîäÿòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå a.

Ïðèì å ð 12.1.1. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàñïðåäåëåíèé ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) =

{
0, åñëè x < 0;
nx, åñëè 0 ≤ x ≤ 1/n;
1, åñëè x > 1/n.

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} íà ñõîäèìîñòü.
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Ð åø å í è å. Äîêàæåì, ÷òî ïðè n→∞ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé {Fn(x)} ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè

F (x) =
{

1, åñëè x > 0;
0, åñëè x ≤ 0

àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî â òî÷êå
x = 0, â êàæäîé òî÷êå, êðîìå òî÷êè x = 0 (òî÷êà x = 0
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ðàçðûâà F (x)).

Â ñàìîì äåëå, ïî óñëîâèþ äëÿ ïðîèçâîëüíîé, íî ôèê-
ñèðîâàííîé òî÷êè x, ëåæàùåé ñëåâà îò íóëÿ, ïðè êàæ-
äîì n èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Fn(x) = 0, ïîýòîìó

lim
n
Fn(x) = 0 = F (x).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé, íî ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x, ëåæàùåé
ñïðàâà îò íóëÿ, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî N (n ≥ N) èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî 1/n < x. Ïîýòîìó äëÿ n ≥ N çíà÷åíèå
Fn(x) ðàâíî 1, è ñëåäîâàòåëüíî, lim

n
Fn(x) = 1 = F (x).

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n→∞

Fn(x)→ F (x)

â êàæäîé òî÷êå x ∈ R1, èñêëþ÷àÿ, áûòü ìîæåò, òî÷êó 0.
Îòñþäà, ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ 1◦ ñõîäèìîñòè
ðàñïðåäåëåíèé, ïðè n→∞

Fn → F.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
{Fn} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

Ï ð èì å ð 12.1.2. Ïóñòü {Qn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàñïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè

qn(x) =
n√
2π

exp

{
−(x− (−1)n)2n2

2

}
, n = 1, 2, . . .

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Qn} íà ñõîäèìîñòü.
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Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ñõîäèìî-
ñòè 2◦ äëÿ ÷åòíûõ n ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
{Qn} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 1, à äëÿ íå÷åòíûõ � â
òî÷êå −1. Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Qn} íå ÿâëÿåòñÿ
ñõîäÿùåéñÿ.

Ïðèì å ð 12.1.3. Ïóñòü Fh � âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòÿìè

fh(x) =
1√
2πh

exp

{
−(x− a)2

2h2

}
.

Èññëåäîâàòü Fh íà ñõîäèìîñòü 1◦ ïðè h → ∞, 2◦ ïðè
h→ 0.

Ðåøåíè å. 1◦ Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ F (x) = c,
x ∈ R1, ãäå c � êîíñòàíòà èç ïðîìåæóòêà [0; 1], ÿâëÿ-
åòñÿ ôóíêöèåé íåñîáñòâåííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, òîæäåñòâåííî ðàâíîãî íóëþ. Â ñàìîì äåëå, çíà÷å-
íèå F ([a; b)) ðàñïðåäåëåíèÿ F íà ïðîìåæóòêå [a; b) ðàâíî
F (b) − F (a) = 0, ïîýòîìó F (A) = 0 è íà ìíîæåñòâàõ
A èç àëãåáðû A êîíå÷íûõ îáúåäèíåíèé íåïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ïðîìåæóòêîâ âèäà [a; b) (a è b íå îáÿçàòåëüíî äîëæ-
íû áûòü êîíå÷íûìè), à ñëåäîâàòåëüíî, è íà áîðåëåâñêèõ
ìíîæåñòâàõ, ïîñêîëüêó σ(A) = B1. Ïîýòîìó, åñëè ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {Fn(x)} ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñõîäèòñÿ
ê ôóíêöèè F (x) = c (c � êîíñòàíòà èç ïðîìåæóòêà [0; 1]),
òî Fh ïðè h → ∞ ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F , òîæäå-
ñòâåííî ðàâíîìó íóëþ.

Äàëåå,

Fh(x) =

x∫
−∞

fh(t)dt =
1√
2πh

x∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2h2

}
dt =

=
1√
2π

(x−a)/h∫
−∞

exp

{
−u

2

2

}
du

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé (t−a)/h = u). Äëÿ êàæäîãî
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ôèêñèðîâàííîãî x

lim
h→∞

Fh(x) =
1√
2π

0∫
−∞

exp

{
−u

2

2

}
du =

1

2
.

Ïîýòîìó Fh ïðè h→∞ ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ, òîæ-
äåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ.

2◦ Ïðè h → 0 ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé Fh ñõîäèòñÿ
ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî-
÷åííîìó â òî÷êå a (ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëîâèþ ñõî-
äèìîñòè ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ).

Îïð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
{Fn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ F ïðè n→∞ îò-
íîñèòåëüíî êëàññà ôóíêöèé U , åñëè äëÿ êàæäîé ôóíêöèè
u ∈ U ∫

R1

u(x)Fn(dx)→
∫
R1

u(x)F (dx) ïðè n→∞.

Ïóñòü C(−∞; +∞) � êëàññ íåïðåðûâíûõ îãðàíè÷åí-
íûõ ôóíêöèé íà R1; C0[−∞; +∞] � êëàññ íåïðåðûâíûõ
îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ lim

x→+∞
u(x) = 0,

lim
x→−∞

u(x) = 0.

Ò å î ð åì à 12.1.1. Èç ñõîäèìîñòè (ñîáñòâåííîé èëè
íåñîáñòâåííîé) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé {Fn} ê ðàñïðåäåëåíèþ F ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõî-
äèìîñòü {Fn} ê F îòíîñèòåëüíî êëàññà C0[−∞; +∞] è
íàîáîðîò.

Èç ñîáñòâåííîé ñõîäèìîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé {Fn} ê ðàñïðåäåëåíèþ F ñëåäóåò ñëàáàÿ ñõîäè-
ìîñòü {Fn} ê F îòíîñèòåëüíî êëàññà C(−∞; +∞).

Ïðèì å ð 12.1.4. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =
n√
2π

exp

{
−x

2n2

2

}
, n = 1, 2, . . .
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Âû÷èñëèòü

lim
n→∞

∫
R1

eitxFn(dx).

Ðåøåíè å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn}
ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ F ,
ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0 (ñîãëàñíî äîñòàòî÷íîìó óñëî-
âèþ 2◦). Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå 12.1.1 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Fn} ñëàáî ñõîäèòñÿ ê F îòíîñèòåëüíî êëàññà
C(−∞; +∞). È ïîñêîëüêó eitx ∈ C(−∞; +∞), òî

lim
n→∞

∫
R1

eitxFn(dx) =

∫
R1

eitxF (dx) = eit0F ({0}) = 1.

Ïðèì å ð 12.1.5. Ïóñòü F � âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñî ñðåäíèì m è äèñïåðñèåé σ2. Äîêàçàòü, ÷òî
äëÿ a > 0

F{x : |x−m| ≥ a} ≤ σ2

a2
.

Ðåøåíè å.

σ2 =

∫
R1

(x−m)2F (dx) ≥
∫

x:|x−m|≥a

(x−m)2F (dx) ≥

≥
∫

x:|x−m|≥a

a2F (dx) = a2

∫
x:|x−m|≥a

F (dx) = a2F{x : |x−m| ≥ a}.

Ïðèì å ð 12.1.6. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîáñòâåííûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâåííî ñî ñðåäíè-
ìè an, ñõîäÿùèìèñÿ ê a, è äèñïåðñèÿìè σ2

n, ñõîäÿùèìè-
ñÿ ê 0.

Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñõîäèòñÿ ê
ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî-
÷åííîìó â òî÷êå a.
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Ð åø å í è å. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {Fn(x)} ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ñõîäèòñÿ ê ôóíê-
öèè Fa(x) àòîìè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííî-
ãî â òî÷êå a, ò. å. ê

Fa(x) =
{

0, åñëè x ≤ a;
1, åñëè x > a.

Ïóñòü t > 0, x = a − 2t. Ïîñêîëüêó an → a, ïðè
n→ ∞, òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

Fn(x) = Fn(a−2t) = Fn((−∞, a−2t)) ≤ Fn((−∞, an−t)) =

= Fn{y : y < an − t} ≤ Fn{y : |y − an| ≥ t} ≤
σ2
n

a2
,

à ïîýòîìó Fn(a − 2t) → 0, ïðè n → ∞ (âîñïîëüçîâàëèñü
ïðèìåðîì 12.1.5).

Àíàëîãè÷íî óáåæäàåìñÿ, ÷òî Fn(a+2t)→ 1, ïðè n→ ∞.

12.2 Çàäà÷è

ÀÇ: 12.1, 12.3, 12.5, 12.7(2, 5), 12.9, 12.11, 12.12, 12.15∗.
ÑÇ: 12.2, 12.4, 12.6, 12.7(1, 3, 4), 12.10, 12.16∗.

12.1. Ïóñòü {Na;σ2
n
} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëü-

íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâåííî ñî ñðåäíèì a è äèñ-
ïåðñèÿìè σ2

n. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè σ
2
n ñõîäèòñÿ ê íóëþ, òî

{Na;σ2
n
} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäå-

ëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå a.
12.2. Ïóñòü Fh � ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäå-

ëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè

fh(x) =
1√
2πh

exp

{
−(x− a)2

2h2

}
, h > 0.

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü Fh ïðè h→ 0.
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12.3. Ïóñòü F (x) � ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn}, çàäàííûõ ñâîèìè ôóíê-
öèÿìè ðàñïðåäåëåíèé,

Fn(x) =


0, åñëè x ≤ −1/n;

F (x)− F (−1/n)
F (1/n)− F (−1/n)

, åñëè − 1/n < x ≤ 1/n;

1, åñëè x > 1/n.

12.4. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèé ñ ôóíêöèÿìè

Fn(x) =

{
0, åñëè x ≤ −1/n;

n(x+ 1/n)/2, åñëè − 1/n < x ≤ 1/n;
1, åñëè x > 1/n.

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn}
íà ñõîäèìîñòü.

12.5. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèé ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =

{
n/2, åñëè x ∈ [−1/n; 1/n];
0, åñëè x 6∈ [−1/n; 1/n].

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn}
íà ñõîäèìîñòü.

12.6. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèé ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =


0, åñëè x ≤ −1/n;

n2(x+ 1/n), åñëè − 1/n < x ≤ 0;
−n2(x− 1/n), åñëè 0 < x ≤ 1/n;

0, åñëè x > 1/n.

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn}
íà ñõîäèìîñòü ïðè n→∞.

12.7. Ïóñòü F (x) � ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðå-
ðûâíîãî ñîáñòâåííîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü êàæäóþ èç ïðèâåäåííûõ
äàëåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàñïðåäåëåíèé, çàäàííûõ ñâî-
èìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ:
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1) Fn(x) = F (x+ 1/n), n = 1, 2, . . . ;
2) Gn(x) = F (x+ n), n = 1, 2, . . . ;
3) Sn(x) = F (x− n), n = 1, 2, . . . ;
4) Pn(x) = F (x/n), n = 1, 2, . . . ;
5) Qn(x) = F (x+ (−1)nn), n = 1, 2, . . .
12.8. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðàñïðåäåëåíèé {Pn}, çàäàííûõ ïëîòíîñòÿìè

pn(x) =
n√
2π

exp

{
−(x− 1)2n2

2

}
, n = 1, 2, . . .

12.9. Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàñïðåäåëåíèé:

1) Fn :

(
−n n
1/2 1/2

)
, n = 1, 2, . . . ;

2) Gn :

(
−1/n 1/n
1/2 1/2

)
, n = 1, 2, . . .

12.10. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèé ñîîòâåòñòâåííî ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =

{
n/2, åñëè x ∈ [(−1)n − 1/n; (−1)n + 1/n];
0, åñëè x 6∈ [(−1)n − 1/n; (−1)n + 1/n].

Èññëåäîâàòü {Fn} íà ñõîäèìîñòü ïðè n→∞.
12.11∗. Ïóñòü

Nx;σ2(y) =
1√
2πσ

y∫
−∞

exp

{
−(t− x)2

2σ2

}
dt; x, y ∈ R1, σ > 0.

Âû÷èñëèòü
lim
σ→0

Nx;σ2(y).

12.12. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =
n√
2π

exp

{
−(x− 1)2n2

2

}
, n = 1, 2, . . .
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Âû÷èñëèòü

lim
n→∞

∫
R1

sinxFn(dx).

12.13. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ èç çàäà-
÷è 12.12.

Âû÷èñëèòü

lim
n→∞

∫
R1

cosxFn(dx).

12.14∗. Ïóñòü F � ñîáñòâåííîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðå-
äåëåíèå,

Nx;σ2(y) =
1√
2πσ

y∫
−∞

exp

{
−(t− x)2

2σ2

}
dt; x, y ∈ R1, σ > 0.

Âû÷èñëèòü

lim
σ→0

+∞∫
−∞

Nx;σ2(y)F (dx),

åñëè y � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè F .
12.15∗. Ïóñòü

Fλ(y) =
∑

k:0≤k<y

λk

k!
e−λ, y ∈ R1, λ > 0.

Âû÷èñëèòü
lim
λ→0

Fλ(y).

12.16∗. Ïóñòü

Fλ(y) =
∑

k:0≤k<y

λk

k!
e−λ, y ∈ R1, λ > 0.
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Âû÷èñëèòü

lim
λ→0

+∞∫
−∞

e−y
2/2Fλ(dy).

12.17. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèé ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =

{
n/2, åñëè x ∈ [(−1)n/n− 1/n; (−1)n/n+ 1/n];
0, åñëè x 6∈ [(−1)n/n− 1/n; (−1)n/n+ 1/n]

ñîîòâåòñòâåííî.
Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} íà ñõîäèìîñòü

ïðè n→∞.
12.18.Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} âåðîÿòíîñòíûõ

ðàñïðåäåëåíèé è ðàñïðåäåëåíèå F ñîñðåäîòî÷åíû íà ìíî-
æåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è ïðè n→∞

Fn({k})→ F ({k})

äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k. Äîêàçàòü, ÷òî Fn → F ïðè
n→∞.

12.19. Ïóñòü {Fk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ
âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé, {pk}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ
∞∑
k=0

pk = 1.

Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé

Un =

n∑
k=0

pkFk, n = 1, 2, . . . ,

ñõîäèòñÿ â ñîáñòâåííîì ñìûñëå ê ðàñïðåäåëåíèþ

U =

∞∑
k=0

pkFk.

12.20. Ïóñòü Fh � ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè

fh(x) =

{
1
h
, åñëè x ∈ [a, a+ h];

0, åñëè x 6∈ [a, a+ h]
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(a � ôèêñèðîâàíî). Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü Fh:
1) ïðè h→∞, 2) ïðè h→ 0.

12.21. Ïóñòü Gh � ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè

gh(x) =

{
1

2h
, åñëè x ∈ [−h, h];

0, åñëè x 6∈ [−h, h].

Èññëåäîâàòü íà ñõîäèìîñòü Gh: 1) ïðè h → ∞,
2) ïðè h→ 0.



Ãëàâà 13

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ

13.1 Îïðåäåëåíèÿ, ñâîéñòâà,
âû÷èñëåíèå

Îïð å ä å ë å í è å. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, F
� åå ðàñïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ðàñïðåäåëåíèÿ F ) áóäåì íàçûâàòü êîì-
ïëåêñíîçíà÷íóþ ôóíêöèþ ϕ(t), îïðåäåëåííóþ äëÿ âñåõ
t ∈ R1 ðàâåíñòâîì

ϕ(t) = Meitξ =

∫
R1

eitxF (dx).

Åñëè ðàñïðåäåëåíèå F (ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ) èìååò ïëîòíîñòü f , òî

ϕ(t) = Meitξ =

∫
R1

eitxf(x)dx;

åñëè ðàñïðåäåëåíèå F (ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ) äèñêðåòíî ò. å.

F : xk → F ({xk}) > 0, k = 1, 2, . . . ;
∑
xk

F ({xk}) = 1,

175
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òî
ϕ(t) = Meitξ =

∑
xk

exp{itxk}F ({xk}).

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé èñïîëüçóþò ïðèâåäåííîå äàëåå ñâîéñòâî.

Ìóëüòèïëèêàòèâíîå ñâîéñòâî õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñóììû
íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ñëàãàåìûõ. Â òåðìèíàõ ñâåð-
òîê õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâåðòêè âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ èõ õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé.

Òå î ð åì à (î äèôôåðåíöèðóåìîñòè õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêîé ôóíêöèè). Åñëè n-é àáñîëþòíûé ìîìåíò ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F êîíå÷íûé, òî ñóùåñòâóåò n-ÿ ïðîèçâîäíàÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

ϕ(t) =

+∞∫
−∞

eitxF (dx)

ðàñïðåäåëåíèÿ F , è åå ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèðî-
âàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

ϕ(n)(t) = in
+∞∫
−∞

eitxxnF (dx).

Ñë å ä ñ ò â è å. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû

ϕ(n)(0) = in
+∞∫
−∞

xnF (dx) = inMξn,

ϕ(t) = 1 +
t

1!
ϕ(1)(0) +

t2

2!
ϕ(2)(0) + . . .+

tn

n!
ϕ(n)(0) + o(tn),

ïðè t→ 0.
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Ïðèì å ð 13.1.1 . Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé ðàñïðåäåëåíèå
Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ:

P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2, . . .

Ðåøåíè å. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ϕ(t) = Meitξ =
∞∑
k=0

eitk
λk

k!
e−λ = e−λ

∞∑
k=0

(eitλ)k

k!
=

= exp{−λ} exp{λ exp{it}} = exp{λ(exp{it} − 1)}.
Ïðèì å ð 13.1.2. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-

öèþ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ðåøåíè å. Ñíà÷àëà íàéäåì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ϕ(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäåëåííîé íîð-
ìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ϕ(t) = Meitξ =

+∞∫
−∞

eitx
1√
2π
e−x

2/2dx =

=
1√
2π

+∞∫
−∞

e−x
2/2 cos txdx+

i√
2π

+∞∫
−∞

e−x
2/2 sin txdx.

Ïîñëåäíèé èíòåãðàë ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó
+∞∫
−∞

e−x
2/2 sin txdx =

+∞∫
0

e−x
2/2 sin txdx−

+∞∫
0

e−u
2/2 sin tudu.

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ϕ(t), âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé î
äèôôåðåíöèðóåìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè (ïåð-
âûé ìîìåíò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîíå÷íûé). Èìå-
åì

ϕ
′
(t) =

1√
2π

+∞∫
−∞

x(− sin tx)e−x
2/2dx =
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=
1√
2π

+∞∫
−∞

sin txde−x
2/2 =

= − 1√
2π

+∞∫
−∞

t cos tx · e−x2/2dx = −tϕ(t).

Îòñþäà
ϕ
′
(t)/ϕ(t) = −t.

Ðåøàÿ ýòî óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì

ϕ(t) = e−t
2/2

(ìû ó÷ëè, ÷òî ϕ(0) = 1).
Äàëåå, åñëè ξ ðàñïðåäåëåíà N0;1, òî η = σξ + a ðàñ-

ïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) (ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî), ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöè-
åé ψ(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, ðàñïðåäåëåííîé Na;σ2 , ÿâ-
ëÿåòñÿ

ψ(t) = Meitη = Meit(σξ+a) = eitaMei(σt)ξ = eitaϕ(σt) =

= exp{ita} exp{−σ2t2/2} = exp{ita− σ2t2/2}.

13.2 Òåîðåìû åäèíñòâåííîñòè
è íåïðåðûâíîñòè

Òå î ð åì à å ä è í ñ ò â å í í î ñ ò è. Ðàçëè÷íûì âåðîÿò-
íîñòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûå õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè.

Â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ÷à-
ñòî èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè.

Ò å î ð åì à í å ï ð å ðûâí î ñ ò è. Äëÿ òîãî ÷òîáû ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ñîáñòâåííî ñõîäèëàñü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû
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ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé {ϕn(t)} ñõîäèëàñü ê íåïðåðûâíîé ôóíê-
öèè ϕ(t) â êàæäîé òî÷êå t ∈ R1. Ïðåäåë ϕ(t) ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé {ϕn(t)} ÿâ-
ëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé ïðåäåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F è {ϕn(t)} ñõîäèòñÿ ê ϕ(t) ðàâíîìåðíî íà
êàæäîì êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå.

Ïðèì å ð 13.2.1. Ïóñòü F è Q � íîðìàëüíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè (a1;σ2

1) è (a2;σ2
2).

Íàéòè ñâåðòêó F ∗Q ðàñïðåäåëåíèé Q è F .
Ðåøåíè å. Âîñïîëüçîâàâøèñü ìóëüòèïëèêàòèâíûì

ñâîéñòâîì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé (õàðàêòåðèñòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñâåðòêè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñ-
ïðåäåëåíèé), ïî õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ôóíêöèÿì

ϕ1(t) = exp
{
ita1 − t2σ2

1/2
}
è ϕ2(t) = exp

{
ita2 − t2σ2

2/2
}

íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé F è Q ñ ïàðàìåòðàìè (a1;σ2
1)

è (a2;σ2
2) ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ïðèìåð 13.1.2) íàõîäèì õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñâåðòêè F ∗Q:

ϕ(t) = ϕ1(t)ϕ2(t) = exp
{
it(a1 + a2)− t2(σ2

1 + σ2
2)/2

}
.

Äàëåå, ñ îäíîé ñòîðîíû, ϕ(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ñâåðòêè F ∗Q, ñ äðóãîé,

ϕ(t) = exp
{
it(a1 + a2)− t2(σ2

1 + σ2
2)/2

}
ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a1 +a2;σ2

1 +σ2
2), ò. å. õàðàêòå-

ðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F ∗Q è íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a1 + a2;σ2

1 + σ2
2) ñîâïàäà-

þò. À ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ñîâïàäà-
þò è ñàìè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðòêà íîð-
ìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè (a1;σ2

1) è (a2;σ2
2)

ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðàìè
(a1 + a2;σ2

1 + σ2
2) (êëàññ íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé çàì-

êíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè).
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Ïðèì å ð 13.2.2. Ïóñòü F è Q � ïóàññîíîâñêèå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2. Íàé-
òè ñâåðòêó F ∗Q ðàñïðåäåëåíèé Q è F .

Ðåøåíè å. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ïóàñ-
ñîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè
λ1 è λ2 ÿâëÿþòñÿ

ϕ1(t) = exp{λ1(exp{it}−1)} è ϕ2(t) = exp{λ2(exp{it}−1)}

(ñì. ïðèìåð 13.1.1), ïîýòîìó õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ϕ(t) ñâåðòêè F ∗ Q, ñîãëàñíî ìóëüòèïëèêàòèâíîìó
ñâîéñòâó, ðàâíà ϕ1(t)ϕ2(t), ò. å.

ϕ(t) = ϕ1(t)ϕ2(t) = exp{(λ1 + λ2)(exp{it} − 1)}.

Íî exp{(λ1+λ2)(exp{it}−1)}� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ1 +λ2.
Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè ðàñïðåäåëåíèå
F ∗Q ñîâïàäàåò ñ ïóàññîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðà-
ìåòðîì λ1 + λ2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñâåðòêà ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé
ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2 ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ðàñïðå-
äåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì λ1 +λ2 (êëàññ ïóàññîíîâñêèõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé çàìêíóò îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè).

Ïðèì å ð 13.2.3. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξn,pn ðàñ-
ïðåäåëåíà áèíîìèàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè (n; pn). Äîêàçàòü,
÷òî åñëè npn → λ ïðè n→ ∞, òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξn,pn ñõîäèòñÿ ê ïóàññîíîâñêîìó ðàñïðåäå-
ëåíèþ ñ ïàðàìåòðîì λ (òåîðåìà Ïóàññîíà).

Ðåøåíè å. Âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn,pn è ïîêàæåì, ÷òî ïðè n → ∞,
îíà ñõîäèòñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ïóàññîíîâ-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕn(t) áèíîìèàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðàìè (n; pn) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ξn,pn ðàâíà

(
1 + pn

(
eit − 1

))n
, ò. å.

ϕn(t) =
(
1 + pn

(
eit − 1

))n
(ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 13.7). Äàëåå, ïîñêîëüêó npn → λ, ïðè
n → ∞, òî pn → 0 è äëÿ lnϕn(t) = n ln

(
1 + pn

(
eit − 1

))
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ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t èìååì

lnϕn(t) ∼ npn
(
eit − 1

)
, ïðè n→∞.

Îòñþäà,
lnϕn(t)→ λ

(
eit − 1

)
,

ϕn(t)→ exp{λ(eit − 1)}.
Íî exp{λ(eit−1)}� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïóàññî-
íîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ, ïîýòîìó ñîãëàñ-
íî òåîðåìå íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû ξn,pn ñõîäèòñÿ ê ïóàññîíîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ
ñ ïàðàìåòðîì λ.

13.3 Çàäà÷è

ÀÇ: 13.1, 13.2, 13.5, 13.6, 13.7, 13.9, 13.10, 13.16, 13.17,
13.27.

ÑÇ: 13.2, 13.4, 13.8, 13.14, 13.18, 13.19, 13.20, 13.21, 13.23,
13.25.

13.1. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ 1 è −1, êàæäîå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Âû÷èñëèòü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

13.2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ −1, 0, 1, êàæäîå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/3. Âû÷èñëèòü õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ξ.

13.3. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ(z) = cos2 z ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé; íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñïðå-
äåëåíèå âåðîÿòíîñòåé.

13.4. Äîêàçàòü, ÷òî

ϕ1(z) =
∞∑
k=0

ak cos kz, ϕ2(z) =
∞∑
k=0

ake
iλkz

(ak ≥ 0,
∞∑
k=0

ak = 1) ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóí-

êöèÿìè. Íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-
íîñòåé.
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13.5. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 è
−1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Sn = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn.

13.6. Äîêàçàòü, ÷òî ϕ(z) = cosn z ÿâëÿåòñÿ õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé (äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n).

13.7. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ðàñïðåäåëåííîé áèíîìèàëüíî ñ ïàðà-
ìåòðàìè (n; p):

P{ξ = k} = Cknp
k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

13.8. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííîé ñ ïà-
ðàìåòðîì p:

P{ξ = k} = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .

13.9. Ïóñòü ξλ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, èìåþùàÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ.

Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (ξλ − λ)/

√
λ.

13.10. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà ïðîìåæóò-
êå [−a; a].

13.11. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà ïðîìå-
æóòêå [a; b].

13.12. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ p(x) = e−|x|/2.

13.13. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïî-
êàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì a.

13.14. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ äâó-
ñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì a.
Ïëîòíîñòü äâóñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x) =
a

2
e−a|x|, a > 0.
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13.15. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ òðå-
óãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì a. Ïëîòíîñòü òðå-
óãîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x) =

{
0, åñëè |x| ≥ a;

(a− |x|)/a2, åñëè |x| < a.

13.16∗. Âû÷èñëèòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïàðàìåòðîì a. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Êîøè

p(x) =
1

π

a

a2 + x2
, x ∈ R1.

13.17. Ïóñòü F è Q � ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñîîòâåò-
ñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè a è b. Íàéòè ñâåðòêó F ∗ Q ðàñ-
ïðåäåëåíèé Q è F .

13.18. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðå-
äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñîîòâåòñòâåííî ñ ïàðàìåò-
ðàìè (a1;σ2

1) è (a2;σ2
2). Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ + η.
13.19. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-

íû, èìåþùèå ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè a è b
ñîîòâåòñòâåííî. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ + η.

13.20. Ïóñòü ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, èìåþùèå ïóàññîíîâñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ñ ïàðàìåòðàìè λ1 è λ2. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ζ = ξ + η.

13.21.Ïóñòü ϕ(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, äëÿ êîòîðîé Mξ = a è Dξ = σ2 <∞.
Âûïèñàòü ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ ϕ(t) â îêðåñòíîñòè
òî÷êè t = 0, ñîäåðæàùåå t2.

13.22. Ïóñòü {ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëüíî
ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîîòâåòñòâåííî ñ ïà-
ðàìåòðàìè (an;σ2

n), ïðè÷åì an → a, σ2
n → 0, ïðè n→∞.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξn ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå a.

13.23. Ïóñòü ξλ � ïóàññîíîâñêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
ñ ïàðàìåòðîì λ <∞.
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Äîêàçàòü, ÷òî åñëè λ→∞, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû (ξλ−λ)/

√
λ ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäå-

ëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
13.24. Â êàæäîé òî÷êå xk = k/n, k = 0, 1, . . . , n, îòðåç-

êà [0; 1] ñîñðåäîòî÷åíà ìàññà 1/(n + 1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Fn ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå.

1◦ Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕn(t) ðàñïðå-
äåëåíèÿ Fn.

2◦ Âû÷èñëèòü ïðåäåë ϕn(t), ïðè n→∞ .
3◦ Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{Fn} ñõîäèòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó íà ïðîìåæóòêå [0; 1] ðàñ-
ïðåäåëåíèþ.

13.25 (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà). Ïóñòü
{ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñðåäíèì 0 è äèñïåð-
ñèåé σ2 (Dξk = σ2 < ∞). Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞,
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Sn =
1

σ
√
n

n∑
i=1

ξi

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè
(0; 1).

Ó ê à ç à í è å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(t) õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξi (i = 1, 2, . . .), à ÷å-

ðåç ψn(t) � ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 1
σ
√
n

n∑
i=1

ξi.

Ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòå òàêèå çàäà÷è:
1◦ Âûïèñàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ψn(t) ÷å-

ðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕ(t).
2◦ Âûïèñàòü ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ ϕ(t) â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè t = 0, ñîäåðæàùåå t2.
3◦ Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè ïóíêòîâ 1◦ è 2◦,

íàéòè ïðåäåë õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ψn(t), ïðè
n→∞.

4◦ Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì ïóíêòà 3◦ è òåîðå-
ìîé íåïðåðûâíîñòè, äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞, ðàñïðå-
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äåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû 1
σ
√
n

n∑
i=1

ξi ñõîäèòñÿ ê íîð-

ìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
13.26. Ïóñòü {ξn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷-
íûìè äèñïåðñèÿìè Dξk = σ2 < ∞. Òîãäà èç íåðàâåíñòâà
×åáûø¼âà

P{|ζ −Mζ| ≥ ε} ≤ Dζ/ε2

ñëåäóåò, ÷òî ïðè n→∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Sn = 1
n

n∑
i=1

ξi

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê a = Mξk, ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0

P{|Sn − a| ≥ ε} → 0.

Íå áóäåì òðåáîâàòü, ÷òîáû σ2 < ∞, íî ïóñòü
Mξk = a 6= ∞. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞, ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü Sn ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê a (çàêîí áîëüøèõ
÷èñåë â ôîðìå Õèí÷èíà).

13.27. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïàðàìåòðîì a.

Äîêàçàòü, ÷òî Sn = 1
n

n∑
i=1

ξi íå ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíî-

ñòè ê êîíñòàíòå (íè ê îäíîé).
Óê à ç à í è å.
1◦ Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ Sn.
2◦ Âû÷èñëèòü ïðè n→∞ ïðåäåë õàðàêòåðèñòè÷åñêîé

ôóíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn.
Çàìåòèì, ÷òî ó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé ðàñ-

ïðåäåëåíèå Êîøè, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íå ñóùåñòâó-
åò.

13.28 (öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà). Ïóñòü
{ξn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî ñðåäíèì a (Mξi =
= a 6= ∞) è äèñïåðñèåé σ2 (Dξi = σ2 < ∞). Äîêàçàòü,
÷òî ïðè n→∞ ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Sn =
1

σ
√
n

(
n∑
i=1

ξi − na

)
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ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1).
Ó ê à ç à í è å. Ñì. çàäà÷ó 13.25.
13.29.Ïóñòü ξ1,n, ξ2,n, . . . , ξk,n, . . . , ξn,n, � íåçàâèñèìûå

îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ
ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{ξk,n = j} = pjn(1− pn)1−j , j = 0, 1,

k = 1, 2, . . . , n, ïðè÷åì

npn → λ,

ïðè n→∞.
Äîêàçàòü, ÷òî åñëè n → ∞ ðàñïðåäåëåíèå ñóììû

n∑
k=1

ξk,n ñõîäèòñÿ ê ïóàññîíîâñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïà-

ðàìåòðîì λ:

P

{
n∑
k=1

ξk,n = m

}
→ λm

m!
e−λ, m = 0, 1, . . .

13.30. Ïóñòü νi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëåííàÿ
â çàäà÷å 10.41.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n→∞, ðàñïðåäåëåíèå
νi − npi√
npi(1− pi)

ñõîäèòñÿ ê íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïàðàìåòðàìè
(0; 1).

13.31. Ïóñòü N(−1)n;1/n2 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîð-
ìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðàìåòðàìè ((−1)n; 1/n2).

Èññëåäîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé N(−1)n;1/n2 íà ñõîäèìîñòü ïðè n→∞.

Ïðèâåäåííûå äàëåå çàäà÷è ìîæíî ðåøèòü, âûïèñàâ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðå-
äåëåíèé è èññëåäîâàâ èõ ñõîäèìîñòü ïðè n→∞.

13.32. Ïóñòü {Fn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñò-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;
nx, åñëè 0 < x ≤ 1/n;
1, åñëè x > 1/n.



13.3. Çàäà÷è 187

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó
ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

13.33. {Fn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) =

{
0, åñëè x ≤ −1/n;
n(x+ 1/n)/2, åñëè − 1/n < x ≤ 1/n;
1, åñëè x > 1/n.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n→∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ,
ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

13.34. {Fn}� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =

{
n/2, åñëè x ∈ [−1/n, 1/n];
0, åñëè x 6∈ [−1/n, 1/n].

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n→∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðå-
äåëåíèé {Fn} ñõîäèòñÿ ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ,
ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

13.35. Fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fn(x) =

{
0, åñëè x ≤ −1/n;
n(x+ 1/n)/2, åñëè − 1/n < x ≤ 1/n;
1, åñëè x > 1/n.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèé Fn ñõîäèòñÿ ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ,
ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

13.36. Fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ ïëîòíîñòÿìè

fn(x) =

{
n/2, åñëè x ∈ [−1/n, 1/n];
0, åñëè x 6∈ [−1/n, 1/n].

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ-
ïðåäåëåíèé Fn ñõîäèòñÿ ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ,
ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.
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13.37. Ïóñòü ξn, n = 1, 2, . . ., � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñîîòâåò-
ñòâåííî ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2

n), äëÿ êîòîðûõ σ2
n → 0, ïðè

n→∞.
Äîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξn

ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ,
ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå a.

Ó ê à ç à í è å. Èññëåäîâàòü ñõîäèìîñòü õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåò-
ðàìè (a;σ2

n) ïðè σ2
n → 0.



Ãëàâà 14

Îöåíèâàíèå
ïàðàìåòðîâ
ðàñïðåäåëåíèé

14.1 Òî÷å÷íûå îöåíêè

Òèïè÷íàÿ çàäà÷à òåîðèè âåðîÿòíîñòåé � ïî ìàòåìàòè-
÷åñêîé ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà âû÷èñëèòü
âåðîÿòíîñòè òåõ èëè èíûõ ñîáûòèé è òåì ñàìûì ñïðîãíî-
çèðîâàòü òå èëè èíûå åãî èñõîäû.

Òèïè÷íàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè � ïî
èñõîäó ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïðåäëîæèòü (âû-
áðàòü) ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ áû àäåêâàòíî
åãî îïèñûâàëà. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ðåøåíèå ïîñëåäíåé çà-
äà÷è ñâîäèòñÿ ê îöåíèâàíèþ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé
è ïðîâåðêå ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Îïð å ä å ë å í è å. Ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Rn áóäåì íàçûâàòü âûáîð-
êîé (âûáîðî÷íûì âåêòîðîì).

Âûáîðêó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), îáðàçîâàííóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn, êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò
ðàñïðåäåëåíèå G, íàçûâàþò âûáîðêîé èç ðàñïðåäåëåíèÿ
(çàêîíà) G îáúåìîì n.

Çíà÷åíèå ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âûáîðêè ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn) áóäåì íàçûâàòü åå ðåàëèçàöèåé.

189
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ÌíîæåñòâîX âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé (ðåàëèçàöèé)
âûáîðêè áóäåì íàçûâàòü âûáîðî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì (âû-
áîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî X � ýòî Rn èëè åãî ïîäìíîæå-
ñòâî).

Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ âûáîðêàìè, ðàñïðåäåëåíèÿ
(ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ) êîòîðûõ çàâèñÿò îò ïàðàìåò-
ðà θ. Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Θ ïà-
ðàìåòðà θ ìû, êàê ïðàâèëî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîä-
ìíîæåñòâà êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rs. (Ðàñïðåäå-
ëåíèÿìè, çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâ, íàïðèìåð, ÿâëÿþò-
ñÿ íîðìàëüíîå, ïóàññîíîâñêîå, ïîêàçàòåëüíîå, ðàâíîìåð-
íîå, . . .)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèé. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) � ðå-
àëèçàöèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñ ðàñïðåäåëåíèåì
F (·; θ). Ðàñïðåäåëåíèå F (·; θ) çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ, ïðè-
íèìàþùåãî çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà Θ . Çíà÷åíèå ïàðàìåò-
ðà θ íåèçâåñòíî è åãî íåîáõîäèìî îöåíèòü (îïðåäåëèòü)
ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) âûáîðêè
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn). Â ýòîì è ñîñòîèò çàäà÷à îöåíèâàíèÿ
ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé.

Åäèíñòâåííîå, ÷òî íàì èçâåñòíî äëÿ îöåíèâàíèÿ íåèç-
âåñòíîãî ïàðàìåòðà θ, � ýòî ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) âûáîðêè ξ.
Êðîìå ðåàëèçàöèè ξ(ω) âûáîðêè, ìû íå èìååì íè÷åãî,
÷òî áû íåñëî èíôîðìàöèþ î çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ. Ïî-
ýòîìó �îöåíèòü (îïðåäåëèòü) θ ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) (òî÷íî
èëè õîòÿ áû ïðèáëèæåííî)� îáîçíà÷àåò ïîñòàâèòü â ñî-
îòâåòñòâèå ðåàëèçàöèè ξ(ω) âûáîðêè ξ çíà÷åíèå θ̂ èç Θ ,
êîòîðîå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà θ. Ôîðìàëüíî ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îöåíè-
âàíèÿ θ íà âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå X � ìíîæåñòâå ðå-
àëèçàöèé âûáîðîê � íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü (ïîñòðîèòü,
çàäàòü) ôóíêöèþ h(·) ñî çíà÷åíèÿìè â Θ � ìíîæåñòâå
âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ � òàêóþ, ÷òî h(ξ(ω))
ðàâíî θ èëè h(ξ(ω)) õîòÿ áû ïðèáëèæåííî ðàâíî θ. Çíà-
÷åíèå

θ̂ = h(ξ(ω))

ìû è áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå θ. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ
êàæäîé ðåàëèçàöèè ξ(ω) çíà÷åíèå θ̂ = h(ξ(ω)), ñâîå.
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Ïîýòîìó θ̂ êàê ôóíêöèÿ ξ = ξ(ω) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíîé.

Îïð å ä å ë å í è å. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà
ñî çíà÷åíèÿìè â Rn è F (·, θ) � åå ðàñïðåäåëåíèå (θ ∈ Θ ⊂
⊂ Rn). Áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ h(·), çàäàííóþ íà âûáîðî÷-
íîì ïðîñòðàíñòâå X ⊂ Rn, ñî çíà÷åíèÿìè â Θ � ìíîæå-
ñòâå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ � áóäåì íàçûâàòü
ñòàòèñòèêîé, à ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó

θ̂ = h(ξ) = h(ξ1, ξ2, . . . , ξn),

� áîðåëåâñêóþ ôóíêöèþ îò âûáîðêè � îöåíêîé.
Ñòðîèòü ñòàòèñòèêè h(·), òàêèå, ÷òî

θ = h(ξ(ω)) = θ̂,

ò.å. ñòàòèñòèêè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïî ξ(ω) ìîæíî áûëî
áû òî÷íî îïðåäåëèòü θ, ÿâíî íå óäàñòñÿ óæå õîòÿ áû ïîòî-
ìó, ÷òî θ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, à îöåíêà θ̂ = h(ξ(ω)) êàê
ôóíêöèÿ âûáîðêè (ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû) ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó íðàâèòñÿ íàì ýòî èëè íåò,
äëÿ îïðåäåëåíèÿ θ íàì ïðèäåòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ îöåí-
êàìè θ̂ = h(ξ) êàê ïðèáëèæåííûìè çíà÷åíèÿìè θ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå ïàðàìåòðà θ ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü ìíîãî îöåíîê. Íàïðèìåð, äëÿ îöåíèâàíèÿ
ïàðàìåòðà θ ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [θ−1, θ+1] ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç íåãî ìîæíî ïðåä-
ëîæèòü îöåíêè

θ̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi; θ̂2 =
ξ1 + ξn

2
; θ̂3 =

1

2
(max {ξi}+ min {ξi})

(ïðè ýòîì åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû: êàêàÿ èç ïðåä-
ëîæåííûõ îöåíîê ëó÷øå? Êàê ïîñòðîèòü íàèëó÷øóþ îöåí-
êó? . . .).

Ïîãðåøíîñòè îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ. Â ñâÿçè ñ
ïîñòàíîâêîé çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëå-
íèé êàê çàäà÷è ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ çíà÷åíèé
θ̂ = h(ξ) ïàðàìåòðà θ íåîáõîäèìî óìåòü îòâå÷àòü íà âî-
ïðîñ: íàñêîëüêî âåëèêà ïîãðåøíîñòü θ̂ − θ ïðè çàìåíå θ
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íà θ̂, äðóãèìè ñëîâàìè, êàê äàëåêî ìîãóò óêëîíÿòüñÿ çíà-
÷åíèÿ îöåíêè

θ̂ = h(ξ1, ξ2, . . . , ξn),

âû÷èñëåííîé ïî âûáîðêå ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), îò îöåíèâàå-
ìîé âåëè÷èíû θ?

Îò îöåíêè θ̂ = h(ξ), ïðåäëàãàåìîé äëÿ îöåíèâàíèÿ
òîãî èëè èíîãî ïàðàìåòðà, åñòåñòâåííî òðåáîâàòü ìàëî-
ãî ðàçáðîñà åå çíà÷åíèé, äðóãèìè ñëîâàìè, êîíöåíòðàöèè
èõ â óçêîé îêðåñòíîñòè. Â êà÷åñòâå êîëè÷åñòâåííîé ìåðû
ðàçáðîñà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ̂ = h(ξ) áóäåì
ðàññìàòðèâàòü

Dθ̂ = M(θ̂ −Mθ̂)2

(äëÿ íàãëÿäíîñòè θ � îäíîìåðíûé ïàðàìåòð).
Êîëè÷åñòâåííî ìåðó ïîãðåøíîñòè ïðè çàìåíå θ íà θ̂

(ìåðó ðàçáðîñà θ̂ îòíîñèòåëüíî θ) áóäåì îïèñûâàòü âåëè-
÷èíîé

M |θ̂ − θ|2.

Ñðåäè âñåõ îöåíîê ñ îäíîé è òîé æå äèñïåðñèåé Dθ̂ (ìå-
ðîé ðàçáðîñà) ìèíèìàëüíóþ ìåðó ðàçáðîñà îòíîñèòåëü-
íî θ èìåþò îöåíêè, äëÿ êîòîðûõ Mθ̂ = θ. Ïîñëåäíåå ñëå-
äóåò èç ðàâåíñòâ

M |θ̂ − θ|2 = M |(θ̂ −Mθ̂) + (Mθ̂ − θ)|2 = M(θ̂ −Mθ̂)2+

+2M(θ̂ −Mθ̂)(Mθ̂ − θ) +M(Mθ̂ − θ)2 = Dθ̂ + (Mθ̂ − θ)2.

Îïð å ä å ë å í è å. Îöåíêó θ̂ áóäåì íàçûâàòü íåñìåùåí-
íîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ, åñëè

Mθ̂ = θ,

èëè, ÷òî òî æå, M(θ̂ − θ) = 0.
Íàãëÿäíî íåñìåùåííîñòü îöåíêè θ̂ ïàðàìåòðà θ ìîæíî

òðàêòîâàòü òàê: ïðè ìíîãîêðàòíîì èñïîëüçîâàíèè îöåí-
êè θ̂ â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ θ, ò.å. ïðè ìíîãîêðàòíîé çàìå-
íå θ íà θ̂, ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîãðåøíîñòè θ̂−θ ðàâíî íóëþ.
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×àñòî ðàññìàòðèâàþò íå îäíó îöåíêó

θ̂ = h(ξ) = h(ξ1, ξ2, . . . , ξn),

ïîñòðîåííóþ ïî âûáîðêå ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), à ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü îöåíîê

θ̂n = hn(ξ1, ξ2, . . . , ξn), n = 1, 2, . . .

Â ýòîé ñèòóàöèè åñòåñòâåííî ãîâîðèòü îá àñèìïòîòè÷å-
ñêîì ïîâåäåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îöåíîê.

Îïð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̂n} áó-
äåì íàçûâàòü ñîñòîÿòåëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îöå-
íîê ïàðàìåòðà θ, åñëè äëÿ êàæäîãî ε > 0

P{|θ̂n − θ| > ε} → 0

ïðè n→∞, èëè, ÷òî òî æå, {θ̂n} ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè
ê θ ïðè n→∞.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îöåíîê {θ̂n} áó-
äåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ îöåíîê ïàðàìåòðà θ, åñëè

M(θ̂n − θ)→ 0

ïðè n→∞, èëè, ÷òî òî æå,

Mθ̂n → θ

ïðè n→∞.
Ï ð èì å ð 14.1.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, b) =

{
1

b− a, åñëè x ∈ [a; b];

0, åñëè x /∈ [a; b].

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 = min {ξ1, ξ2, . . . , ξn}, θ̂2 = max {ξ1, ξ2, . . . , ξn},
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θ̂3 =
1

n

n∑
i=1

ξi, θ̂4 =
ξn−1 + ξn

2
.

Êàêèå èç îöåíîê θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4 è äëÿ êàêèõ ïàðàìåòðîâ (âîç-
ìîæíî, îòëè÷íûõ îò a è b) ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè
îöåíêàìè? Ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè?

Ðåøåíè å. Ðàññìîòðèì êàæäóþ èç îöåíîê.
Îö å í ê à θ̂2 = max {ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Íàéäåì ñíà÷àëà

ðàñïðåäåëåíèå θ̂2. Ïî óñëîâèþ ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç
ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [a; b] ðàñïðåäåëåíèÿ, ò. å. ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [a; b]. Îò-
ñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
ξ1, ξ2, . . . , ξn àáñîëþòíî íåïðåðûâíû ñ ïëîòíîñòÿìè f(x; a, b),
èìååì

Fθ̂2(x) = P{θ̂2 < x} = P{max {ξ1, ξ2, . . . , ξn} < x} =

= P{ξ1 < x, ξ2 < x, . . . , ξn < x} =
n∏
i=1

P{ξi < x} =

=

n∏
i=1

x∫
−∞

f(y; a, b) dy =

 x∫
−∞

f(y; a, b) dy

n

.

Ïîýòîìó θ̂2 � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà è åå ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

fθ̂2(x) =
d

dx
Fθ̂2(x) = nf(x; a, b)

 x∫
−∞

f(y; a, b) dy

n−1

.

À ïîñêîëüêó

x∫
−∞

f(y; a, b) dy =


0, åñëè x < a;

x− a
b− a , åñëè a ≤ x ≤ b;

1, åñëè x > b,
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òî

fθ̂2(x) =

{
0, åñëè x 6∈ [a; b];

n
(b− a)n

(x− a)n−1, åñëè x ∈ [a; b].

Ãðàôèê ïëîòíîñòè fθ̂2(x) èçîáðàæåí íà ðèñ. 14.1.1.

Ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè θ̂2 ìî-
æåì âû÷èñëèòü åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå:

Mθ̂2 =

∞∫
−∞

xfθ̂2(x) dx =

=

b∫
a

x
n

(b− a)n
(x− a)n−1 dx =

n

n+ 1
b+

a

n+ 1
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêà θ̂2 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåí-
êîé íè ïàðàìåòðà a, íè ïàðàìåòðà b; íî, ïðè n→∞,

Mθ̂2 =
n

n+ 1
b+

a

n+ 1
→ b.

Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî θ̂2 ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà b.

Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè θ̂2 ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðà-
ìåòðà b, äðóãèìè ñëîâàìè, ñõîäèòñÿ ëè θ̂2 ïî âåðîÿòíîñòè
ê b. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε èìååì

P{|θ̂2 − b| > ε} = P{θ̂2 ∈ (−∞, b− ε) ∪ (b+ ε,+∞)} =

=

b−ε∫
−∞

fθ̂2(x) dx+

+∞∫
b+ε

fθ̂2(x) dx =

b−ε∫
a

fθ̂2(x) dx =

=

b−ε∫
a

n

(b− a)n
(x− a)n−1 dx =

(
1− ε

b− a

)n
,
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÷òî ñõîäèòñÿ ê íóëþ, ïðè n→∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

P{|θ̂2 − b| > ε} → 0,

ïðè n→∞. Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî θ̂2 ÿâëÿåòñÿ ñîñòî-
ÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà b.

f       (x)               
θ2

n

b    a

  a b 0 x

Ðèñ. 14.1.1: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè θ̂2

Îö åí ê à θ̂1 = min {ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Îöåíêà θ̂1 èññëåäó-
åòñÿ àíàëîãè÷íî îöåíêå θ̂2.

Ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè θ̂1 àáñîëþòíî íåïðåðûâíî ñ ïëîò-
íîñòüþ

fθ̂1(x) =

{
0, åñëè x 6∈ [a; b];

n
(b− a)n

(b− x)n−1, åñëè x ∈ [a; b].

Îòñþäà

Mθ̂1 =
n

n+ 1
a+

b

n+ 1
.

Ïîýòîìó θ̂1 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé íè ïàðà-
ìåòðà a, íè ïàðàìåòðà b, íî îíà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà a.
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Îöåíêà θ̂1 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåò-
ðà a (ñì. èññëåäîâàíèå îöåíêè θ̂2).

Î ö å í ê à θ̂3 = 1
n

n∑
i=1

ξi. Ïîñêîëüêó ξi, i = 1, 2, . . . , n, �

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå [a; b] ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû, à äëÿ íèõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå m1, êàê
èçâåñòíî, ðàâíî (a+ b)/2, òî

Mθ̂3 = M
1

n

n∑
i=1

ξi = m1 =
a+ b

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, θ̂3 íå ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé íè
ïàðàìåòðà a, íè ïàðàìåòðà b, íî θ̂3 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà
ïàðàìåòðà m1 = (a + b)/2 � ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [a; b] ðàñïðåäåëåíèÿ.

Äàëåå, ñîãëàñíî çàêîíó áîëüøèõ ÷èñåë θ̂3 = 1
n

n∑
i=1

ξi

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê m1 = (a + b)/2, ò. å. θ̂3 � ñî-
ñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà m1 = (a+ b)/2.

Î ö å í ê à θ̂4 = (ξn−1 + ξn)/2. Äëÿ îöåíêè θ̂4

Mθ̂4 = M
ξn−1 + ξn

2
=

1

2
(Mξn−1 +Mξn) =

a+ b

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, θ̂4 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà
m1 = (a+ b)/2.

f       (x)               
θ2

2
b    a

  a b 0 xθ    −ε θ             +εθ    

Ðèñ. 14.1.2: Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè θ̂4
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Îöåíêà θ̂4 íå ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè íè ê îäíîé êîí-
ñòàíòå (ïàðàìåòðó). Â ñàìîì äåëå, ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ̂4 = (ξn−1 + ξn)/2 ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

fθ̂4(x) =


0, åñëè x 6∈ [a; b];

4
(b− a)2 (x− a), åñëè x ∈ [a, a+ b

2 ];

4
(b− a)2 (b− x), åñëè x ∈ [a+ b

2 , b]

(fθ̂4(x) ïîëó÷åíà êàê ñâåðòêà ïëîòíîñòåé ðàâíîìåðíûõ íà
îòðåçêå [a; b] ðàñïðåäåëåíèé, ãðàôèê fθ̂4(x) èçîáðàæåí íà
ðèñ. 14.1.2). Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî ïàðàìåòðà θ, êàæäîãî
äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε > 0 âåðîÿòíîñòü

P{|θ̂4 − θ| > ε} =

∫
{x:|x−θ|>ε}

fθ̂4(x)dx

íå çàâèñèò îò n (÷èñëåííî îíà ðàâíà ïëîùàäè çàøòðèõî-
âàííîé ôèãóðû (ñì. ðèñ. 14.1.2)) è, ñëåäîâàòåëüíî, θ̂4 íå
ñõîäèòñÿ ê θ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n→∞.

14.2 Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû

Ïîìèìî òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäå-
ëåíèÿ, èñïîëüçóþò òàê íàçûâàåìîå èíòåðâàëüíîå îöåíè-
âàíèå, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ íåèçâåñòíîãî
ïàðàìåòðà íàõîäÿò èíòåðâàë, ñîäåðæàùèé ñ çàäàííîé âå-
ðîÿòíîñòüþ íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð. Ðàññìîòðèì äîâåðè-
òåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ a. Äëÿ âûáîðêè
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 ñëó÷àéíàÿ âå-

ëè÷èíà (ξ − a)
/

s√
n
èìååò t-ðàñïðåäåëåíèå ñ n− 1 ñòåïå-
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íÿìè ñâîáîäû. Ïîýòîìó

P

{
|ξ − a|

/ s√
n
< tα;n−1

}
= 1− 2α

èëè

P

{
ξ − s√

n
tα;n−1 < a < ξ +

s√
n
tα;n−1

}
= 1− 2α,

ãäå tα;m � âåðõíÿÿ α-ãðàíèöà t-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ m ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû (ñì. ãë. 22 è òàáë. 22.3.1). Äðóãèìè ñëîâà-
ìè, (

ξ − s√
n
tα;n−1, ξ +

s√
n
tα;n−1

)
(14.2.1)

ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð a ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−2α.
Èíòåðâàë (14.2.1) íàçûâàþò äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì
äëÿ ïàðàìåòðà a ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè 1 − 2α
(êîîðäèíàòà ξ ñåðåäèíû äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà è åãî
äëèíà 2 s√

n
tα;n−1 � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû). Êàê ïðàâèëî,

äëÿ êîýôôèöèåíòà íàäåæíîñòè âûáèðàþò çíà÷åíèÿ 0,99;
0,98; 0,95; 0,90.

Êîýôôèöèåíòó íàäåæíîñòè 1−2α ìîæíî äàòü ñëåäó-
þùóþ ÷àñòîòíóþ èíòåðïðåòàöèþ: åñëè ïðîâåñòè äîñòà-
òî÷íî äëèííóþ ñåðèþ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ñêà-
æåì 100, òî äîëÿ òåõ èç íèõ, â êîòîðûõ äîâåðèòåëüíûé
èíòåðâàë (14.2.1) ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð a, áëèç-
êà ê 100(1− 2α).

Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ σ2. Åñëè ξ = (ξ1, ξ2,
. . . , ξn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 , òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà (n − 1)s2/σ2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ n − 1
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Ïîýòîìó

P

{
χ2

1−α;n−1 <
(n− 1)s2

σ2
< χ2

α;n−1

}
= 1− 2α

èëè

P

{
(n− 1)s2

χ2
α;n−1

< σ2 <
(n− 1)s2

χ2
1−α;n−1

}
= 1− 2α,
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(χ2
β;m � âåðõíèé β-ïðåäåë χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ m ñòåïåíÿ-

ìè ñâîáîäû, ñì. ãë. 22 è òàáë. 22.2.1). Òî åñòü èíòåðâàë(
(n− 1)s2

χ2
α;n−1

,
(n− 1)s2

χ2
1−α;n−1

)
(14.2.2)

ñîäåðæèò íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð σ2 ñ âåðîÿòíîñòüþ
1− 2α. Äðóãèìè ñëîâàìè, èíòåðâàë (14.2.2) ÿâëÿåòñÿ äî-
âåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ïàðàìåòðà σ2 (äèñïåðñèè
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíî-
ñòè 1− 2α.

Ï ð èì å ð 14.2.1. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ
ïîêàçàíèé ìèêðîñêîïà I (ñì. ïðèìåð 17.2.1) ñ êîýôôèöè-
åíòîì íàäåæíîñòè: 1) 0,90; 2) 0,99.

Ðåøåíè å. Ïîêàçàíèÿ ìèêðîñêîïà åñòåñòâåííî ñ÷è-
òàòü ðåàëèçàöèåé âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà a (ìàòåìà-
òè÷åñêîãî îæèäàíèÿ) íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò
âèä (14.2.1). Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 12,
ξ = 2,34, s2 = 1,66, t0,05;11 = 1,796, t0,005;11 = 3,106. Ïîýòî-
ìó äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ïàðàìåòðà a ñ êîýô-
ôèöèåíòîì íàäåæíîñòè 0,90 ÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë (1,68; 3),
à äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæ-
íîñòè 0,99 � èíòåðâàë (1,19; 3,49) (ôàêòè÷åñêè íàéäåíû
ðåàëèçàöèè äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, õîòÿ ìû ãîâîðèì
î äîâåðèòåëüíûõ èíòåðâàëàõ).

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî çà óâåëè÷åíèå êîýôôè-
öèåíòà íàäåæíîñòè ìû �ðàñïëà÷èâàåìñÿ� ðàñøèðåíèåì
äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà, è íàîáîðîò � ÷åì óæå äîâå-
ðèòåëüíûé èíòåðâàë, òåì ìåíüøå êîýôôèöèåíò íàäåæíî-
ñòè.

Ïðèì å ð 14.2.2. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ
äèñïåðñèè ðàçíîñòè óðîæàåâ (ñì. ïðèìåð 17.1.1) ñ êîýô-
ôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: 1) 0,90; 2) 0,98.

Ðåøåíè å. Ðàçíîñòü óðîæàåâ åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ðå-
àëèçàöèåé âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîâå-
ðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ïàðàìåòðà σ2 (äèñïåðñèè) íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò âèä (14.2.2). Â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ïðèìåðå n = 10, s2 = 0,667; χ2

0,95;9 = 3,32,
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χ2
0,05;9 = 16,92; χ2

0,99;9 = 2,9, χ2
0,01;9 = 21,67. Ïîýòîìó äî-

âåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ ïàðàìåòðà σ2 ñ êîýôôèöè-
åíòîì íàäåæíîñòè 0,90 (òî÷íåå, ðåàëèçàöèåé äîâåðèòåëü-
íîãî èíòåðâàëà, ïîñòðîåííîãî ïî âûáîðêå) ÿâëÿåòñÿ èí-
òåðâàë (0,35; 1,81), à ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè 0,99
� èíòåðâàë (0,28; 2,07).

14.3 Îöåíêè ñ ìèíèìàëüíîé
äèñïåðñèåé

Îñíîâíîé âîïðîñ çàäà÷è îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèé � íàñêîëüêî âåëèêà ïîãðåøíîñòü ïðè çàìåíå
ïàðàìåòðà θ îöåíêîé θ̂.

Îöåíêè θ̂, ïðåäëàãàåìûå äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðà θ,
äîëæíû áûòü íåñìåùåííûìè, ò. å. Mθ̂ = θ. Òàêèå îöåíêè
èìåþò ìåíüøóþ ìåðó ðàçáðîñà îòíîñèòåëüíî θ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îöåíêàìè, äëÿ êîòîðûõMθ̂ 6= θ. Äëÿ îöåíèâàíèÿ
ïàðàìåòðà θ ìîæíî ïðåäëîæèòü ìíîãî íåñìåùåííûõ îöå-
íîê. Èç ñåìåéñòâà òàêèõ îöåíîê åñòåñòâåííî âûáðàòü òå,
êîòîðûå èìåþò ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ ìåðó ðàçáðîñà
(äèñïåðñèþ).

Îïð å ä å ë å í è å. Íåñìåùåííóþ îöåíêó θ∗ ïàðàìåòðà
θ áóäåì íàçûâàòü åãî íàèëó÷øåé îöåíêîé, îöåíêîé ìèíè-
ìàëüíîé äèñïåðñèè èëè ýôôåêòèâíîé îöåíêîé, åñëè

Dθ∗ = inf
θ̂:Mθ̂=θ

Dθ̂.

Â ñâÿçè ñ ýòèì îïðåäåëåíèåì åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âî-
ïðîñ: íàñêîëüêî ìàëîé ìîæåò áûòü ìèíèìàëüíî âîçìîæ-
íàÿ äèñïåðñèÿ îöåíêè (íàñêîëüêî ìàëûìè ìîãóò áûòü
îòêëîíåíèÿ θ̂ îò θ)? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ñåìåéñòâî
ðàñïðåäåëåíèé F (·; θ), θ ∈ Θ , âûáîðêè ξ=(ξ1, ξ2, . . . , ξn)
äîñòàòî÷íî ðåãóëÿðíî çàâèñèò îò îöåíèâàåìîãî ïàðàìåò-
ðà θ, òî ìîæíî óêàçàòü íèæíþþ ãðàíèöó äèñïåðñèé âñåõ
íåñìåùåííûõ îöåíîê ïàðàìåòðà (íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�
Ðàî). Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñóùåñòâóþò îöåíêè ïàðàìåò-
ðà, íà êîòîðûõ íèæíÿÿ ãðàíèöà äîñòèãàåòñÿ. Ýòè îöåíêè
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ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè. Ñðàâíèâàÿ äèñïåðñèþ äàííîé
îöåíêè ñ íèæíåé ãðàíèöåé äèñïåðñèé íåñìåùåííûõ îöå-
íîê, ìîæíî âûÿñíèòü, íàñêîëüêî îöåíêà áëèçêà ê íàèëó÷-
øåé âîçìîæíîé.

Ïóñòü âûáîðêà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ôèêñèðîâàííîãî îáú-
åìà n èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ).

Ïàðàìåòð θ áóäåì ñ÷èòàòü îäíîìåðíûì, à îòíîñèòåëüíî
ìíîæåñòâà åãî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé Θ ïðåäïîëîæèì, ÷òî
îíà ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì èíòåðâàëîì ÷èñëîâîé ïðÿìîé.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðèâåäåííûì
äàëåå óòâåðæäåíèåì.

Ë åììà 14.3.1. Åñëè ïî÷òè äëÿ âñåõ x ∈ Rn ñóùåñò-
âóþò ïðîèçâîäíûå

∂
∂θ
f(x; θ) è ∂2

∂θ2 f(x; θ), θ ∈ Θ ,

ìàæîðèðóåìûå èíòåãðèðóåìûìè ôóíêöèÿìè:∣∣∣∣ ∂i∂θi f(x; θ)

∣∣∣∣ ≤ ui(x),

∫
Rn

ui(x) dx <∞, i = 1, 2,

è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

<∞, M
∣∣∣∣ ∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ)

∣∣∣∣ <∞, θ ∈ Θ ,

òî äëÿ âñåõ θ ∈ Θ

M
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = 0,

D
∂

∂θ
ln f(ξ; θ) = M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= −M ∂2

∂θ2 ln f(ξ; θ).
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Îïð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèþ

I(θ) = M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

(êîãäà îíà îïðåäåëåíà) íàçûâàþò èíôîðìàöèåé ïî Ôèøå-
ðó.

Â ëåììå 14.3.1 ïðèâåäåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ èíôîðìàöèÿ I(θ) ñóùåñòâóåò. Îòìåòèì, ÷òî

I(θ) = M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= −M ∂2

∂θ2 ln f(ξ; θ).

Òå î ð åì à 14.3.1 (íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî). Ïóñòü
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 14.3.1 è θ̂ = h(ξ) � íåñìå-
ùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ òàêàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ

h(x)
∂

∂θ
f(x, θ), θ ∈ Θ ,

ìàæîðèðóåìà èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé:∣∣∣∣h(x)
∂

∂θ
f(x; θ)

∣∣∣∣ ≤ U(x),

∫
Rn

U(x) dx <∞.

Òîãäà
Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
, (14.3.1)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî â (14.3.1) äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∂

∂θ
ln f(x; θ) ïðåäñòàâèìà â âèäå

∂

∂θ
ln f(x; θ) = c(θ)(h(x)− θ).

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè îöåíêà θ̂ = θ∗ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû è äëÿ íåå íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
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îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, òî θ∗ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé
îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Åñëè îöåíêà θ̂ = h(ξ) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì òåîðåìû, à ñòàòèñòèêà h(x) (x ∈ Rn) �
óñëîâèþ

∂

∂θ
ln f(x; θ) = c(θ)(h(x)− θ),

ãäå f(x; θ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2,
. . . ξn), òî h(ξ) � íåñìåùåííàÿ è ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïà-
ðàìåòðà θ.

Íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî (ðàñïðåäåëåíèå äèñ-
êðåòíîå).Íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî è óòâåðæäåíèÿ, àíà-
ëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, èìåþò ìåñòî òàêæå òîãäà,
êîãäà ðàñïðåäåëåíèå P (·; θ) âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
äèñêðåòíî, ò. å. ñóùåñòâóåò íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíîå ìíîæå-
ñòâî òî÷åê x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn, äëÿ êîòîðûõ

Pξ(x) = P (x; θ) = P (x1, x2, . . . , xn; θ) =

= P (ξ1 = x1, ξ2 = x2, . . . , ξn = xn; θ) > 0;∑
(x1,x2,...,xn)

P (x1, x2, . . . , xn; θ) = 1.

Ëåììà 14.3.2 (ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîå). Åñëè äëÿ
âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x = (x1, x2, . . . , xn) âûáîðêè
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå

∂

∂θ
P (x; θ) è

∂2

∂θ2P (x; θ), θ ∈ Θ ,

ðÿäû ∑
x

∂

∂θ
P (x; θ) è

∑
x

∂2

∂θ2P (x; θ)

ñõîäÿòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî θ ∈ Θ
è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

M

(
∂

∂θ
lnP (ξ; θ)

)2

<∞, M
∣∣∣∣ ∂2

∂θ2
lnP (ξ; θ)

∣∣∣∣ <∞, θ ∈ Θ ,
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òî äëÿ âñåõ θ ∈ Θ

M
∂

∂θ
lnP (ξ; θ) = 0,

D
∂

∂θ
lnP (ξ; θ) = M

(
∂

∂θ
lnP (ξ; θ)

)2

= −M ∂2

∂θ2
lnP (ξ; θ).

Òå î ð åì à 14.3.2 (íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî, ðàñïðå-
äåëåíèå äèñêðåòíîå). Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåì-
ìû 14.3.2 è θ̂ = h(ξ) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ
òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèé x = (x1, x2, . . .
. . . , xn) âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ðÿä∑

x

∂

∂θ
h(x)P (x; θ)

ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî θ ∈ Θ .
Òîãäà

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ∂

∂θ
lnP (x; θ) ïðåäñòàâèìà â âèäå

∂

∂θ
lnP (x; θ) = c(θ)(h(x)− θ).

Ñë å ä ñ ò â è å 1. Åñëè îöåíêà θ̂ = θ∗ óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû è äëÿ íåå íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)

îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, òî θ∗ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé
îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.

Ñ ë å ä ñ ò â è å 2. Åñëè îöåíêà θ̂ = h(θ) óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì òåîðåìû, à ñòàòèñòèêà h(x) (x ∈ Rn) �
óñëîâèþ

∂

∂θ
lnP (x; θ) = c(θ)(h(x)− θ),
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ãäå P (x; θ) � ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn),
òî h(ξ) � íåñìåùåííàÿ è ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåò-
ðà θ.

Ï ð èì å ð 14.3.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (θ; 1), θ ïðèíàä-
ëåæèò îòðåçêó [a; b]. ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ = ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
Ðåøåíè å. θ̂ = ξ � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ θ. ×òîáû âûÿñíèòü, áóäåò ëè θ̂ = ξ ýô-
ôåêòèâíîé îöåíêîé θ, âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êðà-
ìåðà�Ðàî (ñì. ñëåäñòâèå 1 èç òåîðåìû 14.3.1): åñëè

Dθ̂ =
1

I(θ)
,

òî îöåíêà θ̂ � ýôôåêòèâíàÿ.
Ñíà÷àëà óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (θ; 1) è ôóíêöèè

h(x) =
1

n

n∑
k=1

xk

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 14.3.1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç g(t; θ) ïëîòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (θ; 1). Ïëîòíîñòü

f(x; θ) =

n∏
i=1

g(xi; θ)

ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äâàæäû äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî θ è

∂

∂θ
ln f(x; θ) =

∂

∂θ
ln

n∏
i=1

g(xi; θ) =
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=
n∑
i=1

∂

∂θ
ln g(xi; θ) =

n∑
i=1

(xi − θ);

∂2

∂θ2
ln f(x; θ) =

∂

∂θ

n∑
i=1

(xi − θ) = −n;

M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= M

(
n∑
i=1

(ξi − θ)

)2

= n;

M

∣∣∣∣ ∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ)

∣∣∣∣ = M | − n| = n.

Äàëåå, ôóíêöèÿ h(x)f(x; θ) äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ, ïðè-
÷åì

∂

∂θ
h(x)f(x, θ) =

∂

∂θ
h(x1, x2, . . . , xn)f(x1, x2, . . . , xn; θ) =

=
∂

∂θ
x

n∏
j=1

g(xj ; θ) =
n∑
i=1

x

(
∂

∂θ
g(xi; θ)

) n∏
j=1,j 6=i

g(xj ; θ) =

=
1

n

n∑
i=1

n∑
k=1

xk

(
∂

∂θ
g(xi; θ)

) n∏
j=1,j 6=i

g(xj ; θ) =

=
1

n

n∑
i=1

n∑
k=1

xk(xi − θ)
n∏
j=1

g(xj ; θ).

Ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî

∂

∂θ
g(xi; θ) =

∂

∂θ

1√
2π

exp

{
−(xi − θ)2

2

}
=

= (xi − θ)
1√
2π

exp

{
−(xi − θ)2

2

}
= (xi − θ)g(xi; θ).
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×òîáû óáåäèòüñÿ â ñóùåñòâîâàíèè èíòåãðèðóåìîé ìàæî-
ðàíòû äëÿ ôóíêöèè h(x) ∂

∂θ
f(x; θ), äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü,

÷òî îíà ñóùåñòâóåò äëÿ êàæäîé èç ôóíêöèé

xkxi

n∏
j=1

g(xj ; θ), k, i = 1, 2, . . . , n; θ ∈ [a; b].

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ v(t):

v(t) =

{
g(t; b), åñëè t > b;
g(t; a), åñëè t < a;
c, åñëè a ≤ t ≤ b,

ãäå c = max
t,θ∈[a;b]

g(t; θ), k = 1, 2, . . . , n. Ôóíêöèÿ |t|v(t) ÿâ-

ëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé äëÿ ôóíêöèè tg(t; θ),
θ ∈ [a; b]. Â ïîñëåäíåì óáåæäàåìñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-
âåðêîé. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ

|xk|v(xk)|xi|v(xi)
n∏

j=1,j 6=i,j 6=k
v(xj)

ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ìàæîðàíòîé äëÿ ôóíêöèè

xkxi

n∏
j=1

g(xj ; θ).

Â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Ôó-
áèíè.

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå òåîðåìû 14.3.1 âûïîëíÿåòñÿ
è, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî èìååò ìåñ-
òî:

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
.

À ïîñêîëüêó

I(θ) = M

(
∂

∂θ
ln f(ξ; θ)

)2

= −M
(
∂2

∂θ2
ln f(ξ; θ)

)
= n;
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Dθ̂ = D

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)
=

1

n2
nDξi =

1

n
1 =

1

n
,

òî íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî,
÷òî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ýôôåêòèâíîñòè îöåí-
êè θ̂ ïàðàìåòðà θ.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ïðèìåðà ñîñòîèò â ïðîâåðêå
äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ íåðàâåíñòâà Êðàìåðà�
Ðàî â ðàâåíñòâî, à èìåííî:

∂

∂θ
ln f(x; θ) = c(θ)(h(x)− θ); x ∈ Rn.

Èìååì

∂

∂θ
ln f(x; θ) =

∂

∂θ
ln f(x1, x2, . . . , xn; θ) =

=
∂

∂θ
ln

n∏
i=1

g(xi; θ) =
∂

∂θ

n∑
i=1

ln g(xi; θ) =

=
n∑
i=1

∂

∂θ
ln

1√
2π

exp

{
−(xi − θ)2

2

}
=

=
n∑
i=1

∂

∂θ

(
−(xi − θ)2

2

)
=

n∑
i=1

xi − nθ =

= n

(
1

n

n∑
i=1

xi − θ

)
= n(h(x)− θ).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî θ̂ = ξ � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðà-
ìåòðà θ.

Ï ð èì å ð 14.3.2 . Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ (λ ïðèíàä-
ëåæèò îòðåçêó [a; b], a > 0). ßâëÿåòñÿ ëè λ̂ = ξ ýôôåê-
òèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà λ?
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Ðåøåíè å. Îòìåòèì, ÷òî λ̂ = ξ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåí-
íîé îöåíêîé λ. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Êðà-
ìåðà�Ðàî. Óáåäèìñÿ, ÷òî äëÿ âûáîðêè èç ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèè

h(x) =
1

n

n∑
k=1

xk

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 14.3.2 (íåðàâåíñòâî Êðà-

ìåðà�Ðàî). Îáîçíà÷èì λx

x!
e−λ ÷åðåç g(x;λ), x = 0, 1, . . .

. . . , n. Ðàñïðåäåëåíèåì âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn ÿâëÿåòñÿ

P (x;λ) = P (x1, x2, . . . , xn;λ) =
n∏
j=1

g(xj ;λ) =
n∏
j=1

λxj

xj !
e−λ.

Ôóíêöèÿ P (x;λ) äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà ïî λ è

∂

∂λ
lnP (x;λ) =

∂

∂λ
ln

n∏
j=1

g(xj ;λ) =

=
n∑
j=1

∂

∂λ
ln g(xj ;λ) =

1

λ

n∑
j=1

(xj − λ);

∂2

∂λ2
lnP (x;λ) =

∂

∂λ

 1

λ

n∑
j=1

(xj − λ)

 = − 1

λ2

n∑
j=1

xj .

Ôóíêöèÿ

h(x1, x2, . . . , xn)P (x1, x2, . . . , xn;λ) = xP (x1, x2, . . . , xn;λ)

äèôôåðåíöèðóåìà ïî λ, ïðè÷åì

h(x1, x2, . . . , xn)
∂

∂λ
P (x1, x2, . . . , xn;λ) =

= x
∂

∂λ

n∏
j=1

g(xj ;λ) = x

n∑
i=1

(
∂

∂λ
g(xi;λ)

) n∏
j=1,j 6=i

g(xj ;λ) =
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=
1

n

n∑
k=1

n∑
i=1

xk

(xi
λ
− 1
) λxi
xi!

e−λ
n∏

j=1,j 6=i
g(xj ;λ) =

=
1

n

n∑
k=1

n∑
i=1

xk

(xi
λ
− 1
) n∏
j=1

g(xj ;λ),

ïîñêîëüêó

∂

∂λ
g(xi;λ) =

∂

∂λ

(
λxi

xi!
e−λ
)

=
(xi
λ
− 1
)
g(xi;λ).

Äàëåå, ïðè ñóììèðîâàíèè ïî x = (x1, x2, . . . , xn) âåëè-
÷èíû xi (i = 1, 2, . . . , n) ïðèíèìàþò öåëûå íåîòðèöàòåëü-
íûå çíà÷åíèÿ.

Ðÿä ∑
x

h(x)
∂

∂λ
P (x;λ) =

=
∑

(x1,x2,...,xn)

 1

n

n∑
k=1

n∑
i=1

xk

(xi
λ
− 1
) n∏
j=1

g(xj ;λ)

 =

=
1

n

n∑
k=1

n∑
i=1

 ∑
(x1,x2,...,xn)

xk

(xi
λ
− 1
) n∏
j=1

g(xj ;λ)


ìàæîðèðóåòñÿ ðÿäîì

1

n

n∑
k=1

n∑
i=1

 ∑
(x1,x2,...,xn)

xk

∣∣∣xi
λ
− 1
∣∣∣ n∏
j=1

g(xj ;λ)

 =

=
1

n

n∑
k=1

n∑
i=1

((∑
x1

g(x1;λ)

)(∑
x2

g(x2;λ)

)
. . .

. . .

(∑
xk

xkg(xk;λ)

)
. . .

(∑
xi

∣∣∣xi
λ
− 1
∣∣∣ g(xi;λ)

)
. . .
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. . .

(∑
xn

g(xn;λ)

))
.

Ïîñëåäíèé ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëü-
íî λ ∈ [a; b], ïîñêîëüêó∑

x

g(x;λ) =
∑
x

λx

x!
e−λ ≤ e−a

∑
x

bx

x!
= eb−a;

∑
x

xg(x;λ) =
∑
x

x
λx

x!
e−λ ≤

≤ e−a
∑
x

x
bx

x!
≤ eb−a

∑
x

x
bx

x!
e−b = beb−a;

∑
x

∣∣∣x
λ
− 1
∣∣∣ λx
x!
e−λ ≤ eb−a

(
b

a
+ 1

)
.

Òàê ÷òî äëÿ âûáîðêè èç ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ è ôóíêöèè

h(x) =
1

n

n∑
i=1

xi

âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 14.3.2 è ñëåäîâàòåëüíî èìå-
åò ìåñòî íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî

Dθ̂ ≥ 1

I(θ)
.

Ïðè ýòîì

I(λ) = M

(
∂

∂λ
lnPλ(ξ)

)2

= −M ∂2

∂λ2
lnPλ(ξ) =

n

λ
;

Dλ̂ = D

 1

n

n∑
j=1

ξj

 =
1

n2
nDξ1 =

1

n2
nλ =

λ

n
.
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Ïîýòîìó äëÿ âûáîðêè èç ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
è îöåíêè λ̂ = ξ íåðàâåíñòâî Êðàìåðà�Ðàî îáðàùàåòñÿ
â ðàâåíñòâî, à ñëåäîâàòåëüíî, ξ � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà
ïàðàìåòðà λ.

Äðóãîé ñïîñîá ðåøåíèÿ ïðèìåðà ñîñòîèò â ïðîâåðêå
äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ íåðàâåíñòâà Êðàìåðà�
Ðàî â ðàâåíñòâî, à èìåííî:

∂

∂λ
lnP (x;λ) = c(λ)(h(x)− λ).

Èìååì

∂

∂λ
lnP (x;λ) =

∂

∂λ
ln

n∏
j=1

g(xj ;λ) =

n∑
j=1

∂

∂λ
ln g(xj ;λ) =

=
1

λ

n∑
j=1

(xj − λ) =
1

λ

 n∑
j=1

xj − nλ

 =
n

λ

 1

n

n∑
j=1

xj − λ

 .

Ïîýòîìó λ̂ = ξ � ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà λ.

14.4 Çàäà÷è

ÀÇ: 14.4, 14.6, 14.27, 14.43.
ÑÇ: 14.9, 14.12, 14.22, 14.47.

14.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, h) =

{
1

2h
, åñëè x ∈ [θ − h; θ + h];

0, åñëè x 6∈ [θ − h; θ + h]

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (θ̂, ĥ) òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ L(θ, h) =

=
n∏
i=1

f(ξi; θ, h) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
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ßâëÿþòñÿ ëè θ̂, ĥ îöåíêàìè è, åñëè äà, òî áóäóò ëè
îíè íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ θ è h? Ñîñòîÿ-
òåëüíûìè îöåíêàìè ýòèõ ïàðàìåòðîâ? Åñëè íåò, òî, âîç-
ìîæíî, θ̂ è ĥ ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè
îöåíêàìè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ?

14.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

P (k; r, θ) = Cr−1
r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, 2, . . . ,

ãäå r � ôèêñèðîâàííîå è èçâåñòíîå, ïàðàìåòð θ > 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̂ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

m1(θ̂) =
1

n

n∑
i=1

ξi,

ãäå m1(θ) =
∞∑
k=0

kP (k; r, θ).

ßâëÿåòñÿ ëè θ̂ îöåíêîé è åñëè äà, òî áóäåò ëè îíà
íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ? Ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé θ?

Ç àì å ÷ à í è å. Åñëè îáîçíà÷èòü 1
1 + θ

= p, òî ðàñïðå-
äåëåíèå

P (k; r, θ) = Cr−1
r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, . . . ,

ïðèíèìàåò âèä

P (k; r, p) = Cr−1
r−1+k p

r(1− p)k, k = 0, 1, . . . ,

õîðîøî èçâåñòíîãî îòðèöàòåëüíîãî áèíîìèàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ (ñì. çàäà÷ó 15.35).

14.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ
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f(x;σ2) =
1√

2πσ2
exp

{
− x2

2σ2

}
,

σ2 ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a; b], a > 0.
ßâëÿåòñÿ ëè

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà σ2?
14.4. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, b) =

{
1

b− a, åñëè x ∈ [a; b];

0, åñëè x /∈ [a; b].

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 = min {ξi}; θ̂2 = max {ξi}; θ̂3 =
1

n

n∑
i=1

ξi;

θ̂4 =
ξn−1 + ξn

2
; θ̂5 = max {ξi} −min {ξi};

θ̂6 =
1

2
(max {ξi}+ min {ξi});

θ̂7 = min {ξi} −
1

n− 1
(max {ξi} −min {ξi});

θ̂8 = max {ξi}+
1

n− 1
(max {ξi} −min {ξi}).

Âûÿñíèòü, êàêèå èç îöåíîê θ̂i, i = 1, 2, . . . , 8, ÿâëÿþòñÿ
íåñìåùåííûìè, ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ a
è b. Âîçìîæíî, ñðåäè íèõ èìåþòñÿ íåñìåùåííûå è ñîñòî-
ÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ, îòëè÷íûõ îò a è b?

14.5. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ïóàññîíîâñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ :

P (k;λ) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç λ̂ òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

L(λ) =
n∏
i=1

P (ξi;λ)

äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
ßâëÿåòñÿ ëè λ̂ îöåíêîé è åñëè äà, òî áóäåò ëè îíà

íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà λ? Ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé λ?

14.6. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

p(x) =

 1√
2πσ2x

exp

{
−(lnx− µ0)2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0

(p(x) � ïëîòíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ), µ0 � èçâåñòíî, σ2 > 0 è ïðèíàäëåæèò êîíå÷íî-
ìó îòðåçêó [a; b], a > 0.

ßâëÿåòñÿ ëè

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(ln ξi − µ0)2

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà σ2?
14.7. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

{
1
2 , åñëè x ∈ [θ − 1, θ + 1];

0, åñëè x /∈ [θ − 1, θ + 1].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̂ òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

L(θ) =

n∏
i=1

f(ξi; θ)

äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
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ßâëÿåòñÿ ëè θ̂ îöåíêîé è åñëè äà, òî áóäåò ëè îíà
íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ? Ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé θ?

14.8. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;α, θ) =

 1
α exp

{
− 1
α(x− θ)

}
, åñëè x ≥ θ;

0, åñëè x < θ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 = min {ξi} −
ξ −min {ξi}

n
; θ̂2 = ξ − θ̂1.

Íåñìåùåííûìè, ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè êàêèõ ïà-
ðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ θ̂1 è θ̂2 (âîçìîæíî, ýòè ïàðàìåòðû îò-
ëè÷íû îò α è θ)?

14.9. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =
1√

2πσ2
0

exp

{
−(x− θ)2

2σ2
0

}
,

σ0 � èçâåñòíî, θ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a; b].
ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ = ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
14.10. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

{
0, åñëè x < θ;

exp {θ − x}, åñëè x ≥ θ.

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ = − 1

n
+ min {ξi}
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íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ? Ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé θ?

14.11. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, σ2) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (â, σ̂2) òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

L(a, σ2) =
n∏
i=1

f(ξi; a, σ
2)

äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
ßâëÿþòñÿ ëè â è σ̂2 îöåíêàìè è åñëè äà, òî áóäóò ëè

îíè íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ
a è σ2? Ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ýòèõ ïàðàìåòðîâ?

14.12. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ

P (k; θ) = Cr−1
r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, . . . ; θ > 0,

r � ôèêñèðîâàíî è èçâåñòíî, θ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó
îòðåçêó [a; b].

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

nr

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
Óêà ç à í è å. Ñì. çàäà÷è 14.2 è 15.35.
14.13. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

{
1

2h0
, åñëè x ∈ [θ − h0, θ + h0];

0, åñëè x 6∈ [θ − h0, θ + h0].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̂ òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ L(θ) =

=
n∏
i=1

f(ξi; θ) äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
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ßâëÿåòñÿ ëè θ̂ îöåíêîé è åñëè äà, òî áóäåò ëè îíà
íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ? Ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîþ θ?

14.14. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, σ2) =

{
1

2
√

3σ
, åñëè x ∈ [θ −

√
3σ, θ +

√
3σ];

0, åñëè x 6∈ [θ −
√

3σ, θ +
√

3σ].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̂, σ̂2 ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

m1(θ̂; σ̂2) =
1

n

n∑
i=1

ξi,

m2(θ̂; σ̂2) =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i ,

ãäå

mk(θ;σ
2) =

∫
R1

xkf(x; θ, σ2) dx, k = 1, 2.

ßâëÿþòñÿ ëè θ̂ è σ̂2 îöåíêàìè è, åñëè äà, ÿâëÿþòñÿ ëè
îíè íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ
θ è σ2? Ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ýòèõ ïàðàìåòðîâ?

14.15. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ

P (k; θ) =
1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, . . . ,

ãäå θ > 0 è ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a; b].
ßâëÿåòñÿ ëè

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
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Óêà ç à í è å. Åñëè îáîçíà÷èòü 1
1 + θ

= p, òî ðàñïðåäå-
ëåíèå

P (k; θ) =
1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, . . .

ïðèíèìàåò âèä õîðîøî èçâåñòíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ

P (k; p) = p(1− p)k, k = 0, 1, . . .

14.16. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

{
1

2h0
, åñëè x ∈ [θ − h0, θ + h0];

0, åñëè x /∈ [θ − h0, θ + h0],

h0 � èçâåñòíî (f(x; θ) � ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî íà îò-
ðåçêå [θ − h0, θ + h0] ðàñïðåäåëåíèÿ).

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 = min {ξi}; θ̂2 = max {ξi}; θ̂3 =
1

n

n∑
i=1

ξi;

θ̂λ = λ(max {ξi} − h0) + (1− λ)(min {ξi}+ h0), λ ∈ [0; 1].

Âûÿñíèòü, èìåþòñÿ ëè ñðåäè îöåíîê θ̂i (i = 1, 2, 3), θ̂λ
íåñìåùåííûå, ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðà θ. Âîç-
ìîæíî, ñðåäè íèõ èìåþòñÿ íåñìåùåííûå, ñîñòîÿòåëüíûå
îöåíêè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ? Êàêèõ èìåííî?

14.17. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, σ2) =
1√

2πσ2
exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç â, σ̂2 ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé

m1(â; σ̂2) =
1

n

n∑
i=1

ξi;
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m2(â; σ̂2) =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i ,

ãäå

mk(a;σ2) =

∫
R1

xkf(x; a, σ2) dx, k = 1, 2.

ßâëÿþòñÿ ëè â è σ̂2 îöåíêàìè? È åñëè äà, òî ÿâëÿ-
þòñÿ ëè â è σ̂2 íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî
ïàðàìåòðîâ a è σ2? Ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ýòèõ ïà-
ðàìåòðîâ?

14.18. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;m, θ) =

 1
θm(m− 1)!

xm−1 exp

{
−1
θ
x

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0

(f(x;m, θ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà ñ ïàðà-
ìåòðàìè (m, θ)), m � èçâåñòíî; θ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íî-
ìó îòðåçêó [a; b].

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

mn

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
14.19. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, b) =

{
1

b− a, åñëè x ∈ [a; b];

0, åñëè x 6∈ [a; b].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç (â, b̂) òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

L(a, b) =
n∏
i=1

f(ξi; a, b)

äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ (ìîæåò ñóùåñòâî-
âàòü íå îäíà òàêàÿ òî÷êà).
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ßâëÿþòñÿ ëè â è b̂ îöåíêàìè? Åñëè äà, òî ÿâëÿþòñÿ ëè
â è b̂ íåñìåùåííûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåò-
ðîâ a è b? Ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ýòèõ ïàðàìåòðîâ?

14.20. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ

P (k; θ) =

(
1

1 + θ

)(
θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, . . . ; θ > 0.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̂ ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

m1(θ̂) =
1

n

n∑
i=1

ξi,

ãäå

m1(θ) =

∞∑
k=0

kP (k; θ).

ßâëÿåòñÿ ëè θ̂ îöåíêîé? È åñëè äà, òî ÿâëÿåòñÿ ëè
îíà íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ? Ñîñòîÿòåëüíîé
îöåíêîé θ?

Óêà ç à í è å. Ñì. çàäà÷ó 14.15.
14.21. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

 1
θ

exp

{
−1
θ
x

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ïàðàìåòð θ > 0 (θ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a; b]).
ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
14.22. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, h) =

{
1

2h
, åñëè x ∈ [θ − h, θ + h];

0, åñëè x 6∈ [θ − h, θ + h].
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Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 =
1

2
(max {ξi} −min {ξi}) ; θ̂2 =

1

2
(max {ξi}+ min {ξi});

θ̂3 = min {ξi} −
1

n− 1
(max {ξi} −min {ξi});

θ̂4 = max {ξi}+
1

n− 1
(max {ξi} −min {ξi}).

Âûÿñíèòü, èìåþòñÿ ëè ñðåäè θ̂i, i = 1, 2, 3, 4, íåñìå-
ùåííûå, ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ è h. Âîç-
ìîæíî, ñðåäè íèõ èìåþòñÿ íåñìåùåííûå, ñîñòîÿòåëüíûå
îöåíêè äðóãèõ ïàðàìåòðîâ? Êàêèõ èìåííî?

14.23. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ

Q(k; p) = pk(1− p)1−k, k = 0; 1, 0 < p < 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç p̂ òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

L(p) =
n∏
i=1

pξi(1− p)1−ξi

äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
ßâëÿåòñÿ ëè p̂ íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà p? Ñî-

ñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ýòîãî ïàðàìåòðà?
14.24. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

 1
θ

exp

{
−1
θ

(x−m0)

}
, åñëè x > m0;

0, åñëè x ≤ m0,

ïàðàìåòð θ > 0 (m0 � èçâåñòíî, θ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íî-
ìó îòðåçêó [a; b]).

ßâëÿåòñÿ ëè θ̂ = ξ −m0 ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðà-
ìåòðà θ?

14.25. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ



224 Ãëàâà 14. Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé

f(x;h) =

{
1

2h
, åñëè x ∈ [θ0 − h, θ0 + h];

0, åñëè x 6∈ [θ0 − h, θ0 + h];

θ0 � çàäàíî.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 =
1

2
(max {ξi} −min {ξi}) ; θ̂2 = θ0 − θ̂1;

θ̂3 = θ0 + θ̂1; θ̂4 = max {max {ξi} − θ0, θ0 −min {ξi}} .

Âûÿñíèòü, èìåþòñÿ ëè ñðåäè θ̂i, i = 1, 2, 3, 4, íåñìå-
ùåííûå, ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðà h. Âîçìîæíî,
ñðåäè íèõ èìåþòñÿ íåñìåùåííûå, ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè
äðóãèõ ïàðàìåòðîâ? Êàêèõ èìåííî?

14.26. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;α) =

 1
α exp

{
− 1
αx

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Äîêàçàòü, ÷òî

θ̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi

ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåò-
ðà α.

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂2 =
1

2
(ξn−1 + ξn)

íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà α? Ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé ýòîãî ïàðàìåòðà?

14.27. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P (k; θ) = CkNθ
k(1− θ)N−k, k = 0, 1, . . . , N,



14.4. Çàäà÷è 225

ãäå N � èçâåñòíîå öåëîå ÷èñëî; θ ïðèíàäëåæèò êîíå÷íî-
ìó îòðåçêó [a; b].

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

nN

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
14.28. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, b) =

{
1
θ

exp {−1
θ

(x− b)}, åñëè x > b;

0, åñëè x ≤ b.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi; θ̂2 = min {ξi}; θ̂3 = θ̂1 − θ̂2.

Èìåþòñÿ ëè ñðåäè θ̂1, θ̂2, θ̂3 íåñìåùåííûå, ñîñòîÿòåëü-
íûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ è b? Âîçìîæíî, ñðåäè íèõ èìå-
þòñÿ íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äðóãèõ ïàðà-
ìåòðîâ? Êàêèõ èìåííî?

14.29. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè m è θ:

P (k; θ) = Ckmθ
k(1− θ)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,

m � èçâåñòíî.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ̂ òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

L(θ) =
n∏
i=1

Cξimθ
ξi(1− θ)m−ξi

äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ (ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå
îäíà òàêàÿ òî÷êà). Íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé
êàêèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ θ̂?
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14.30.Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç äâóñòîðîííåãî
ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =
1

2θ
exp

{
−1

θ
|x−m0|

}
, θ > 0,

ãäå m0 � èçâåñòíàÿ êîíñòàíòà, ïàðàìåòð θ ïðèíàäëåæèò
êîíå÷íîìó îòðåçêó [a; b].

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

|ξi −m0|

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
14.31. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;h) =

{
1

2h
, åñëè x ∈ [θ0 − h, θ0 + h];

0, åñëè x 6∈ [θ0 − h, θ0 + h].

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ĥ òî÷êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ

L(h) =
n∏
i=1

f(ξi;h)

äîñòèãàåò ñâîåãî íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.
ßâëÿåòñÿ ëè ĥ îöåíêîé è åñëè äà, òî ÿâëÿåòñÿ ëè îíà

íåñìåùåííîé îöåíêîé ïàðàìåòðà h? Ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé ýòîãî ïàðàìåòðà?

14.32. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;σ2) =


√

2
πσ2 exp

{
− x2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0

(f(x;σ2) � ïëîòíîñòü ïîëóíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).
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Íåñìåùåííîé ñîñòîÿòåëüíîé è ýôôåêòèâíîé îöåíêîé
êàêîãî ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i ?

14.33. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

 x
θ

exp

{
−x

2

2θ

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0

(f(x; θ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ðýëåÿ), ïàðàìåòð θ
ïðèíàäëåæèò êîíå÷íîìó îòðåçêó [a; b].

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

2n

n∑
i=1

ξi
2

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
14.34. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; b) =

{
1

b− a0
, åñëè x ∈ [a0; b];

0, åñëè x 6∈ [a0; b],

a0 � èçâåñòíî.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

θ̂1 = max {ξi}; θ̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξi;

θ̂3 = max {ξi}+
1

n− 1
(max {ξi} − a0).

Âûÿñíèòü, èìåþòñÿ ëè ñðåäè θ̂i, i = 1, 2, 3, íåñìåùåí-
íûå, ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðà b. Âîçìîæíî, ñðåäè
íèõ èìåþòñÿ íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè äðó-
ãèõ ïàðàìåòðîâ? Êàêèõ èìåííî?
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14.35. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè m è p:

P (k; p) = Ckmp
k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m.

ßâëÿåòñÿ ëè

p̂ =
1

mn

n∑
i=1

ξi

ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà p?
14.36. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;µ) =

 1√
2πσ2

0x
exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2
0

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ãäå σ0 > 0 (f(x;µ) � ïëîòíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêè íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ); σ0 � èçâåñòíî; µ ïðèíàäëåæèò
êîíå÷íîìó îòðåçêó [a; b].

ßâëÿåòñÿ ëè

µ̂ =
1

n

n∑
i=1

ln ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà µ?
14.37. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, λ) =

{
θλθ

xθ+1 , åñëè x > λ;

0, åñëè x ≤ λ,

λ > 0, θ > 2 (ðàñïðåäåëåíèå Ïàðåòî); θ � èçâåñòíî.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ îöåíêè

λ̂1 =
θ − 1

θn

n∑
i=1

ξi; λ̂2 =
θ − 2

θn

n∑
i=1

ξ2
i .

Íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè êàêèõ ïà-
ðàìåòðîâ ÿâëÿþòñÿ λ̂1 è λ̂2?
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14.38. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

 1
θνΓ(ν)

xν−1 exp

{
−1
θ
x

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ν � èçâåñòíûé ïàðàìåòð.
ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

nν

n∑
i=1

ξi

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
14.39. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî

íà îòðåçêå [a; a+ 1] ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå
îöåíêè ïàðàìåòðà a:

â1 =
1

n

n∑
i=1

ξi −
1

2
; â2 = max {ξi} −

n

n+ 1
.

Äîêàçàòü, ÷òî â1 è â2 ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåí-
êàìè ïàðàìåòðà a.

Íàéòè Dâ1 è Dâ2. Äîêàçàòü, ÷òî

Dâ2 = o(Dâ1),

ïðè n→∞.
14.40. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =
1

2θ
exp

{
−1

θ
|x|
}
, θ > 0.

(f(x; θ) � ïëîòíîñòü äâóñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ).

ßâëÿåòñÿ ëè

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

|ξi|

ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ?
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14.41. Èçâåñòíî, ÷òî ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàâ-
íîìåðíîãî íà îòðåçêå [a; b] ðàñïðåäåëåíèÿ, íî ñàì îòðå-
çîê [a; b] íåèçâåñòåí. Ìîæíî ïðåäëîæèòü íåñêîëüêî îöå-
íîê ñåðåäèíû ýòîãî îòðåçêà. Â ÷àñòíîñòè,

θ̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi; θ̂2 =
1

2
(max {ξi}+ min {ξi}).

Äîêàçàòü, ÷òî θ̂1 è θ̂2 ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè îöåí-
êàìè ñåðåäèíû (a+ b)/2 îòðåçêà [a; b] è

Dθ̂1 > Dθ̂2.

14.42. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ãðàíèöû ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ ìàòåðèàëà (ñì. ïðè-

ìåð 17.4.1) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;
2◦ äèñïåðñèè ãðàíèöû ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ ìàòåðè-

àëà ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98 (äëÿ
èçìåðåíèé, ïðîâåäåííûõ íà ñòåíäå A).

14.43. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñîäåðæàíèÿ çîëîòà íà êóáè÷åñêèé ìåòð ïîðîäû, äî-

áûâàåìîé óäàðíî-êàíàòíûì áóðåíèåì (ñì. çàäà÷ó 17.8) ñ
êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè ñîäåðæàíèÿ çîëîòà ñ êîýôôèöèåíòîì íà-
äåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.44. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñîäåðæàíèÿ çîëîòà íà êóáè÷åñêèé ìåòð ïîðîäû, äî-

áûâàåìûé èç øóðôîâ (ñì. çàäà÷ó 17.8), ñ êîýôôèöèåíòîì
íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè ñîäåðæàíèÿ çîëîòà ñ êîýôôèöèåíòîì íà-
äåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.45. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ òîëùèíû ïëàñòèêîâîãî ïîêðûòèÿ ïðîâîäà (ñì. çà-

äà÷ó 18.46) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;
2◦ äèñïåðñèè òîëùèíû ïëàñòèêîâîãî ïîêðûòèÿ ïðî-

âîäà ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.
14.46. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû e, íàéäåííîé Ð. Ìèëëèêåíîì

ïðè îïðåäåëåíèè çàðÿäà ýëåêòðîíà (ñì. çàäà÷ó 18.34) ñ
êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;
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2◦ äèñïåðñèè èçìåðåíèé âåëè÷èíû e ñ êîýôôèöèåíòîì
íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.47. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñîäåðæàíèÿ ìàðãàíöà â ñòàëè, âûïëàâëåííîé â êîí-

âåðòîðå I (ñì. çàäà÷ó 17.17) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñ-
òè: à) 0, 90; á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè ñîäåðæàíèÿ ìàðãàíöà â ñòàëè ñ êîýôôè-
öèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.48. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè êðàñêè A (ñì. çàäà-

÷ó 17.2) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;
2◦ äèñïåðñèè îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè êðàñêè B ñ

êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.
14.49. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñîäåðæàíèÿ õðîìà â íåðæàâåþùåé ñòàëè 18Cr10Ni2Mo

(ñì. çàäà÷ó 17.22) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90;
á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè ñîäåðæàíèÿ õðîìà ñ êîýôôèöèåíòîì íà-
äåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.50. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäà òèïà A (ñì. çàäà÷ó 17.24) ñ

êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;
2◦ äèñïåðñèè ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîâîäà ñ êîýôôèöèåí-

òîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.
14.51. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ïîðèñòîñòè êîíäåíñàòîðíîé áóìàãè ïàðòèè I

(ñì. çàäà÷ó 19.36) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90;
á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè ïîðèñòîñòè êîíäåíñàòîðíîé áóìàãè ïàð-
òèè I ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.52. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ òåìïåðàòóðû ëåâîé øèíû àâòîáóñà (ñì. çàäà÷ó 17.31)

ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;
2◦ äèñïåðñèè òåìïåðàòóðû ëåâîé øèíû àâòîáóñà ñ êî-

ýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.
14.53. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ äëèíû èçäåëèé ïîñëå îáæèãà (ñì. çàäà÷ó 17.37) ñ

êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;
2◦ äèñïåðñèè äëèíû èçäåëèé ïîñëå îáæèãà ñ êîýôôè-

öèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.
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14.54. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ãëóáèíû êàíàâêè íà øèíå, ïîëó÷åííîé êîíòðîëå-

ðîì I (ñì. ïðèìåð 19.2.1) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè:
à) 0, 90; á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè ãëóáèíû êàíàâêè ñ êîýôôèöèåíòîì íà-
äåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.55. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ ðàçíîñòè òîëùèíû ïëèòîê ïðè èçíîñå äëÿ îòíî-

ñèòåëüíîé êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ 1 ê 1 (ñì. ïðèìåð
19.2.1) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè ðàçíîñòè òîëùèíû ïëèòîê ïðè èçíîñå ñ
êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.56. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ îáúåìà õëåáíûõ áóëîê, ñîäåðæàùèõ 1 ìã áðîìèñòî-

ãî êàëèÿ (ñì. çàäà÷ó 19.8) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè:
à) 0, 90; á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè îáúåìà õëåáíûõ áóëîê ñ êîýôôèöèåíòîì
íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.

14.57. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ òåìïåðàòóðû âîçãîðàíèÿ ýìàëè, ïîëó÷åííîé îïåðà-

òîðîì A (ñì. çàäà÷ó 17.38) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè
à) 0, 90; á) 0, 99;

2◦ äèñïåðñèè òåìïåðàòóðû âîçãîðàíèÿ ýìàëè ñ êîýô-
ôèöèåíòîì íàäåæíîñòè à) 0, 90; á) 0, 98.

14.58. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ:
1◦ äèàìåòðà øåéêè ðàáî÷åé ÷àñòè ñâåðë (ñì. çàäà÷ó

19.7) ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 99;
2◦ äèñïåðñèè äèàìåòðà øåéêè ðàáî÷åé ÷àñòè ñâåðë ñ

êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè: à) 0, 90; á) 0, 98.



Ãëàâà 15

Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ
îöåíîê

15.1 Ýìïèðè÷åñêèå îöåíêè

Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü
ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x),
êîòîðîé íåèçâåñòíà. Ìû èìååì n íåçàâèñèìûõ íàáëþäå-
íèé ξ1, ξ2, . . . , ξn ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � âûáîðêó èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F . Ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn ìîæíî ïîñòðîèòü
�õîðîøóþ� îöåíêó ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèþ F̂n(x), çàäàííóþ íà R1 ðà-
âåíñòâîì

F̂n(x) =
1

n

n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk),

áóäåì íàçûâàòü ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
(IA(t) � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A). Ýìïèðè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ åùå ìîæíî îïðåäåëèòü òàê:

F̂n(x) =
µ(x)

n
,

ãäå µ(x) � êîëè÷åñòâî ξk, äëÿ êîòîðûõ ξk < x, ïîñêîëüêó

µ(x) =
n∑
k=1

I(−∞,x)(ξk).

233
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Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî x ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) êàê ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòî-
ðà ξ1, ξ2, . . . , ξn ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïîýòîìó
F̂n(x) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé è ω, ò.å.

F̂n(x) = F̂n(x, ω), ω ∈ Ω, x ∈ R1.

Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) äëÿ êàæ-
äîãî ôèêñèðîâàííîãî x ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿ-
òåëüíîé îöåíêîé çíà÷åíèÿ F (x) ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû ξ∗1 , ξ

∗
2 , . . . , ξ

∗
n: äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ω ∈ Ω

óïîðÿäî÷èì çíà÷åíèÿ ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω) â ïîðÿäêå âîç-
ðàñòàíèÿ:

ξk1(ω) ≤ ξk2(ω) ≤ . . . ≤ ξkn(ω)

è ïîëîæèì

ξ∗1(ω) = ξk1(ω), ξ∗2(ω) = ξk2(ω), . . . , ξ∗n(ω) = ξkn(ω).

Îïð å ä å ë å í è å. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ∗1 , ξ
∗
2 , . . . , ξ

∗
n íà-

çûâàåòñÿ âàðèàöèîííûì ðÿäîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2,
. . . , ξn, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ∗1 , ξ

∗
2 , . . . , ξ

∗
n íàçûâàþò �

ïîðÿäêîâûìè ñòàòèñòèêàìè.
Â òåðìèíàõ ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê ýìïèðè÷åñêóþ ôóí-

êöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

F̂n(x) =
µ∗(x)

n
, (15.1.1)

ãäå µ∗(x) � êîëè÷åñòâî ξ∗k, äëÿ êîòîðûõ ξ
∗
k < x. Íåïîñðåä-

ñòâåííî èç ðàâåíñòâà (15.1.1) ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì ω çíà÷åíèå F̂n(x) ðàâíî 0 â êàæäîé òî÷êå x
ïðîìåæóòêà (−∞, ξ∗1 ], ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî òåõ ξ∗k, äëÿ
êîòîðûõ ξ∗k < x, ðàâíî 0; F̂n(x) = 1/n â êàæäîé òî÷-
êå ïðîìåæóòêà (ξ∗1 , ξ

∗
2 ], ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî òåõ ξ∗k, äëÿ

êîòîðûõ ξ∗k < x, ðàâíî 1, è ò. ä., è, íàêîíåö, F̂n(x) = 1
äëÿ êàæäîãî x èç ïðîìåæóòêà (ξ∗n,+∞).
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Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî ω ôóíêöèÿ F̂n(x) = F̂n(x, ω) íåîòðèöàòåëüíà;
ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (−∞, ξ∗1 ], (ξ∗k, ξ

∗
k+1],

k = 1, 2, . . . , n− 1, (ξ∗n,+∞) (à ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâ-
íà ñëåâà) è íåóáûâàþùàÿ � ðàñòåò â òî÷êàõ ξ∗k, k =
= 1, 2, . . . , n, ñêà÷êàìè 1/n.

Ãðàôèê ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x)

(òî÷íåå, ðåàëèçàöèè F̂n(x, ω)) èçîáðàæåí íà ðèñ. 15.1.1.
Ç àì å ÷ à í è å 1. Äëÿ âûáîðîê ξ1, ξ2, . . . , ξn èç íåïðå-

ðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáîðî÷-
íûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäóò, ðàâíà íóëþ, íî ïîñêîëüêó ìû
ôèêñèðóåì ðåçóëüòàòû ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ (íàïðèìåð,
äî òðåòüåãî çíàêà), íåêîòîðûå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ìî-
ãóò ñîâïàäàòü. Ïðè ýòîì ñêà÷îê ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ â òî÷êå ξk ðàâåí l/n, ãäå l � êîëè÷åñòâî
âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, ñîâïàäàþùèõ ñ ξk, ó÷èòûâàÿ è ξk.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ýì-
ïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), áóäåì íàçû-
âàòü ýìïèðè÷åñêèì. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî ω ýòî
äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå êàæ-
äîé òî÷êå ξk, k = 1, 2, . . . , n, �ìàññó� 1/n (èëè l/n, åñëè ñ
ξk ñîâïàäàþò l âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé, ó÷èòûâàÿ è ξk).

x

F            (x)
n

ξ1* ξ2* ξ3* ξ*
n-1 ξ*

n

1

ξ4*

^

Ðèñ. 15.1.1: Ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x)
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Îá óêëîíåíèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ F̂n(x) îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), ïîñòðîåí-
íàÿ ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç F , ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé
è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé F (x) (äàåò õîðîøåå ïðèáëèæå-
íèå äëÿ F (x)). Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ: íàñêîëüêî
ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) óêëîíÿåòñÿ
îò F (x)? (Êàêèìè ìîãóò áûòü óêëîíåíèÿ F̂n(x) îò F (x)?)
Çàìåòèì, ÷òî óêëîíåíèå F̂n(x) îò F (x) ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíîé, è êîãäà ìû ãîâîðèì î òàêîì óêëîíåíèè,
òî èìååòñÿ â âèäó åãî ðàñïðåäåëåíèå.

Ìåðó óêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ F̂n(x) îò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ìîæíî ââî-
äèòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Ðàññìîòðèì óêëîíåíèå F̂n(x)
îò F (x), ïðåäëîæåííîå À. Í. Êîëìîãîðîâûì (äëÿ íåïðå-
ðûâíîé F (x)):

sup
−∞<x<∞

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ ,

äàëåå áóäåì ïèñàòü sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣. Ýòà ìåðà óêëîíå-

íèÿ îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñòâîì: äëÿ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ n ðàñïðåäåëåíèå sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣/ 1√

n
, íåçàâèñè-

ìî îò ðàñïðåäåëåíèÿ F , èç êîòîðîãî ïîëó÷åíà âûáîðêà
ξ1, ξ2, . . . , ξn, áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ À.Í. Êîëìîãîðîâà
(ñì. 19.1).

Âû÷èñëåíèå sup
x

∣∣∣F (x) − F̂n(x)
∣∣∣.Ïóñòü F̂n(x) � ýì-

ïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî âû-
áîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn, òî÷íåå � ïî ðåàëèçàöèè âûáîðêè; F (x)
� íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ. ×àñòî âîçíèêà-
åò íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

Çàìåòèì, ÷òî ξ1, ξ2, . . . , ξn � íå îáÿçàòåëüíî âûáîðêà èç
ðàñïðåäåëåíèÿ F .
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Ïîñêîëüêó F̂n(x) ïîñòîÿííà íà ïðîìåæóòêàõ

(−∞, ξ∗1 ], (ξ∗1 , ξ
∗
2 ], . . . , (ξ∗n−1, ξ

∗
n], (ξ∗n,+∞), (15.1.2)

òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ ,

êîãäà x �ïðîáåãàåò� R1, çíà÷åíèå sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ äîñòà-

òî÷íî âû÷èñëèòü íà êàæäîì èç óêàçàííûõ ïðîìåæóòêîâ,
à çàòåì èç ïîëó÷åííûõ ÷èñåë âûáðàòü íàèáîëüøåå.

Âû÷èñëèì ñíà÷àëà

sup
x∈(ξ∗k,ξ

∗
k+1]

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ , k = 1, 2, . . . , n− 1.

Ôóíêöèÿ F̂n(x) ïîñòîÿííà íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ
(15.1.2), F (x) � íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî
è ôóíêöèÿ F (x)− F̂n(x) íà ïðîìåæóòêàõ (15.1.2) íåóáû-
âàþùàÿ, è ïîýòîìó (ñì. ðèñ. 15.1.2) çíà÷åíèå

sup
x∈(ξ∗k,ξ

∗
k+1]

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣

ðàâíî îäíîìó èç ÷èñåë∣∣∣∣∣ sup
x∈(ξ∗k,ξ

∗
k+1]

(
F (x)− F̂n(x)

)∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣ inf
x∈(ξ∗k,ξ

∗
k+1]

(
F (x)− F̂n(x)

)∣∣∣∣∣.
Äàëåå,

sup
x∈(ξ∗k,ξ

∗
k+1]

(
F (x)− F̂n(x)

)
=

= lim
x↑ξ∗k+1

(
F (x)− F̂n(x)

)
= F (ξ∗k+1)− F̂n(ξ∗k+1);

inf
x∈(ξ∗k,ξ

∗
k+1]

(
F (x)− F̂n(x)

)
= lim

x↓ξ∗k

(
F (x)− F̂n(x)

)
=
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= F (ξ∗k)− lim
x↓ξ∗k

F̂n(x) = F (ξ∗k)− F̂n(ξ∗k+1).

Âû÷èñëÿÿ ïðåäåëû, ìû ó÷ëè, ÷òî ôóíêöèÿ F̂n(x) ïîñòî-
ÿííà íà ïðîìåæóòêàõ (15.1.2), à ñëåäîâàòåëüíî, íåïðå-
ðûâíà ñëåâà (ñì. ðèñ. 15.1.2).

x

F           (x)

ξ*0 k ξ*
k+1

^
F            (      )n

ξ*
k+1

F            (      )n ξ*
k+1

F            (    )n ξ*
k

Ðèñ. 15.1.2: Ê âû÷èñëåíèþ sup
x
|F (x)− F̂n(x)|

Òàêèì îáðàçîì,

sup
x∈(ξ∗k,ξ

∗
k+1]

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣

ðàâåí∣∣∣∣∣ sup
x∈(ξ∗k,ξ

∗
k+1]

(
F (x)− F̂n(x)

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣F (ξ∗k+1)− F̂n(ξ∗k+1)

∣∣∣
èëè ∣∣∣∣∣ inf

x∈(ξ∗k,ξ
∗
k+1]

(
F (x)− F̂n(x)

)∣∣∣∣∣ =
∣∣∣F (ξ∗k)− F̂n(ξ∗k+1)

∣∣∣ ,
k = 1, 2, . . . , n− 1.
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Äëÿ ïðîìåæóòêîâ (−∞, ξ∗1 ] è (ξ∗n,+∞)

sup
x∈(−∞,ξ∗1 ]

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ = F (ξ∗1) =

∣∣∣F (ξ∗1)− F̂n(ξ∗1)
∣∣∣ ;

sup
x∈(ξ∗n,+∞)

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ = |F (ξ∗n)− 1| = 1− F (ξ∗n).

Åñëè ÷åðåç ξ∗n+1 îáîçíà÷èòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó, ëåæà-
ùóþ ïðàâåå ξ∗n, òî ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè F̂n(x) åå
çíà÷åíèå F̂n(ξ∗n+1) ðàâíî åäèíèöå è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî
ìîæíî çàïèñàòü â òîé æå ôîðìå, ÷òî è îñòàëüíûå:

sup
x∈(ξ∗n,+∞)

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ =

∣∣∣F (ξ∗n)− F̂n(ξ∗n+1)
∣∣∣ .

Ñëåäîâàòåëüíî,

sup
x
|F (x)− F̂n(x)|

ðàâåí íàèáîëüøåìó èç ÷èñåë∣∣∣F (ξ∗k)− F̂n(ξ∗k)
∣∣∣ , ∣∣∣F (ξ∗k)− F̂n(ξ∗k+1)

∣∣∣ , k = 1, 2, . . . , n,

ãäå F̂n(ξ∗n+1) = 1.
Ï ð èì å ð 15.1.1. Ïóñòü 2,4; 1,0; 0,7; 0, 0; 1,1; 1,6; 1,1;

−0,4; 0,1; 0,7 � âûáîðêà èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) è ãðàôèêè ôóíêöèè F (x) íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè: 1) a = 0,8;
σ = 0,8; 2) a = 1; σ = 0,5. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

Ðåøåíè å. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ðåàëèçàöèè ýì-
ïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), ðàñïîëîæèì
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âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ â âàðèàöèîííûé ðÿä: −0,4; 0,0; 0,1;
0,7; 0,7; 1,0; 1,1; 1,1; 1,6; 2,4.

Ïîñêîëüêó âûáîðêà ïîëó÷åíà èç íåïðåðûâíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ îäèíàêîâûõ âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé íå äîëæ-
íî áûòü. Íî â ðàññìàòðèâàåìîé âûáîðêå îíè âñå-òàêè
èìåþòñÿ: 0,7 è 1,1 âñòðå÷àþòñÿ äâàæäû. Ýòî ñâÿçàíî ñ
òåì, ÷òî èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ îãðàíè÷åííûì êîëè-
÷åñòâîì çíàêîâ, â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå � äî äåñÿ-
òûõ. Ïîýòîìó íåêîòîðûå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ìîãóò ñîâ-
ïàäàòü.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂10(x, ω) íàíåñåì íà îñü àáñöèññ
ïîðÿäêîâûå ñòàòèñòèêè ξ∗k, k = 1, 2, . . . , 10. Ýìïèðè÷åñ-
êàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F̂10(x, ω) ïîñòîÿííà íà ïðî-
ìåæóòêàõ (−∞, ξ∗1 ], (ξ∗k, ξ

∗
k+1], k = 1, 2, . . . , 9, (ξ∗10,+∞). Íà

ïðîìåæóòêå (−∞, ξ∗1 ] îíà ðàâíà íóëþ è, �ïåðåõîäÿ ÷åðåç
òî÷êè� ξ∗k (êðîìå 0,7 è 1,1), ðàñòåò ñêà÷êàìè 1/10, à ïðè
ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êè 0,7 è 1,1 � ñêà÷êàìè 2/10 (ïîñêîëü-
êó âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ 0,7 è 1,1 â âûáîðêå âñòðå÷àþò-
ñÿ äâàæäû). Ãðàôèê ðåàëèçàöèè F̂10(x, ω) ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂10(x) èçîáðàæåí íà ðèñ. 15.1.3.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ = sup

x

∣∣∣Na;σ2(x)− F̂n(x)
∣∣∣ ,

êðîìå çíà÷åíèé F̂n(x), åùå íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Na;σ2(x) =
1√

2πσ2

x∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2σ2

}
dt

â òî÷êàõ ξ∗1 , ξ
∗
2 , . . . , ξ

∗
n. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Na;σ2(x) íàõî-

äèì ïî çíà÷åíèÿì òàáóëèðîâàííîé ôóíêöèè N0;1(x) íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1) (ñì. òàáë.
22.1.1). Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé (t− a)/σ = y â ïîñëåä-
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íåì èíòåãðàëå ïîëó÷àåì

Na;σ2(x) =
1√

2πσ2

x∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2σ2

}
dt =

=
1√
2π

(x−a)/σ∫
−∞

exp

{
− t

2

2

}
dt = N0;1

(
x− a
σ

)
.

F               (x,w)
^

x-0,4 0,1 0,7 1 1,1 1,6 2,4

1

N       (x)

N      (x)

0,8;0,64

1;0,2510

Ðèñ. 15.1.3: Ê âû÷èñëåíèþ
sup
x

∣∣∣N0,8;0,64(x)− F̂10(x)
∣∣∣ è sup

x

∣∣∣N1;0,25(x)− F̂10(x)
∣∣∣

Ýòàïû âû÷èñëåíèÿ

δ = sup
x

∣∣∣F (x)− F̂10(x)
∣∣∣ ,

êîãäà F (x) = N0,8;0,64(x), ñâåäåíû â òàáë. 15.1.1, ñîãëàñíî
êîòîðîé δ = 0,16.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì, ÷òî

sup
x

∣∣∣N1;0,25(x)− F̂10(x)
∣∣∣ = 0,26.
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Òàá ë èö à 15.1.1. Ê âû÷èñëåíèþ

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂10(x)
∣∣∣ = sup

x

∣∣∣N0,8;0,64(x)− F̂10(x)
∣∣∣

ξ∗k F̂10(ξ∗k) F (ξ∗k) |F (ξ∗k)− F̂10(ξ∗k)| |F (ξ∗k)− F̂10(ξ∗k+1)|
−0,4 0 0,07 0,07 0,03

0,0 0,1 0,16 0,06 0,04
0,1 0,2 0,19 0,01 0,11

(2) 0,7 0,3 0,45 0,15 0,05
1,0 0,5 0,58 0,08 0,02

(2) 1,1 0,6 0,64 0,04 0,16
1,6 0,8 0,84 0,04 0,06
2,4 0,9 0,98 0,08 0,02

ξ∗n+1 1,0

Ýìïèðè÷åñêèå (âûáîðî÷íûå) çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ. Ïî ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî
ñòðîèòü èíòóèòèâíî-íàãëÿäíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F (·; θ),
çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà θ. Ïàðàìåòð θ íåèçâåñòåí, è åãî
íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî âûáîðêå.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðàìåòð θ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì (ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x; θ)),
ò.å.

θ = Φ (F (x; θ)) ,

ãäå Φ � ôóíêöèîíàë, çàäàííûé íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, a = Mξ, σ2 = Dξ
(êîãäà îíè ñóùåñòâóþò) ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëàìè ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû:

a =

∫
R1

xF (dx); σ2 =

∫
R1

(
x−

∫
R1

tF (dt)

)2

F (dx).

Âûáîðêà ξ1, ξ2, . . . , ξn çàäàåò ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F̂n(x). È ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ áëèçêà ê ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x; θ) (F̂n(x) ïðè êàæäîì x ÿâëÿåò-
ñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé F (x; θ)), à θ =
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= Φ(F (x; θ)), òî â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà θ åñòåñòâåí-
íî ðàññìàòðèâàòü

θ̂n = Φ(F̂n(x)).

Íàïðèìåð, äëÿ ïàðàìåòðà a ôîðìóëà θ̂n = Φ(F̂n(x)) äàåò
îöåíêó

â =

∫
R1

xF̂n(dx) =
1

n

n∑
i=1

ξi,

à äëÿ ïàðàìåòðà σ2 � îöåíêó

σ̂2 =

∫
R1

(
x−

∫
R1

tF̂n(dt)

)2

F̂n(dx) =

=
1

n

n∑
i=1

(
ξi −

1

n

n∑
k=1

ξk

)2

=
1

n

n∑
i=1

(ξi − â)2.

Èíòåãðàëû âû÷èñëÿþòñÿ êàê èíòåãðàëû Ëåáåãà ïî äèñ-
êðåòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êàõ
ξ1, ξ2, . . . , ξn (ñ �ìàññîé� 1/n â êàæäîé).

Îïð å ä å ë å í è å. Îöåíêó θ̂n ïàðàìåòðà θ = Φ (F (x; θ)),
ïîñòðîåííóþ ïî ôîðìóëå

θ̂n = Φ
(
F̂n(x)

)
,

áóäåì íàçûâàòü ýìïèðè÷åñêèì (âûáîðî÷íûì) çíà÷åíèåì
ïàðàìåòðà θ.

Â ÷àñòíîñòè,

â =
1

n

n∑
i=1

ξi

� ýìïèðè÷åñêîå (âûáîðî÷íîå) ñðåäíåå, à

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(ξi − â)2

� ýìïèðè÷åñêàÿ (âûáîðî÷íàÿ) äèñïåðñèÿ.
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Òå î ð åì à 15.1.1. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç
ðàñïðåäåëåíèÿ F è g(x) � áîðåëåâñêàÿ ôóíêöèÿ íà R1 ñî
çíà÷åíèÿìè â R1. Åñëè

G =

∫
R1

g(x)F (dx) 6=∞,

òî âûáîðî÷íîå çíà÷åíèå

Ĝn =

∫
R1

g(x)F̂n(dx) =
1

n

n∑
k=1

g(ξk)

âåëè÷èíû G ÿâëÿåòñÿ åå ñîñòîÿòåëüíîé è íåñìåùåííîé
îöåíêîé.

Ñë å ä ñ ò â è å. Ïóñòü

G =

1∫
0

g(x)dx 6=∞,

ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå
[0; 1] ðàñïðåäåëåíèÿ, òîãäà

Ĝn =
1

n

n∑
k=1

g(ξk)

ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿòåëüíîé è íåñìåùåííîé îöåíêîé G.
Ñëåäñòâèå èç òåîðåìû îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ n

çíà÷èòåëüíûå îòêëîíåíèÿ ñóììû Ĝn îò G âñòðå÷àþòñÿ
èçðåäêà è ïîýòîìó â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîãî çíà÷åíèÿ
èíòåãðàëà G ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñóììó Ĝn.

Îïèñàííûé ìåòîä âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ èçâåñòåí
ïîä íàçâàíèåì ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî (ñòàòèñòè÷åñêèõ èñ-
ïûòàíèé). Îí îñîáåííî ýôôåêòèâåí ïðè âû÷èñëåíèè èí-
òåãðàëîâ áîëüøîé êðàòíîñòè, êîãäà äðóãèå ìåòîäû ïðè-
áëèæåííîãî àíàëèçà íåïðèãîäíû.
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Ïðèì å ð 15.1.2 . Íà îòðåçîê [0; 2] íàóäà÷ó áðîñàþò
òî÷êó, êîòîðàÿ äåëèò åãî íà äâå ÷àñòè, è ôèêñèðóþò
êîîðäèíàòó ξ òî÷êè äåëåíèÿ.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí 10 ðàç. Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî
10 çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ: 0,00; 0,31; 0,70; 1,40; 0,08; 1,93; 0,79; 1,43; 1,42;
1,69.

Îöåíèòü ïî âûáîðêå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáú-
åìà êóáà ñ ðåáðîì, ðàâíûì áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà.

Ðåøåíè å. Ïî óñëîâèþ çàäà÷è äëèíà ðåáðà êóáà ðàâ-
íà max{ξ, 2 − ξ}. Îáúåì g(ξ) = (max{ξ, 2− ξ})3 êóáà �
ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Çíà÷åíèå G = Mg(ξ) êî-
íå÷íî, ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ñîñðåäîòî÷åíî íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå [0;2], à ôóíêöèÿ
g(x) íà ýòîì ïðîìåæóòêå îãðàíè÷åíà. Ïîýòîìó íåñìåùåí-
íîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
îáúåìà êóáà G = Mg(ξ) = M(max{ξ, 2− ξ})3 ÿâëÿåòñÿ

Ĝn =
1

n

n∑
i=1

g(ξi) =
1

n

n∑
i=1

(max{ξi, 2− ξi})3.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 10, à âûáîðî÷íûå çíà-
÷åíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn ïðèâåäåíû â óñëîâèè. Çíà÷åíèå Ĝ10 =
= 4,44.

15.2 Ìåòîä ìîìåíòîâ

Ïóñòü (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
F (· ; θ) = F (· ; θ1, θ2, . . . , θs). Ïàðàìåòðû θ1, θ2, . . . , θs íåèç-
âåñòíû. Èõ íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî âûáîðêå.

Ïåðâûì îáùèì ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ïàðàìåò-
ðîâ ïî âûáîðêå áûë ìåòîä ìîìåíòîâ, ïðåäëîæåííûé
Ê. Ïèðñîíîì. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó îïðåäåëåííîå êî-
ëè÷åñòâî âûáîðî÷íûõ ìîìåíòîâ m̂k ïðèðàâíèâàþò ñîîò-
âåòñòâóþùèì ìîìåíòàì

mk(θ1, θ2, . . . , θs) =

∫
R1

xkF (dx, θ1, θ2, . . . , θs) (15.2.1)
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ðàñïðåäåëåíèÿ F (·; θ1, θ2, . . . , θs), âû÷èñëåííûì ïðè çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θs, ðàâíûõ ñîîòâåòñòâåííî
îöåíêàì θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s ýòèõ ïàðàìåòðîâ (ìîìåíòû mk =
= mk(θ1, θ2, . . . , θk) ðàñïðåäåëåíèÿ F (·; θ1, θ2, . . . , θs) ÿâ-
ëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θs). Òàê ÷òî ïåð-
âûé âûáîðî÷íûé ìîìåíò

m̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi

ïðèðàâíèâàþò ïåðâîìó òåîðåòè÷åñêîìó ìîìåíòó

m1(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s) =

∫
R1

xF (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s),

âòîðîé âûáîðî÷íûé ìîìåíò

m̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i

� âòîðîìó òåîðåòè÷åñêîìó ìîìåíòó

m2(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s) =

∫
R1

x2F (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s)

è ò. ä. Ðàññìàòðèâàÿ êîëè÷åñòâî ìîìåíòîâ, ðàâíîå ÷èñëó
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ (ïîäëåæàùèõ îöåíèâàíèþ), ïî-
ëó÷àþò òàêîå æå êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ:

m̂1 =

∫
R1

xF (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s);

m̂2 =

∫
R1

x2F (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s);

...
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m̂s =

∫
R1

xsF (dx; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s).

Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s, íàõîäèì
èñêîìûå îöåíêè.

Ïðèì å ÷ à í è å. Íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå ìîìåíòû
ìîãóò íå çàâèñåòü îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Â ýòîì
ñëó÷àå ê âûïèñàííûì óðàâíåíèÿì äîáàâëÿþò ñëåäóþùèå,
òàê ÷òîáû êîëè÷åñòâî óðàâíåíèé áûëî ðàâíî êîëè÷åñòâó
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ.

Ìåòîä ìîìåíòîâ ìîæíî èñïîëüçîâàòü, åñëè ñóùåñòâó-
þò âñå ïåðå÷èñëåííûå ìîìåíòû. Íà ïðàêòèêå îí ïðèâî-
äèò ê ñðàâíèòåëüíî ïðîñòûì âû÷èñëåíèÿì.

Ïðèì å ð 15.2.1. Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è σ2

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Na;σ2(x) =
1√

2πσ2

x∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2σ2

}
dt

ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
Ðåøåíè å. Äëÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðà-

ìåòðàìè a è σ2

m1(a, σ2) =
1√

2πσ2

∫
R1

x exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx = a;

m2(a, σ2) =
1√

2πσ2

∫
R1

x2 exp

{
−(x− a)2

2σ2

}
dx = a2 + σ2.

Ìîìåíòû m1(a, σ2) è m2(a, σ2), âû÷èñëåííûå ïðè çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ a è σ2, ðàâíûõ ñîîòâåòñòâåííî â è σ̂2,
ðàâíû

m1(â; σ̂2) = â; m2(â; σ̂2) = σ̂2 + â2.

Ïåðâûì è âòîðûì ýìïèðè÷åñêèìè ìîìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ

m̂1 =
1

n

n∑
i=1

ξi; m̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i .
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Ïðèðàâíèâàÿ ìîìåíòû m1(â; σ̂2) è m2(â, σ̂2) ñîîòâåòñòâó-
þùèì ýìïèðè÷åñêèì ìîìåíòàì, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

m1(â; σ̂2) = m̂1;

m2(â, σ̂2) = m̂2,

èëè ïîäðîáíåå

â =
1

n

n∑
i=1

ξi;

σ̂2 + (â)2 =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i .

Ðåøåíèÿ ýòèõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî â è σ̂2 è ÿâëÿþò-
ñÿ îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ a è σ2, íàéäåííûìè ïî ìåòîäó
ìîìåíòîâ:

â =
1

n

n∑
i=1

ξi;

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i − â2 =

1

n

n∑
i=1

ξ2
i −
( 1

n

n∑
i=1

ξi

)2

=
1

n

n∑
i=1

(ξi−ξ)2.

15.3 Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà ñ ðàñïðåäåëåíè-
åì F (· ; θ) = F (· ; θ1, θ2, . . . , θs), çàâèñÿùèì îò ïàðàìåòðà
θ = (θ1, θ2, . . . , θs) ∈ Θ ⊂ Rs. Ïàðàìåòð θ ∈ Θ íåèçâåñò-
íûé è åãî íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî âûáîðêå (ξ1, ξ2, . . . , ξn).

Îáùèì (âàæíûì êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè, òàê è
ïðèëîæåíèé) ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ ìåòîä
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ïðåäëîæåííûé Ð. Ôèøå-
ðîì.
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Îïð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèåé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) áóäåì íàçûâàòü ôóíê-
öèþ L(θ) = L(θ1, θ2, . . . , θs) ïàðàìåòðà θ ∈ Θ , îïðåäåëÿå-
ìóþ ðàâåíñòâîì

L(θ) = f(ξ; θ), θ ∈ Θ ,

åñëè âûáîðî÷íûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíûé ñ ïëîòíîñòüþ f(x; θ) = f(x1, x2, . . . , xn; θ)
è ðàâåíñòâîì

L(θ) = P (ξ; θ), θ ∈ Θ ,

åñëè âûáîðî÷íûé âåêòîð ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) äèñêðåòíûé ñ
ðàñïðåäåëåíèåì P (x; θ) = P (x1, x2, . . . , xn; θ).

Ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïîñòðîåíèÿ îöå-
íîê ñîñòîèò â òîì, ÷òî â êà÷åñòâå îöåíêè ïàðàìåòðà
θ = (θ1, θ2, . . . , θs) âûáèðàåòñÿ òî÷êà θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s),
â êîòîðîé ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ L(θ)
äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ.

Îïð å ä å ë å í è å. Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ áóäåì íàçûâàòü òî÷êó θ̂, â êîòîðîé ôóíêöèÿ ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷å-
íèÿ.

Äðóãèìè ñëîâàìè, îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïî-
äîáèÿ ïàðàìåòðà θ áóäåì íàçûâàòü îòëè÷íûå îò êîíñòàí-
òû ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

L(θ̂) = max
θ∈Θ

L(θ),

åñëè òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò. Êîðíè, íå çàâèñÿùèå îò
âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn, ò. å. èìåþùèå âèä θ̂ = c, ãäå c �
êîíñòàíòà, ñëåäóåò îòáðîñèòü (îöåíêà � ýòî ôóíêöèÿ âû-
áîðêè).

Ëîãàðèôì lnL(θ) îò ôóíêöèè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ L(θ) íàçûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèåé ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè L(θ) è lnL(θ) äîñòèãàþò íàè-
áîëüøåãî çíà÷åíèÿ â îäíîé è òîé æå òî÷êå. À íàéòè òî÷-
êó, â êîòîðîé ôóíêöèÿ lnL(θ) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà-
÷åíèÿ, çà÷àñòóþ ïðîùå.
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Ïîýòîìó åñëè ôóíêöèÿ L(θ) = L(θ1, θ2, . . . , θs) äèô-
ôåðåíöèðóåìà ïî θ1, θ2, . . . , θs, òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

L(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s) = max
θ1,θ2,...,θs∈Θ

L(θ1, θ2, . . . , θs) (15.3.1)

äîñòàòî÷íî íàéòè ñòàöèîíàðíûå òî÷êè ôóíêöèè

lnL(θ1, θ2, . . . , θs),

ðåøàÿ óðàâíåíèå

∂

∂θi
lnL(θ1, θ2, . . . , θs) = 0, i = 1, 2, . . . , s,

è, ñðàâíèâàÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè lnL(θ1, θ2, . . . , θs) â ñòàöè-
îíàðíûõ òî÷êàõ è íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà Θ , âûáðàòü òî÷-
êó θ̂ = (θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂s), â êîòîðîé ôóíêöèÿ lnL(θ1, θ2, . . . , θs)
äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Ýòà òî÷êà è áóäåò ðå-
øåíèåì óðàâíåíèÿ (15.3.1).

Óðàâíåíèå

∂

∂θi
lnL(θ1, θ2, . . . , θs) = 0, i = 1, 2, . . . , s,

íàçûâàþò óðàâíåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
Ïðèì å ð 15.3.1. Ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x; θ) =

{
θ exp {−θx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0

(ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì θ) íàéòè
îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ.

Ðåøåíè å. Ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ÿâëÿåòñÿ

p(x1, x2, . . . , xn; θ) = p(x1; θ)p(x2; θ) . . . p(xn; θ) =

= θ exp{−θx1}θ exp{−θx2} . . . θ exp{−θxn} =
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= θn exp

{
−θ

n∑
i=1

xi

}
,

åñëè âñå xi > 0, i = 1, 2, . . . , n, à åñëè õîòÿ áû îäíî xi ≤ 0,
òî

p(x1, x2, . . . , xn; θ) = 0.

Ôóíêöèåé ïðàâäîïîäîáèÿ âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn ÿâëÿåòñÿ

L(θ) = θn exp

{
−θ

n∑
i=1

ξi

}
,

åñëè âñå ξi > 0, i = 1, 2, . . . , n, è L(θ) = 0 � â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå. Ôóíêöèÿ L(θ) äèôôåðåíöèðóåìà ïî θ, à ïîýòîìó
ìîæåì âûïèñàòü óðàâíåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ:

∂

∂θ
lnL(θ) = 0,

èëè (ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ)

n
1

θ
−

n∑
i=1

ξi = 0.

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ

θ =

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)−1

= (ξ)
−1
.

Íà ãðàíèöå îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ
ôóíêöèÿ L(θ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, ïîýòîìó â òî÷êå
θ̂ = 1/ξ ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ L(θ) äî-
ñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, θ̂ = 1/ξ
ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåò-
ðà θ.
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Ïðèì å ð 15.3.2. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, b) =

 1
a exp

{
−1
a(x− b)

}
, åñëè x > b;

0, åñëè x ≤ b

(f(x; a, b) � ïëîòíîñòü ñìåùåííîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ).

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ìåòîäîì ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ a è b èõ íåñìåùåííûìè è ñîñòî-
ÿòåëüíûìè îöåíêàìè?

Ðåøåíè å. Ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

L(a, b) =
1

an
exp

{
−1

a

n∑
i=1

(ξi − b)
}
,

åñëè âñå ξi > b è L(a, b) = 0, åñëè ñóùåñòâóåò ξj ≤ b.

Åñëè b̂ � òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ Q(b) =
n∑
i=1

(ξi − b)

(ξi > b, i = 1, 2, . . . , n) äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ,
à â � òî÷êà, â êîòîðîé ôóíêöèÿ L(a, b̂) äîñòèãàåò íàè-
áîëüøåãî çíà÷åíèÿ, òî â òî÷êå (â, b̂) ôóíêöèÿ L(a, b) äî-
ñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ (â ýòîì óáåæäàåìñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé).

Ôóíêöèÿ Q(b) =
n∑
i=1

(ξi − b) (ξi > b, i = 1, 2, . . . , n)

äîñòèãàåò íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå b̂ = min{ξi},
à ôóíêöèÿ L(a, b̂) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷-
êå â = Q(b̂)/n.

Oöåíêè â, b̂ � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå è ñîñòî-
ÿòåëüíûå ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ïàðàìåòðîâ a, b.
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15.4 Çàäà÷è

ÀÇ: 15.3, 15.18, 15.28, 15.32, 15.33.
ÑÇ: 15.13, 15.24, 15.31, 15.38, 15.51.

15.1. Ïóñòü 1,31; 1,18; 1,50; 1,06; 1,01; 1,06; 1,33; 1,80;
1,30; 1,35 � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

p(x; a, b) =

 1
a exp

{
−1
a(x− b)

}
, åñëè x > b;

0, åñëè x ≤ b

(ñìåùåííîå ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå) ïðè çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðîâ a = 0, 5; b = 1.

Ïî âûáîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x). Ïîñòðîèòü ãðàôèê
ôóíêöèè F (x) ñìåùåííîãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïàðàìåòðàìè a = 0, 5; b = 1. Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

15.2.Íà îòðåçîê [0;2] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó è ôèêñè-
ðóþò åå êîîðäèíàòó ξ. Ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí 15 ðàç. Ïðè
ýòîì ïîëó÷åíî 15 çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ: 0,14; 1,81; 1,58; 1,28; 1,39; 0,80; 0,31;
0,70; 1,40; 0,08; 1,93; 0,79; 1,43; 1,42; 1,68.

Îöåíèòü ïî âûáîðêå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáú-
åìà êóáà, ðåáðî êîòîðîãî ðàâíî ìåíüøåé ÷àñòè îòðåçêà
[0;2] ïðè åãî äåëåíèè òî÷êîé ξ.

15.3. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

p(x;µ, σ2) =

 1√
2πσ2x

exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ïàðàìåòð σ > 0 (p(x;µ, σ2) � ïëîòíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêè
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðîâ µ è σ2 ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
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Ç àì å ÷ à í è å. Âû÷èñëÿÿ ïåðâûé è âòîðîé ìîìåíòû,

öåëåñîîáðàçíî ñäåëàòü çàìåíó lnx− µ
σ = t.

15.4. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

{
1

2h0
, åñëè x ∈ [θ − h0, θ + h0];

0, åñëè x 6∈ [θ − h0, θ + h0].

Íàéòè îöåíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè θ̂ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé
îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.

15.5. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
(ñì. òàáë. 22.10.1), ïîëó÷èòü âûáîðêó îáúåìîì n = 20 èç
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì a = 2 è äèñïåðñè-
åé σ2 = 4 (ñì. òàêæå ïðèìåð 19.1.1). Ïî ýòîé âûáîðêå ïî-
ñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ F̂n(x). Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè N2;4(x).
Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣N2;4(x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

15.6. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì. òàáë.
22.10.1) îöåíèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà Ïóàññîíà

+∞∫
−∞

exp

{
−x

2

2

}
dx.

Óêà ç à í è å 1. Ñäåëàòü â èíòåãðàëå çàìåíó

y =
1

π
arctg x+

1

2
.

Óêà ç à í è å 2. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ
÷èñåë (ñì. òàáë. 22.10.1), ïîëó÷èòü âûáîðêó èç ðàâíîìåð-
íîãî íà îòðåçêå [0; 1] ðàñïðåäåëåíèÿ è ïðèìåíèòü òåîðå-
ìó 15.1.1.
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15.7. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, b) =
1

2
√
θ

exp

{
− 1√

θ
|x− b|

}
,

ïàðàìåòð θ > 0 (f(x; θ, b) � ïëîòíîñòü ñìåùåííîãî äâó-
ñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).

Íàéòè îöåíêè θ̂ è b̂ ïàðàìåòðîâ θ è b ìåòîäîì ìîìåí-
òîâ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè θ̂ è b̂ íåñìåùåííûìè è ñîñòî-
ÿòåëüíûìè îöåíêàìè θ è b.

15.8. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ

P (k; θ) = Cr−1
r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, . . . ;

ïàðàìåòð θ > 0, r � èçâåñòíî.
Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ θ̂ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé, ýôôåêòèâíîé
îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.

Ó ê à ç à í è å. Ñì. çàäà÷ó 14.2.
15.9. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë,

ïîëó÷èòü âûáîðêó îáúåìîì n = 20 èç ðàâíîìåðíîãî íà
îòðåçêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. çàäà÷ó 19.4). Ïî ýòîé âû-
áîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), n = 20. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóí-
êöèè F (x) ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

15.10. Íà îòðåçîê [0;4] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó è ôèê-
ñèðóþò åå êîîðäèíàòó ξ. Ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí 15 ðàç.
Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî 15 çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ íàáëþäå-
íèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ: 0,55; 2,94; 0,65; 1,49; 3,08; 1,01;
2,38; 1,18; 1,63; 3,18; 0,39; 1,71; 2,72; 0,95; 1,18.

Îöåíèòü ïî âûáîðêå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïëî-
ùàäè ïîâåðõíîñòè øàðà, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí ìåíüøåé
÷àñòè îòðåçêà [0;4] ïðè åãî äåëåíèè òî÷êîé ξ.
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15.11. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ãåîìåòðè÷å-
ñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì p:

P (k; p) = (1− p)kp, k = 0, 1, . . .

Îöåíèòü ïàðàìåòð p ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
15.12. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, b) =
1

2a
exp

{
−1

a
|x− b|

}
, a > 0.

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ìåòîäîì ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

15.13. Âûïèøèòå 50 ñëó÷àéíûõ, íà âàø âçãëÿä, ÷è-
ñåë èç îòðåçêà [0;1] (äëÿ îïðåäåëåííîñòè � ñ ÷åòûðüìÿ
çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé). Èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
âûáîðêó èç íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî ýòîé âûáîð-
êå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), n = 10. Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíê-
öèè F (x) ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ.
Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

15.14. Äëèòåëüíîñòü ðàáîòû ýëåìåíòà äî ïåðâîãî âû-
õîäà èç ñòðîÿ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòåëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé. Íàáëþäàëàñü ðàáîòà 20 ýëåìåíòîâ è
ôèêñèðîâàëè äëèòåëüíîñòü èõ ðàáîòû äî ïåðâîãî âûõîäà
èç ñòðîÿ (â ÷àñàõ): 11, 149, 846, 563, 384, 950, 864, 63, 990,
77, 685, 158, 348, 318, 25, 278, 1803, 83, 1544, 380.

Ïî âûáîðêå íàéòè îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
äëèòåëüíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû ýëåìåíòà, åñëè åãî ìå-
íÿþò ïîñëå 200 ÷àñîâ íåïðåðûâíîé ðàáîòû, äàæå åñëè
ýëåìåíò íå âûøåë èç ñòðîÿ.

15.15. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, θ) =

=

 (x− (a−
√
θ))/θ, åñëè x ∈ [a−

√
θ, a];

−(x− (a+
√
θ))/θ, åñëè x ∈ [a, a+

√
θ];

0, åñëè x 6∈ [a−
√
θ, a+

√
θ].
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Íàéòè îöåíêè â è θ̂ ïàðàìåòðîâ a è θ ìåòîäîì ìîìåí-
òîâ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè â è θ̂ íåñìåùåííûìè è ñîñòî-
ÿòåëüíûìè îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ a è θ ñîîòâåòñòâåííî.

Óê à ç à í è å. Âû÷èñëÿÿ âòîðîé ìîìåíò, öåëåñîîáðàçíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì σ2 = m2 −m2

1.
15.16. Ñäåëàíî n âûñòðåëîâ èç îðóäèÿ ïî íåïîäâèæ-

íîé òî÷å÷íîé öåëè áåç èçìåíåíèÿ ïðèöåëà, ïðè÷åì â k
(0 < k < n) ñëó÷àÿõ íàáëþäàëñÿ ïåðåëåò, à â îñòàëüíûõ
n− k ñëó÷àÿõ � íåäîëåò ñíàðÿäîâ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûñîòû âûñòðåëîâ ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè, íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âå-
ëè÷èíàìè ñ åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé è ìàòåìàòè÷åñêèì îæè-
äàíèåì h. Êàêóþ ïîïðàâêó íåîáõîäèìî âíåñòè â óñòàíîâ-
êó îðóäèÿ, ÷òîáû ñðåäíåå çíà÷åíèå âûñîò âûñòðåëîâ áûëî
âîçìîæíî áëèæå ê öåëè?

Ïðèì å ÷ à í è å. Çäåñü �âûñîòà âûñòðåëà� îáîçíà÷àåò
âûñîòó òî÷êè ïîïàäàíèÿ ñíàðÿäà â âåðòèêàëüíóþ ïëîñ-
êîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç öåëü ïåðïåíäèêóëÿðíî ê ïëîñ-
êîñòè íàïðàâëåíèÿ âûñòðåëîâ. Âûñîòà âûñòðåëà îòñ÷è-
òûâàåòñÿ îò ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè, â êîòîðîé ðàñïî-
ëîæåíî îðóäèå.

15.17. Ïîëó÷èòü âûáîðêó îáúåìîì n = 10 èçN0;1-ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçà-
öèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), n = 10.
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè N0;1(x) íîðìàëüíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1). Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣N0;1(x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

Óêà ç à í è å. Åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò ñâî-
åé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
η = F (ξ) ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0; 1].
Îòñþäà, åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàñïðåäåëåíà ðàâíî-
ìåðíî íà ïðîìåæóòêå [0; 1], òî ξ = F−1(η) èìååò ñâîåé
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x).
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15.18. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
(ñì. òàáë. 22.10.1) îöåíèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∞∫
0

sinβx

α2 + x2
dx,

α > 0, β > 0, åñëè α = 1, β = 1.
Ó ê à ç à í è å 1. Ñäåëàòü â èíòåãðàëå çàìåíó

y =
2

π
arctgx.

Óêà ç à í è å 2. Ïî òàáëèöå ïîëó÷èòü âûáîðêó èç ðàâ-
íîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ è âîñïîëüçî-
âàòüñÿ òåîðåìîé 15.1.1.

15.19. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =
1

2
√
θ

exp

{
− 1√

θ
|x|
}

(f(x; θ) � ïëîòíîñòü äâóñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ).

Íàéòè îöåíêó äèñïåðñèè ìåòîäîì ìîìåíòîâ è âûÿñ-
íèòü ÿâëÿåòñÿ ëè îíà íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé äèñïåðñèè.

15.20. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;h) =

{
1

2h
, åñëè x ∈ [θ0 − h, θ0 + h];

0, åñëè x 6∈ [θ0 − h, θ0 + h].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà h ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà h åãî íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé
îöåíêîé.

15.21. Íàáëþäàþòñÿ öèôðîâûå ÷àñòè íîìåðîâ 10 àâ-
òîìîáèëåé (â íîìåðå ïÿòü öèôð), ïðîåçæàþùèõ ìèìî
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âàñ. Ïóñòü ai, bi, ci, di, ei � öèôðû, âñòðå÷àþùèåñÿ â íîìå-
ðå i-ãî àâòîìîáèëÿ, åñëè åãî ÷èòàòü ñëåâà íàïðàâî. Ñòðî-
èòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

ξi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di + 10−5ei,

i = 1, 2, . . . , 10. Èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûáîðêó èç
íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξ10 ïîñòðîèòü ãðàôèê ýìïèðè-
÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) (n = 10). Ïîñòðî-
èòü ãðàôèê ôóíêöèè F (x) ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1]
ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

Ç àì å ÷ à í è å. Åñëè íîìåð àâòîìîáèëÿ ñîäåðæèò ÷å-
òûðå öèôðû, òî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

ζi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di,

i = 1, 2, . . . , 10.
15.22. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, p) =

{
p
θ

(
x
θ

)p−1
exp

{
−
(
x
θ

)p}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ïàðàìåòð θ > 0 è p > 0 (f(x; θ, p) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ Âåéáóëëà), p � èçâåñòíî.

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

15.23. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî
íà îòðåçêå [θ − σ

√
3, θ + σ

√
3] ðàñïðåäåëåíèÿ, σ > 0.

Íàéòè îöåíêè θ̂ è σ̂2 ïàðàìåòðîâ θ è σ2 ìåòîäîì ìî-
ìåíòîâ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îöåíêè θ̂ è σ̂2 íåñìåùåííûìè,
ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàìåòðîâ.
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15.24. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

 x
θ

exp

{
−x

2

2θ

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

(f(x; θ) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ðýëåÿ).
Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé,
ýôôåêòèâíîé îöåíêîé?

15.25. Èìååì âûáîðêó: 2,22; 0,67; −0,14; −0,33;
−0,97;−1,81; −0,94; −0,91; 0,11; 3,94 èç ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, c) =
a

π(a2 + (x− c)2)
,

ãäå a = 0, 5 è c = 1 (f(x; a, c) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ
Êîøè).

Ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x). Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè
F (x) ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïàðàìåòðàìè a = 0,5; c = 1.
Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

15.26. Íà îòðåçîê [0;3] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó è ôèê-
ñèðóþò åå êîîðäèíàòó ξ. Ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí 20 ðàç.
Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî 20 çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ íàáëþäå-
íèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ: 1,91; 1,08; 1,25; 0,87; 2,42; 1,49;
2,10; 2,21; 0,33; 0,09; 0,39; 0,54; 2,39; 0,51; 2,51; 1,44; 0,96;
1,85; 2,38; 0,67.

Îöåíèòü ïî âûáîðêå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îáúå-
ìà øàðà, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí áîëüøåé ÷àñòè îòðåçêà
[0;3] ïðè åãî äåëåíèè òî÷êîé ξ.

15.27. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ýðëàíãà ñ ïàðàìåòðàìè m è λ. Îöåíèòü ïàðàìåòðû
m è λ ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
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Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ Ýðëàíãà ñ ïàðàìåòðàìè m
è λ èìååò âèä

f(x;λ,m) =

{
λm

(m− 1)!
xm−1 exp {−λx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

15.28. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðîìåæóòêå:

1) [θ − 1, θ + 1]; 2) [θ, θ + 1]; 3) [θ − h0, θ + h0].

Íàéòè îöåíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà θ̂ íåñìåùåííîé, ñîñòî-

ÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.
15.29. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë

(ñì. òàáë. 22.10.1), ïîëó÷èòü 10 íåçàâèñèìûõ âûáîðîê îáú-
åìîì 12 èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñïðåäå-
ëåíèÿ (ñì. òàêæå çàäà÷ó 19.4). Îáîçíà÷èì èõ

ξk,1, ξk,2, . . . , ξk,12, k = 1, 2, . . . , 10.

Ïóñòü

ηk =
12∑
i=1

ξk,i − 6, k = 1, 2, . . . , 10.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü η1, η2, . . . , η10 ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç
íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîèòü
ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ F̂10(x). Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè N0;1(x) íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1). Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣N0;1(x)− F̂10(x)
∣∣∣ .

15.30.Èíòåðâàëû áåçîòêàçíîé ýêñïëóàòàöèè (÷àñû ìå-
æäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè îòêàçàìè) àïïàðàòóðû êîíäèöè-
îíèðîâàíèÿ âîçäóõà íà ñàìîëåòå �Áîèíã-720� ïðèâåäåíû
â òàáëèöå (÷èòàòü ïî ñòðîêàì):
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6 23 261 87 7 120 14 62 32 24
47 225 71 246 21 42 20 5 97 18
12 120 11 3 14 71 11 14 100 7
11 16 90 1 16 52 95 97 98 5
51 11 4 141 18 142 68 77 85 91
80 1 16 106 206 82 54 31 3 230
216 46 111 39 63 18 191 18 3 131
163 24 50 44 102 72 22 39 18 95
3 15 197 188 79 88 46 5 62 74
5 36 22 139 210 97 30 23 81 48

Íàéòè ýìïèðè÷åñêóþ îöåíêó ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-
íèÿ äëèòåëüíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû àïïàðàòóðû, åñëè
åå ïðîôèëàêòè÷åñêèé ðåìîíò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëå 100
÷àñîâ ýêñïëóàòàöèè.

15.31. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; ν, α) =

{
αν

Γ(ν)
xν−1 exp {−αx}, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0;

ν ≥ 0, α > 0 (f(x; ν, α) � ïëîòíîñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïàðàìåòðàìè (ν;α)).

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðîâ ν è α ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
15.32. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ

P (k; θ) =
1

1 + θ

(
θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, . . . , θ > 0.

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé,
ýôôåêòèâíîé îöåíêîé.

15.33. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
(ñì. òàáë. 22.10.1), ïîëó÷èòü âûáîðêó îáúåìîì 20 èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà (ñì. òàêæå ïðèìåð 19.1.1). Ïî ýòîé
âûáîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóí-
êöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x), n = 20. Ïîñòðîèòü ãðàôèê
ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà

A(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

2
πarcsin

√
x, åñëè x ∈ (0; 1];

1, åñëè x > 1.
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Âû÷èñëèòü
sup
x

∣∣∣A(x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

15.34. Íà îòðåçîê [0;1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó è ôèê-
ñèðóþò åå êîîðäèíàòó ξ. Ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí 20 ðàç.
Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî 20 çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ íàáëþäå-
íèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ: 0,33; 0,93; 0,62; 0,38; 0,65; 0,53;
0,31; 0,07; 0,61; 0,04; 0,70; 0,85; 0,83; 0,81; 0,40; 0,59; 0,93;
0,24; 0,55; 0,17.

Îöåíèòü ïî âûáîðêå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïëî-
ùàäè êðóãà, ðàäèóñ êîòîðîãî ðàâåí áîëüøåé ÷àñòè îòðåç-
êà [0;1] ïðè åãî äåëåíèè òî÷êîé ξ.

15.35. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó � ÷èñ-
ëî íåóäà÷ äî ïîÿâëåíèÿ r-ãî óñïåõà â íåîãðàíè÷åííîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ óñïåõà p â îäíîì èñïûòàíèè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
èìååò ðàñïðåäåëåíèå

P{ξ = k} = Cr−1
r−1+k p

r(1− p)k, k = 0, 1, . . .

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò îòðèöàòåëüíûì áèíîìèàëü-
íûì ñ ïàðàìåòðàìè (r; p) èëè ðàñïðåäåëåíèåì Ïàñêàëÿ.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç îòðèöàòåëüíîãî áè-
íîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (r; p), r � èç-
âåñòíî. Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà p ìåòîäîì ìîìåíòîâ.

Óê à ç à í è å. Îáùåå êîëè÷åñòâî íåóäà÷ äî r-ãî óñïåõà
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

ξ = η1 + η2 + . . .+ ηr,

ãäå η1, η2, . . . , ηr � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæ-
äàÿ èç êîòîðûõ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïà-
ðàìåòðîì p.

15.36. Ñ öåëüþ îöåíèòü êîëè÷åñòâî N ðûá â îçåðå,
âûëîâèëè K ðûá, ïîìåòèëè èõ è âûïóñòèëè â îçåðî. ×å-
ðåç íåêîòîðîå âðåìÿ â îçåðå âûëîâèëè n ðûá. Ïðè ýòîì
k èç íèõ îêàçàëèñü ïîìå÷åííûìè.

Êàêîå íàèáîëåå âåðîÿòíîå êîëè÷åñòâî ðûá â îçåðå?
Óê à ç à í è å. Çàäà÷ó ðåøèòü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êî-

ëè÷åñòâîN ðûá â îçåðå áîëüøîå ïî ñðàâíåíèþ ñ n. Â ýòîì
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ïðåäïîëîæåíèè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ � êîëè÷åñòâî ìå-
÷åíûõ ðûá ñðåäè n âûëîâëåííûõ � ìîæíî ñ÷èòàòü áèíî-
ìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé.

15.37. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëå-
äîâàòåëüíîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû ÷åòûðå ðàçà è ðåãè-
ñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûïàäåíèå ãåð-
áà (Ã) îáîçíà÷àåòñÿ åäèíèöåé, ðåøêè (Ð) � íóëåì. Ñêà-
æåì, ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ÃÐÐÃ, ÐÃÐÃ, è ò. ä., ðå-
ãèñòðèðóþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî êàê 1001, 0101, è ò. ä. Ïî-
ëó÷åííûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì èç íóëåé è åäèíèö ñòà-
âÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà [0;1], êîòîðûå
â äâîè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü òàê:
0,1001; 0,0101; è ò. ä., ò. å. 0,1001 � ýòî çàïèñü â äâîè÷íîé
ñèñòåìå ÷èñëà

1 · 1

2
+ 0 · 1

22
+ 0 · 1

23
+ 1 · 1

24
=

9

16
,

à 0,0101 � ÷èñëà

0 · 1

2
+ 1 · 1

22
+ 0 · 1

23
+ 1 · 1

24
=

5

16
.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí 16 ðàç. Ïîëó÷åíî 16 ÷èñåë. Èõ
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âûáîðêó èç íåêîòîðîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè
ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x) (n = 16).
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè F (x) ðàâíîìåðíîãî íà îòðåç-
êå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

15.38. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
(ñì. òàáë. 22.10.1), îöåíèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà

1∫
0

arctg x

x
dx = G.

Óêà ç à í è å. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
ïîëó÷èòü âûáîðêó èç ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0; 1] ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 15.1.1.
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Çíà÷åíèå G = 0, 915965 . . . èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì
�ïîñòîÿííîé Êàòàëàíà�.

15.39. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, b) =

 1
a exp

{
−1
a(x− b)

}
, åñëè x > b;

0, åñëè x ≤ b.

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
15.40. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a, b) =

{
1

b− a, åñëè x ∈ [a; b];

0, åñëè x 6∈ [a; b].

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ a è b ìåòîäîì ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ â è b̂ ïàðàìåòðîâ a è b èõ íåñìåùåííûìè îöåí-
êàìè? Ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè?

15.41. Âðåìÿ, ïîêàçûâàåìîå îñòàíîâèâøèìèñÿ ìåõà-
íè÷åñêèìè ÷àñàìè, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíîé, ðàñïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [0;12].

Íèæå ïðèâåäåíû ïîêàçàíèÿ 14 ÷àñîâ â âèòðèíå ÷àñî-
âîãî ìàãàçèíà: 9 ÷ 18 ìèí; 8 ÷ 35 ìèí; 10 ÷ 45 ìèí; 11 ÷
30 ìèí; 3 ÷ 06 ìèí; 7 ÷ 50 ìèí; 4 ÷ 22 ìèí; 10 ÷ 12 ìèí; 7 ÷
47 ìèí; 4 ÷ 28 ìèí; 11 ÷ 16 ìèí; 7 ÷ 08 ìèí; 5 ÷ 53 ìèí;
8 ÷ 00 ìèí. Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëè-
çàöèè ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x). Ïî-
ñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè F (x) ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå
[0;12] ðàñïðåäåëåíèÿ. Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

15.42. Íà îòðåçîê [0;1] íàóäà÷ó áðîñàþò òî÷êó è ôèê-
ñèðóþò åå êîîðäèíàòó ξ. Ýêñïåðèìåíò ïðîâåäåí 10 ðàç.
Ïðè ýòîì ïîëó÷åíî 10 çíà÷åíèé íåçàâèñèìûõ íàáëþäå-
íèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ: 0,33; 0,93; 0,62; 0,38; 0,65; 0,53;
0,81; 0,07; 0,61; 0,04.
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Îöåíèòü ïî âûáîðêå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïëî-
ùàäè êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé, ðàâíîé ìåíüøåé ÷àñòè îò-
ðåçêà [0;1] ïðè åãî äåëåíèè òî÷êîé ξ.

15.43. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P (k;m) = Ckmp
k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,

m èçâåñòíî.
Íàéòè îöåíêó p̂ ïàðàìåòðà p ìåòîäîì ìîìåíòîâ. Âûÿñ-

íèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêa p̂ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé
è ýôôåêòèâíîé îöåíêîé p.

15.44. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, h) =

{
1

2h
, åñëè x ∈ [θ − h; θ + h];

0, åñëè x 6∈ [θ − h; θ + h]

(f(x; θ, h) � ïëîòíîñòü ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [θ−h, θ+ h]
ðàñïðåäåëåíèÿ).

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ è h ìåòîäîì ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ θ̂ è ĥ ïàðàìåòðîâ θ è h íåñìåùåííûìè îöåí-
êàìè? Ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè?

15.45. Èìååì âûáîðêó: 0,04; 1,95; 0,38; 0,20; 0,24; 1,14;
0,10; 1,96; 1,00; 0,07 èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; a) =

 1
a exp

{
−xa

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Ïî ýòîé âûáîðêå ïîñòðîèòü ãðàôèê ðåàëèçàöèè ýìïè-
ðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n(x). Ïîñòðîèòü ãðà-
ôèê ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) ñ ïàðà-
ìåòðîì 1. Âû÷èñëèòü

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ .
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15.46.Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì. òàáë.
22.10.1), îöåíèòü çíà÷åíèå èíòåãðàëà

∞∫
0

cosβx

α2 + x2
dx,

åñëè α = 1, β = 1.
Ó ê à ç à í è å 1. Ñäåëàòü â èíòåãðàëå çàìåíó

y =
2

π
arctgx.

Óêà ç à í è å 2. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
ïîëó÷èòü âûáîðêó èç ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [0;1] ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 15.1.1.

15.47. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, h) =

{
1

2
√

3h
, åñëè x ∈ [θ −

√
3h; θ +

√
3h];

0, åñëè x 6∈ [θ −
√

3h; θ +
√

3h].

Íàéòè îöåíêè θ̂ è ĥ ïàðàìåòðîâ θ è h ìåòîäîì ìîìåí-
òîâ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè θ̂ è ĥ íåñìåùåííûìè, ñîñòîÿ-
òåëüíûìè îöåíêàìè ïàðàìåòðîâ θ è h ñîîòâåòñòâåííî.

15.48. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;µ, σ2) =

 1√
2πσ2x

exp

{
−(lnx− µ)2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0,

ïàðàìåòð σ > 0 (f(x;µ, σ2) � ïëîòíîñòü ëîãàðèôìè÷åñêè
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ µ è σ2 ìåòîäîì ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
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15.49. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ

P (k; θ) = Cr−1
r−1+k (1/θ)r (1− 1/θ)k, k = 0, 1, . . . ,

r èçâåñòíî (ñì. òàêæå çàäà÷ó 15.35).
Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà θ åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé,
ýôôåêòèâíîé îöåíêîé.

15.50. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; b) =

{
1

b− a0
, åñëè x ∈ [a0; b];

0, åñëè x 6∈ [a0; b].

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà b ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà b åãî íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé
îöåíêîé.

15.51. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ïóàññîíà

P (k;λ) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . .

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà λ ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà λ åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé,
ýôôåêòèâíîé îöåíêîé.

15.52. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ

P (k; θ) = Cr−1
r−1+k

(
1

1 + θ

)r( θ

1 + θ

)k
, k = 0, 1, . . . ;

ïàðàìåòð θ > 0, r èçâåñòíî.
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Íàéòè îöåíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè θ̂ íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëü-

íîé, ýôôåêòèâíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.
Ó ê à ç à í è å. Ñì. çàäà÷ó 14.2.
15.53. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç áèíîìèàëüíî-

ãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P (k;m) = Ckmp
k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,

m èçâåñòíî.
Îöåíèòü ïàðàìåòð p ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-

ïîäîáèÿ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé
è ýôôåêòèâíîé îöåíêîé.

15.54. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ) =

 x
θ2 exp

{
− x2

2θ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

Íàéòè îöåíêó θ̂ ïàðàìåòðà θ ìåòîäîì ìîìåíòîâ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè θ̂ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëü-

íîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ.
15.55. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x; θ, λ) =

{
θλθ

xθ+1 , åñëè x > λ;

0, åñëè x ≤ λ,

ïàðàìåòð θ > 1, ïàðàìåòð λ > 0 (f(x; θ, λ) � ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî).

Íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ è λ ìåòîäîì ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

15.56. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x;σ2) =


√

2
πσ2 exp

{
− x2

2σ2

}
, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0
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(f(x;σ2) � ïëîòíîñòü ïîëóíîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ).
Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà θ = σ2 ìåòîäîì ìàêñèìàëü-

íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.
Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà σ2 åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé
è ýôôåêòèâíîé îöåíêîé.

15.57. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëå-
íèÿ ó

Q(x) = px(1− p)1−x, x = 0; 1, p ∈ (0; 1).

Íàéòè îöåíêó ïàðàìåòðà p ìåòîäîì ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ.

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-
äîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p åãî íåñìåùåííîé, ñîñòîÿòåëüíîé,
ýôôåêòèâíîé îöåíêîé.

15.58. ×àñòîòà p̂ = µ/n ñîáûòèÿ A â ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ýêñïåðèìåíòîâ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëü-
íîé îöåíêîé åãî âåðîÿòíîñòè p = P (A).

Âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè ÷àñòîòà p̂ = µ/n ýôôåêòèâíîé
îöåíêîé p.



Ãëàâà 16

Çàäà÷à ïðîâåðêè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

16.1 Êðèòåðèé,
ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ

Çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. ×àñòî
çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ôîðìóëèðóþò â ñëå-
äóþùåì âèäå. Èìååòñÿ ðåçóëüòàò ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ñîñòîÿùåãî â
íàáëþäåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñî
çíà÷åíèÿìè â Rn. Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), èëè, ÷òî òî æå, âûáîð-
êè, â ëó÷øåì ñëó÷àå èçâåñòíî ëèøü òî, ÷òî îíî ïðèíàä-
ëåæèò íåêîòîðîìó êëàññó ðàñïðåäåëåíèé P. Äàëåå êëàññ
P áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòðè÷åñêèì:

P = {Pθ; θ ∈ Θ ⊂ Rs}.

Ïî çíà÷åíèþ ξ(ω), ïðèíÿòîìó ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ,
íåîáõîäèìî âûáðàòü åå ðàñïðåäåëåíèå èç êëàññà P.

Áóäåì ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èç êëàññà P
âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûáå-
ðåì íåêîòîðîå ðàñïðåäåëåíèå G � �êàíäèäàòóðó� íà ðàñ-
ïðåäåëåíèå ξ. Äðóãèìè ñëîâàìè, îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûäâèãàåì ãèïîòåçó (ïðåä-
ïîëîæåíèå): ðàñïðåäåëåíèåì ξ ÿâëÿåòñÿ G. Çàòåì ïðîâî-
äèì ýêñïåðèìåíò � ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ ξ(ω) ñëó÷àéíîé
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âåëè÷èíû ξ è ïî çíà÷åíèþ ξ(ω), ïðèíÿòîìó ξ, äåëàåì çà-
êëþ÷åíèå: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò èìåòü ñâîèì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì G èëè G íå ìîæåò áûòü ðàñïðåäåëåíèåì ξ.
Ïðè ýòîì áóäåì ïîñòóïàòü òàê, êàê â ñâîå âðåìÿ Ñîêðàò,
êîãäà õîòåë îïðîâåðãíóòü óòâåðæäåíèå ñâîåãî îïïîíåí-
òà. À èìåííî, åñëè ãèïîòåçà: G ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì
ξ � ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòàòó ýêñïåðèìåíòà, òî åå ñëåäóåò
îòêëîíèòü (G íå ìîæåò áûòü ðàñïðåäåëåíèåì ξ), â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå � ãèïîòåçó íå îòêëîíÿåì (G ìîæåò áûòü
ðàñïðåäåëåíèåì ξ).

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì ïðî-
âåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Ñîãëàøåíèÿ è îïðåäåëåíèÿ. Â òåîðèè ïðîâåðêè
ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ïðèíÿòû òàêèå îïðåäåëåíèÿ è ñî-
ãëàøåíèÿ.

Ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêèìè.

Âûáîð ðàñïðåäåëåíèÿ (èëè êëàññà ðàñïðåäåëåíèé) èç
ñîâîêóïíîñòè P áóäåì íàçûâàòü âûáîðîì îñíîâíîé (íó-
ëåâîé) ãèïîòåçû îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ ñî çíà÷åíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå Rn. Ïîñëå âû-
áîðà íóëåâîé ãèïîòåçû âûáèðàþò ãèïîòåçó àëüòåðíàòèâ-
íóþ ê íóëåâîé (èç ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ àëüòåðíàòèâ-
íûõ ãèïîòåç). Àëüòåðíàòèâíàÿ (êîíêóðèðóþùàÿ) ê H0
ãèïîòåçà � ýòî ãèïîòåçà, â ïîëüçó êîòîðîé îòêëîíÿþò H0
(åñëèH0 îòêëîíÿþò). Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ-
íûõ ãèïîòåç, êàê ïðàâèëî, áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðàìåò-
ðè÷åñêîå ñåìåéñòâî, îáîçíà÷àÿ åãî ÷åðåç Hθ, θ ∈ Θ.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå áè-
íîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà θ êîòîðîé íåèç-
âåñòíà, íåçàâèñèìûì îáðàçîì áðîñàþò n ðàç. ×èñëî âû-
ïàâøèõ ãåðáîâ îêàçàëîñü ðàâíûì ξ. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü,
÷òî ìîíåòà ñèììåòðè÷íà?

Ñôîðìóëèðóåì ýòó çàäà÷ó â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæåò áûòü
ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå èç êëàññà P = {Pθ, θ ∈ (0, 1)}, ãäå

Pθ(k) = Cknθ
k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n.

Ïîñêîëüêó ìû èíòåðåñóåìñÿ ñèììåòðè÷íîñòüþ ìîíåòû,
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òî â êà÷åñòâå êàíäèäàòóðû íà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ èç ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé P âûáåðåì ðàñ-
ïðåäåëåíèå P0,5(k), k = 0, 1, . . . , n. Òåì ñàìûì âûáðàíà
íóëåâàÿ ãèïîòåçà (H0: ðàñïðåäåëåíèåì ξ ÿâëÿåòñÿ P0,5(k),
k = 0, 1, . . . , n). Êîíêóðèðóþùèìè ê H0 ÿâëÿþòñÿ ãèïî-
òåçû Hθ: ðàñïðåäåëåíèåì ξ åñòü Pθ(k), k = 0, 1, . . . , n,
θ ∈ (0, 1), θ 6= 0, 5.

Îòâåò íà âîïðîñ î ñèììåòðè÷íîñòè ìîíåòû ñâîäèòñÿ
ê ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0.

Ãèïîòåçà îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîòîðàÿ îäíî-
çíà÷íî åãî îïðåäåëÿåò, íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé; åñëè ãèïîòå-
çà íå îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå îäíîçíà÷íî, îíà íàçûâà-
åòñÿ ñëîæíîé.

Íàïðèìåð, ãèïîòåçà H0: ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò
ðàñïðåäåëåíèå

Pθ0(k) = Cknθ0
k(1− θ0)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

ãäå θ0 � ôèêñèðîâàíî, ïðîñòàÿ. Ãèïîòåçà H: ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà ξ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Pθ(k) = Cknθ
k(1− θ)n−k, k = 0, 1, . . . , n,

ãäå θ ∈ (0; 1/2), ñëîæíàÿ.
Ôîðìóëèðóÿ çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-

òåç, â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû (äëÿ íàãëÿäíîñòè è ïðî-
ñòîòû) ìû ðàññìîòðåëè ïðîñòóþ ãèïîòåçó: ðàñïðåäåëåíè-
åì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ G, ãäå G � ïîëíîñòüþ
îïðåäåëåííîå ðàñïðåäåëåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà íå äàåò ðå-
êîìåíäàöèé îòíîñèòåëüíî âûáîðà íóëåâîé ãèïîòåçû, ýòîò
âûáîð îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé è èññëåäîâàòå-
ëåì.

Êðèòåðèé. Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷å-
íèÿìè â Rn. Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: ðàñïðå-
äåëåíèåì ξ ÿâëÿåòñÿ G; àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà: G íå
ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ξ.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0, ò. å. ñäåëàòü âû-
âîä: G ìîæåò áûòü ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ξ (áóäåì ãîâîðèòü �ãèïîòåçàH0 íå îòêëîíÿåòñÿ�) èëèG
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íå ìîæåò áûòü ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(áóäåì ãîâîðèòü �ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ�).

Ñîãëàñíî íàøåìó îáùåìó ïîäõîäó, ïðîâîäèì ñòîõà-
ñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò � ïîëó÷àåì ðåàëèçàöèþ ξ(ω) =
= (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (âûáîðêó)
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn). Äàëåå, åñëè ãèïîòåçà H0 ïðîòèâîðå÷èò
ðåçóëüòàòó ýêñïåðèìåíòà, åå îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå � íå îòêëîíÿåì (îòìåòèì, ÷òî êðîìå ðåàëèçàöèè ξ(ω)
âûáîðêè ξ, ìû íå èìååì íè÷åãî, ÷òî áû íåñëî èíôîðìà-
öèþ î ðàñïðåäåëåíèè ξ).

×òîáû ïî ðåçóëüòàòó ýêñïåðèìåíòà ìîæíî áûëî âû-
íîñèòü çàêëþ÷åíèå îá îòêëîíåíèè èëè íåîòêëîíåíèè ãè-
ïîòåçû H0, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü (çàäàòü) ìíîæåñòâî
òåõ èñõîäîâ ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) ýêñïåðèìåíòà,
êîòîðûì ãèïîòåçà ïðîòèâîðå÷èò. Ïóñòü S ⊂ Rn � ìíîæå-
ñòâî òàêèõ èñõîäîâ. Äàëåå ïðîâîäèì ýêñïåðèìåíò. Åñëè
ïðè ýòîì åãî èñõîä ξ(ω) îêàçàëñÿ ñðåäè èñõîäîâ èç ìíîæå-
ñòâà S (êîòîðûì ãèïîòåçà H0 ïðîòèâîðå÷èò) � ãèïîòåçó
H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Îïð å ä å ë å í è å. Áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî S âûáîðî÷-
íîãî ïðîñòðàíñòâà Rn òàêîå, ÷òî ïðè ξ ∈ S ãèïîòåçà H0
îòêëîíÿåòñÿ, à ïðè ξ 6∈ S � íå îòêëîíÿåòñÿ, áóäåì íàçû-
âàòü êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì (êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ)
èëè êðèòåðèåì äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0.

Äàëåå, åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò çàäà÷à (ýòî îñíîâíàÿ
çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç): êàê âûáðàòü
êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S ⊂ Rn äëÿ ïðîâåðêè äàííîé ãè-
ïîòåçû (áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ S â ïðîñòðàíñòâå Rn ìíî-
ãî è ÿñíî, ÷òî íå âñå îíè îäèíàêîâî õîðîøè êàê êðèòåðèè
äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0).

×òîáû óêàçàòü ïóòè ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûå îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî
ðîäà è âåðîÿòíîñòè ýòèõ îøèáîê.

Îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïóñòü H0 � íó-
ëåâàÿ ãèïîòåçà îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ξ, ξ(ω) � ðåàëèçàöèÿ ξ, S � áîðåëåâñêîå ìíî-
æåñòâî â ïðîñòðàíñòâå Rn. Áóäåì ïðîâåðÿòü H0, ïîëüçó-
ÿñü ìíîæåñòâîì S êàê êðèòè÷åñêèì, à èìåííî, åñëè èñõîä
ξ(ω) ýêñïåðèìåíòà ïîïàäàåò â S, òî ãèïîòåçó H0 îòêëî-
íÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.
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Ïðè ýòîì âîçìîæíû òàêèå ñèòóàöèè: ãèïîòåçà H0 âåð-
íà èëè íåâåðíà, ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
ïîïàëà â S èëè íåò. Ðàññìîòðèì èõ ïîäðîáíåå.

1◦ Ãèïîòåçà H0 âåðíà. Ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) íå ïîïàëà â S,
ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ S ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì.

2◦ Ãèïîòåçà H0 íåâåðíà. Ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) íå ïîïàëà
â S; è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ S ãèïîòåçó H0
íå îòêëîíÿåì.

3◦ Ãèïîòåçà H0 âåðíà. Ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) ïîïàëà â S,
è ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ S ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì.

4◦ Ãèïîòåçà H0 íåâåðíà. Ðåàëèçàöèÿ ξ(ω) ïîïàëà â
S, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî êðèòåðèþ S ãèïîòåçó H0
îòêëîíÿåì.

Èç ÷åòûðåõ ñèòóàöèé äâå (1◦ è 4◦) óäîâëåòâîðèòåëü-
íû, à îñòàëüíûå (2◦ è 3◦) � íåóäîâëåòâîðèòåëüíû. Â ñè-
òóàöèÿõ 2◦ è 3◦ ìû ãîâîðèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå èñïîëüçî-
âàíèÿ êðèòåðèÿ S äîïóñêàåòñÿ îøèáêà. Ïðè ýòîì îøèá-
êè â ñèòóàöèè 2◦ (ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ, êîãäà îíà
íåâåðíà) è â ñèòóàöèè 3◦ (ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ, êîãäà
îíà âåðíà) êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íû.

Ïðîèëëþñòðèðóåì îòëè÷èå ìåæäó îøèáêàìè â ñèòó-
àöèÿõ 2◦ è 3◦ íà ïðèìåðå ïðîâåðêè ìåäèöèíñêîãî ïðåïà-
ðàòà íà òîêñè÷íîñòü áèîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Èññëåäóÿ ïðåïàðàò íà òîêñè÷íîñòü, îïðåäåëåííóþ åãî
äîçó ââîäÿò ïîäîïûòíûì æèâîòíûì (êðîëèêàì) è ðåãè-
ñòðèðóþò êîëè÷åñòâî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ (çàìåòèì, ÷òî
ýòî ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé). Íåîáõîäèìî
ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (êîëè÷åñòâó
ëåòàëüíûõ èñõîäîâ) ñäåëàòü âûâîä îòíîñèòåëüíî òîêñè÷-
íîñòè ïðåïàðàòà � �ïðåïàðàò òîêñè÷åí� èëè �ïðåïàðàò
íåòîêñè÷åí�. ßñíî, ÷òî êîãäà ÷èñëî ξ(ω) ëåòàëüíûõ èñ-
õîäîâ áîëüøîå, ïðåïàðàò ñëåäóåò êëàññèôèöèðîâàòü êàê
òîêñè÷íûé, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Çàäà÷ó èññëåäîâàíèÿ ïðåïàðàòà íà òîêñè÷íîñòü áèî-
ëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â òåðìè-
íàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. À èìåííî, îòíî-
ñèòåëüíî òîêñè÷íîñòè ïðåïàðàòà âûäâèãàþòñÿ ãèïîòåçû:
H0 � ïðåïàðàò òîêñè÷åí (àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1

� ïðåïàðàò íåòîêñè÷åí). Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòå-
çó H0, ò. å. îòêëîíèòü åå èëè íå îòêëîíèòü. Âûáîð ìåæ-
äó ýòèìè äåéñòâèÿìè îñóùåñòâëÿþò ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω)
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ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � êîëè÷åñòâó ëåòàëüíûõ èñõîäîâ:
åñëè ξ(ω) ∈ S = {x : x ≤ k}, òî ãèïîòåçó îòêëîíÿþò,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (S � êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0).

Êàê è â êàæäîé çàäà÷å ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç, â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å âîçìîæíû îøèáêè:

ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, íî ñîãëàñíî êðèòåðèþ îíà íå îò-
êëîíÿåòñÿ;

ãèïîòåçà H0 âåðíà, íî ñîãëàñíî êðèòåðèþ îíà îòêëî-
íÿåòñÿ.

Ïîñìîòðèì, êàêèå ïîñëåäñòâèÿ ýòèõ îøèáîê è êàêîâà
èõ �öåíà�.

1. Ïóñòü äîïóùåíà îøèáêà: ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, íî
ñîãëàñíî êðèòåðèþ íå îòêëîíÿåòñÿ. Óòâåðæäåíèå �ãèïî-
òåçà H0 íåâåðíà� â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å îáîçíà÷àåò,
÷òî ïðåïàðàò íåòîêñè÷íûé (íå ÿâëÿåòñÿ îïàñíûì äëÿ çäî-
ðîâüÿ ïàöèåíòîâ), à óòâåðæäåíèå �H0 íå îòêëîíÿåòñÿ�
îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðåïàðàò êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê òîêñè÷-
íûé. Òàêèì îáðàçîì, íåòîêñè÷íûé ïðåïàðàò ñîãëàñíî êðè-
òåðèþ êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê òîêñè÷íûé è âîçâðàùàåò-
ñÿ ïîñòàâùèêó (äëÿ ïåðåðàáîòêè èëè óíè÷òîæåíèÿ). Ïî-
ñëåäñòâèÿ îøèáêè òàêîãî ðîäà âûðàæàþòñÿ â ôèíàíñî-
âûõ óáûòêàõ, óâåëè÷åíèè ñòîèìîñòè ïðåïàðàòà (�öåíà�
îøèáêè � ôèíàíñîâûå ïîòåðè).

2. Ïóñòü äîïóùåíà îøèáêà: ãèïîòåçà H0 âåðíà, íî ñî-
ãëàñíî êðèòåðèþ îòêëîíÿåòñÿ. Óòâåðæäåíèå �ãèïîòåçàH0
âåðíà� îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðåïàðàò òîêñè÷åí (îïàñåí äëÿ
çäîðîâüÿ ïàöèåíòîâ). Óòâåðæäåíèå �ãèïîòåçà H0 îòêëî-
íÿåòñÿ� îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðåïàðàò êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê
íåòîêñè÷íûé (áåçîïàñíûé äëÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòîâ). Òà-
êèì îáðàçîì, òîêñè÷íûé ïðåïàðàò (îïàñíûé äëÿ çäîðî-
âüÿ ïàöèåíòîâ) ñîãëàñíî êðèòåðèþ êëàññèôèöèðóþò êàê
íåòîêñè÷íûé (áåçîïàñíûé äëÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòîâ) è îò-
ïðàâëÿþò â ïðîäàæó. Ïîñëåäñòâèÿ îøèáêè òàêîãî ðîäà
ìîãóò ïðèâåñòè ê ñìåðòè ïàöèåíòîâ, èñïîëüçóþùèõ ýòîò
ïðåïàðàò (�öåíà� îøèáêè � ëåòàëüíûé èñõîä äëÿ ïàöèåí-
òà).

Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî îïèñàííûå âûøå îøèá-
êè ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ ñâîåé �öåíîé�.
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Îïð å ä å ë å í è å. Îøèáêà, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî ãèïî-
òåçàH0 îòêëîíÿòñÿ, êîãäà îíà âåðíà, íàçûâàåòñÿ îøèáêîé
ïåðâîãî ðîäà.

Îøèáêà, ñîñòîÿùàÿ â òîì, ÷òî ãèïîòåçà H0 íå îòêëî-
íÿòñÿ, êîãäà îíà íåâåðíà, íàçûâàåòñÿ îøèáêîé âòîðîãî
ðîäà.

Î âûáîðå íóëåâîé ãèïîòåçû. Êàê óæå îòìå÷àëîñü,
íóëåâóþ ãèïîòåçó èç ñåìåéñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ãèïîòåç
ìû âûáèðàåì ñàìè. Ýòîò âûáîð òåñíî ñâÿçàí ñ îøèáêàìè,
êîòîðûå ìû äîïóñêàåì, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçû. (Îá îøèáêàõ,
ñâÿçàííûõ ñ ïðîâåðêîé ãèïîòåç, è ñîñòîÿùèõ â òîì, ÷òî
äàííóþ ãèïîòåçó Hθ (θ ∈ Θ) ìû îòêëîíÿåì, êîãäà îíà
âåðíà, ìîæíî ãîâîðèòü è íå âûáðàâ íóëåâóþ ãèïîòåçó.)
Êàê ïðàâèëî, â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòåçû âûáèðàåì òó,
äëÿ êîòîðîé âàæíåå èçáåæàòü îøèáêè, ñîñòîÿùåé â åå
îòêëîíåíèè, êîãäà îíà âåðíà.

Óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ, ôóíêöèÿ ìîù-
íîñòè êðèòåðèÿ.Ìîæíî ëè ïîñòðîèòü êðèòè÷åñêîå ìíî-
æåñòâî (êðèòåðèé) äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû, èñïîëüçîâà-
íèå êîòîðîãî íå ïðèâîäèëî áû ê îøèáêàì? Íåò, íåëü-
çÿ. Ïîñêîëüêó êàêèì áû íè áûëî êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî
S 6= ∅, çíà÷åíèå ξ(ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ (ðåçóëüòàòà
ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà) ìîæåò ïîïàñòü â S, êîãäà
ãèïîòåçà H0 âåðíà, ïðè ýòîì áóäåò äîïóùåíà îøèáêà ïåð-
âîãî ðîäà. Çíà÷åíèå ξ(ω) ìîæåò ïîïàñòü è â S, êîãäà H0

íåâåðíà (ïðè ýòîì áóäåò äîïóùåíà îøèáêà âòîðîãî ðîäà).
È ïîñêîëüêó ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0, êîòîðûé áû íå ïðèâîäèë ê îøèáêàì, íåâîçìîæíî â
ïðèíöèïå, ìû, åñòåñòâåííî, áóäåì ñòðåìèòüñÿ ñòðîèòü òà-
êèå êðèòåðèè, êîòîðûå áû ãàðàíòèðîâàëè ìèíèìàëüíóþ
÷àñòîòó îøèáîê ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè.

Ïóñòü H0 � îñíîâíàÿ ãèïîòåçà, H1 � êîíêóðèðóþùàÿ
(äëÿ íàãëÿäíîñòè ïðåäïîëîæèì, ÷òî H0 è H1 ïðîñòûå),
S � êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè H0. Ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì S,
ìû ìîæåì äîïóñòèòü îøèáêè äâóõ òèïîâ: H0 âåðíà, íî
ñîãëàñíî êðèòåðèþ S îòêëîíÿåòñÿ (îøèáêà ïåðâîãî ðî-
äà); H0 íåâåðíà, íî ñîãëàñíî êðèòåðèþ S íå îòêëîíÿåòñÿ
(îøèáêà âòîðîãî ðîäà). Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðî-
äà ðàâíà âåðîÿòíîñòè çíà÷åíèþ ξ ïîïàñòü â êðèòè÷åñêîå
ìíîæåñòâî S, êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà, ò. å. P{ξ ∈ S|H0}
(P{ξ ∈ S|H0} êîðîòêî áóäåì çàïèñûâàòü òàê: P (S|H0)).
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Âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà ðàâíà âåðîÿòíîñòè âû-
áîðî÷íîìó çíà÷åíèþ ïîïàñòü â ìíîæåñòâî S, êîãäà ãèïî-
òåçà H1 âåðíà, ò. å. P{ξ ∈ S|H1} (P{ξ ∈ S|H1} êîðîòêî
áóäåì çàïèñûâàòü òàê: P (S|H1)).

Çàìåòèì, ÷òî P{ξ ∈ S|H0} � ýòî âåðîÿòíîñòü ñîáû-
òèÿ {ξ ∈ S}, âû÷èñëåííàÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ãèïîòåçà
H0 âåðíà; îíà íå èìååò íè÷åãî îáùåãî ñ óñëîâíîé âåðîÿò-
íîñòüþ.

Âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà îäíîçíà÷-
íî îïðåäåëÿþòñÿ óêàçàíèåì êðèòè÷åñêîãî ìíîæåñòâà S.
Ïîýòîìó, âûáèðàÿ S, ñêàæåì, èç óñëîâèÿ, ÷òî âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà ìàëà, ìû îäíîâðåìåííî ïîëó÷àåì
âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ
âûáðàííûì êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì S è áóäåò òàêîé,
êàêîé ïîëó÷èòñÿ. Ìîæíî âûáðàòü S è èç óñëîâèÿ ìàëîñòè
âåðîÿòíîñòè îøèáêè âòîðîãî ðîäà, íî ïðè ýòîì âåðîÿò-
íîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âû-
áðàííûì ðàíåå ìíîæåñòâîì S. Ñëåäîâàòåëüíî, âûáðàòü
S òàê, ÷òîáû ìîæíî áûëî îäíîâðåìåííî êîíòðîëèðîâàòü
âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà, íåâîçìîæ-
íî. Ïîýòîìó áóäåì ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî-
ñêîëüêó âàæíåå èçáåæàòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà (åå �öåíà�
âûøå), íàøå ïåðâîå òðåáîâàíèå ê êðèòè÷åñêîìó ìíîæå-
ñòâó S áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îøèáêè
ïåðâîãî ðîäà P (S|H0) áûëà ìàëîé. (Ýòî îáîçíà÷àåò, ÷òî
èñïîëüçóÿ êðèòåðèé S â äëèííîé ñåðèè ýêñïåðèìåíòîâ,
âåðíóþ ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü èçðåäêà.) Ôîðìà-
ëèçóåì ýòî òðåáîâàíèå.

Ôèêñèðóåì ìàëîå α è âûáåðåì êðèòè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî S òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà íå
ïðåâîñõîäèëà α:

P (S|H0) ≤ α.

Åñëè ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿåò íå îäíî ìíî-
æåñòâî S, òî îêîí÷àòåëüíî êðèòåðèé âûáèðàåì òàê, ÷òî-
áû âåðîÿòíîñòü P (S|H1) îòêëîíåíèÿ íåâåðíîé ãèïîòåçû
H0 áûëà ìàêñèìàëüíîé. Äëÿ ýòîãî ìíîæåñòâî S âûáèðà-
åì �ïîøèðå�.

Îïð å ä å ë å í è å. ×èñëî α, îãðàíè÷èâàþùåå ñâåðõó âå-
ðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà, íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà-
÷èìîñòè.
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Åñëè êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ

P (S|H0) ≤ α,
òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S ñîîòâåòñòâóåò óðîâíþ çíà÷èìî-
ñòè α.

Î ï ð å ä å ë å í è å. Âåðîÿòíîñòü P (S|H1) îòêëîíèòü îñ-
íîâíóþ ãèïîòåçó, êîãäà âåðíà àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçàH1,
íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ êðèòåðèÿ S.

Åñëè àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà ñëîæíàÿ, ïðè÷åì êîãäà
îíà âåðíà, âåðíà îäíà èç ïðîñòûõ ãèïîòåç Hθ, θ ∈ Θ , òî
äëÿ êàæäîãî θ ∈ Θ ìîæíî âû÷èñëèòü P (S|Hθ).

Î ï ð å ä å ë å í è å. Ôóíêöèÿ

β(θ) = P (S|Hθ), θ ∈ Θ ,

ïðè êàæäîì θ ∈ Θ ðàâíàÿ âåðîÿòíîñòè îòêëîíèòü îñ-
íîâíóþ ãèïîòåçó H0, åñëè âåðíà ãèïîòåçà Hθ, íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèåé ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

Ç àì å ÷ à í è å. Âîïðîñ î òîì, êàêèì äîëæåí áûòü óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè, íå ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé çàäà÷åé.
Îáû÷íî óðîâåíü çíà÷èìîñòè ïîëàãàþò ðàâíûì 0,10; 0,05;
0,01; 0,001. ×åì ñåðüåçíåå ïîñëåäñòâèÿ îøèáêè ïåðâîãî
ðîäà, òåì ìåíüøå äîëæåí áûòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè.

Ïðèì å ð 16.1.1 (âûáîðî÷íûé êîíòðîëü). Ïðåäíàçíà-
÷åííàÿ äëÿ ïðîäàæè ïàðòèÿ èçäåëèé â êîëè÷åñòâå N =
10 000 øòóê ïðîõîäèò âûáîðî÷íûé êîíòðîëü íà êà÷å-
ñòâî. Ïîñòàâùèê óâåðåí, ÷òî äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé
ðàâíà 1 % (èëè ìåíüøå), è õî÷åò, ÷òîáû âñÿêèé ðàç, êî-
ãäà äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé ñîñòàâëÿåò 1 %, âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî ïàðòèÿ âûäåðæèâàåò êîíòðîëü, áûëà
ðàâíà 0,9. Ïîêóïàòåëü ñ÷èòàåò, ÷òî ïàðòèþ öåëåñîîá-
ðàçíî çàêóïèòü äàæå â òîì ñëó÷àå, åñëè äîëÿ äåôåêòíûõ
èçäåëèé áóäåò áîëüøå 1 %, íî 6 % äåôåêòíûõ èçäåëèé
îí ñ÷èòàåò ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé äîëåé è õî÷åò, ÷òî-
áû êîíòðîëü îáíàðóæèâàë ïàðòèè ñ 6 %-ì ñîäåðæàíèåì
äåôåêòíûõ èçäåëèé ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95. Ïîñòàâùèê è
ïîêóïàòåëü äîãîâîðèëèñü îñóùåñòâëÿòü êîíòðîëü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: èç ïàðòèè â 10 000 èçäåëèé èçâëåêà-
þò ñëó÷àéíóþ âûáîðêó îáúåìîì n; åñëè ïðè ýòîì êî-
ëè÷åñòâî ξ(ω) äåôåêòíûõ èçäåëèé â âûáîðêå îêàæåòñÿ
ìàëûì (ìåíüøå íåêîòîðîãî l), òî ïàðòèÿ âûäåðæèâàåò
êîíòðîëü è çàêóïàåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.
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Êàêèì äîëæåí áûòü îáúåì n âûáîðêè èç ïàðòèè èç-
äåëèé è çíà÷åíèå l?

Îòâåòèòü íà ýòè âîïðîñû, ñôîðìóëèðîâàâ è ðåøèâ
ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñ-
êèõ ãèïîòåç.

Ðåøåíè å. Ðåøåíèå î çàêóïêå èëè îòêëîíåíèè ïàð-
òèè èçäåëèé áóäåì ïðèíèìàòü ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � êîëè÷åñòâó äåôåêòíûõ èçäåëèé èç
n âûáðàííûõ.

Èçäåëèÿ â âûáîðêó îáúåìîì n èçâëåêàþò ïîñëåäîâà-
òåëüíî. Ïîñêîëüêó îáúåì N ïàðòèè áîëüøîé (N = 10 000
èçäåëèé), à n ïî îòíîøåíèþ ê N ìàëî, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; p):

P{ξ = k} = Pp(k) = Cknp
k(1− p)n−k, k = 0, 1, . . . , n

(ïàðàìåòð p � âåðîÿòíîñòü âûáîðà äåôåêòíîãî èçäåëèÿ
� íåèçâåñòåí). Äðóãèìè ñëîâàìè, ñåìåéñòâîì âîçìîæíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ÿâëÿåòñÿ

P = {Pp : p ∈ (0; 1)}.
Îòìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå èç ñåìåéñòâà P îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà p è íàîáîðîò.

Ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íåîáõîäè-
ìî ñäåëàòü çàêëþ÷åíèå î ðàñïðåäåëåíèè ξ èëè, ÷òî òî
æå, î çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p. Ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ òà-
êèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà p: p1 = 0, 01 è p2 = 0,06 (èì
ñîîòâåòñòâóåò 1 %-é è 6 %-å ñîäåðæàíèå äåôåêòíûõ èçäå-
ëèé â ïàðòèè).

Ñîãëàñíî èçëîæåííîé ìåòîäèêå èç ñåìåéñòâà âîçìîæ-
íûõ ãèïîòåç P = {Pp, p ∈ (0; 1)} íåîáõîäèìî âûáðàòü íó-
ëåâóþ, à çàòåì ïðîâåðèòü åå.

Ïîñêîëüêó ìåæäó ïîêóïàòåëåì è ïîñòàâùèêîì ñóùåñò-
âóåò ñîãëàøåíèå: �åñëè êîëè÷åñòâî ξ(ω) äåôåêòíûõ èçäå-
ëèé â âûáîðêå ìàëî, ïàðòèÿ âûäåðæèâàåò êîíòðîëü è åå
çàêóïàþò, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò�, òî â êà÷åñòâå íóëå-
âîé âûáèðàåì ãèïîòåçó �ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; 0, 06)� (àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà
Pp ∈ {Pp : p ∈ (0; 0, 06)}). Íåîòêëîíåíèå íóëåâîé ãèïîòå-
çû îáîçíà÷àåò êëàññèôèêàöèþ ïàðòèè êàê òàêîé, êîòî-
ðàÿ ñîäåðæèò 6 % (èëè áîëüøå) äåôåêòíûõ èçäåëèé, ñ
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ïîñëåäóþùèì îòêàçîì â çàêóïêå ïàðòèè. (Åñëè ïðè ýòîì
êàêàÿ-òî èç ïàðòèé ñ ìàëûì ïðîöåíòîì äåôåêòíûõ èçäå-
ëèé áóäåò çàáðàêîâàíà, òî ýòî óæå ïðîáëåìà ïîñòàâùè-
êà.) Îòêëîíåíèå íóëåâîé ãèïîòåçû â ïîëüçó àëüòåðíàòè-
âû Pp ∈ {Pp : p ∈ (0; 0, 06)} îáîçíà÷àåò êëàññèôèêàöèþ
ïàðòèè êàê òàêîé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìåíüøå 6 % äåôåêò-
íûõ èçäåëèé, è ïîñëåäóþùóþ çàêóïêó ïàðòèè. (Åñëè ïðè
ýòîì êàêàÿ-òî èç ïàðòèé ñ áîëüøèì ïðîöåíòîì äåôåêò-
íûõ èçäåëèé íå áóäåò çàáðàêîâàíà, è ñëåäîâàòåëüíî, áó-
äåò çàêóïëåíà, ïîêóïàòåëü, ðàçóìååòñÿ, ïîíåñåò óáûòêè.)

Äëÿ ïðîâåðêèH0 â êà÷åñòâå êðèòè÷åñêîãî åñòåñòâåííî
âûáðàòü ìíîæåñòâî âèäà S = {k : k ≤ l}. Ýòî ìíîæåñòâî
îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì l è îáúåìîì âûáîðêè n.

Ïî äîãîâîðåííîñòè ìåæäó ïîêóïàòåëåì è ïîñòàâùè-
êîì ìíîæåñòâî S = {k : k ≤ l}, à ôàêòè÷åñêè ÷èñëà n
è l, äîëæíû áûòü òàêèìè, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ïðèâåäåí-
íûå äàëåå óñëîâèÿ, à èìåííî: ïàðòèÿ ñ 6 %-ì ñîäåðæàíèåì
äåôåêòíûõ èçäåëèé äîëæíà îáíàðóæèâàòüñÿ ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 0, 95, ò. å.

P (S|H0) ≥ 0, 95,

èëè, ÷òî òî æå,

P (S|H0) = P{ξ ∈ S|H0} = P0{ξ ≤ l} =

=
l∑

k=0

Ckn(0,06)k(0,94)n−k ≤ α = 0,05.

(Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî � ôîðìàëèçîâàííàÿ çàïèñü òðå-
áîâàíèé ïîêóïàòåëÿ, ñîãëàñíî êîòîðûì ïàðòèè ñ 6 %-ì
ñîäåðæàíèåì áðàêà äîëæíû îáíàðóæèâàòüñÿ ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì 0,95.)

À çíà÷åíèå β(p) = P (S|Hp) ôóíêöèè ìîùíîñòè êðè-
òåðèÿ S â òî÷êå p = 0, 01 äîëæíî áûòü íå ìåíüøèì ÷åì
0, 9:

β(0, 01) = P (S|H0,01) = P{ξ ∈ S|H0,01} =

= P{ξ ≤ l|H0,01} =
l∑

k=0

Ckn(0,01)k(0,99)n−k ≥ 0,9.
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(Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëèçîâàííîé çà-
ïèñüþ ïîæåëàíèé ïîñòàâùèêà, ñîãëàñíî êîòîðûì ïàðòèè
ñ 1 %-ì ñîäåðæàíèåì áðàêà äîëæíû âûäåðæèâàòü êîí-
òðîëü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 0,9.)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûå n è l äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
ñîîòíîøåíèÿì

l∑
k=0

Ckn(0,06)k(0,94)n−k ≤ 0,05; (16.1.1)

l∑
k=0

Ckn(0,01)k(0,99)n−k ≥ 0,9. (16.1.2)

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå

Bn,p(m) = Cmn p
m(1− p)n−m, m = 0, 1, . . . , n,

ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ïóàññîíîâñêèì, ïîñêîëüêó ïà-
ðàìåòð p ìàëûé (âåðîÿòíîñòü p âûáîðà äåôåêòíîãî èçäå-
ëèÿ ìàëà), à n � îáúåì âûáîðêè � áîëüøîé. Îñíîâàíèåì
äëÿ ýòîãî ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Ïóàññîíà. Íàïîìíèì åå ñî-
äåðæàíèå.

Ïóñòü np → λ > 0, ïðè n → ∞. Òîãäà äëÿ êàæäîãî
ôèêñèðîâàííîãî m, m = 0, 1, . . . ,

lim
n→∞

Cmn p
m(1− p)n−m =

λm

m!
e−λ.

×òîáû ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè áèíîìèàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ïóàññîíîâñêèì áûëà íåçíà÷èòåëüíîé,
n äîëæíî áûòü íå ìåíüøå íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ (à ëó÷øå
ñîòåí), à ïðîèçâåäåíèå np äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðà-
âåíñòâàì

1 ≤ np ≤ 10.

Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ìû ñ ñàìîãî íà÷àëà â êà÷åñòâå ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ � êîëè÷åñòâà äåôåêò-
íûõ èçäåëèé â âûáîðêå � ìîãëè áû ðàññìàòðèâàòü ïóàñ-
ñîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå (ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü óñïåõà
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ìàëà, à êîëè÷åñòâî èñïûòàíèé áîëüøîå). Òàêèì îáðàçîì,
áóäåì èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî n è l äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâàì

l∑
k=0

λk0
k!
e−λ0 ≤ 0,05, λ0 = n0,06; (16.1.3)

l∑
k=0

λk1
k!
e−λ1 ≥ 0,90, λ1 = n0,01 (16.1.4)

(ñðàâíèòå ñ íåðàâåíñòâàìè (16.1.1) è (16.1.2)). Îïðåäåëÿÿ
n è l, ìû, åñòåñòâåííî, áóäåì ñòðåìèòüñÿ âûáðàòü n ïî
âîçìîæíîñòè ìåíüøèì.

Ïîñìîòðèì, ìîæíî ëè äëÿ n = 50 îïðåäåëèòü l òàê,
÷òîáû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ (16.1.3) è (16.1.4). Åñëè
íåò, âûáèðàåì n áîëüøèì, è òàê ïîñòóïàåì äî òåõ ïîð,
ïîêà íå íàéäåì n è l, êîòîðûå áóäóò óäîâëåòâîðÿòü íåðà-
âåíñòâàì (16.1.3) è (16.1.4).

Ïðè n = 50 èìååì λ0 = 50·0,06 = 3; λ1 = 50·0,01 = 0,5.
Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà (ñì. òàáë.
22.6.1), íàõîäèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (16.1.3) óäîâëåòâîðÿåò-
ñÿ ïðè l = 0, à (16.1.4) � ïðè l ≥ 1. Ïîýòîìó äëÿ n = 50
íå ñóùåñòâóåò l, êîòîðîå áû óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâàì
(16.1.3) è (16.1.4).

Ïðè n = 100 èìååì λ0 = 100 · 0,06 = 6; λ1 = 100 ×
×0,01 = 1. Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà
íàõîäèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (16.1.3) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, ïðè
l ≤ 1, à (16.1.4) � ïðè l ≥ 2. Ïîýòîìó äëÿ n = 100 íå ñóùå-
ñòâóåò l, êîòîðîå áû óäîâëåòâîðÿëî íåðàâåíñòâàì (16.1.3)
è (16.1.4).

Ïðè n = 150 èìååì λ0 = 150 · 0,06 = 9; λ1 = 150 ×
×0,01 = 1,5. Äëÿ òàêèõ λ0 è λ1 íåðàâåíñòâî (16.1.3) óäî-
âëåòâîðÿåòñÿ, ïðè l ≤ 4, à íåðàâåíñòâî (16.1.4) � ïðè
l ≥ 3. Ïîïûòàåìñÿ óìåíüøèòü n. Ïóñòü n = 130. Òîãäà
λ0 = 130 · 0,06 = 7,8; λ1 = 130 · 0,01 = 1,3; íåðàâåí-
ñòâî (16.1.3) óäîâëåòâîðÿåòñÿ, åñëè l ≤ 3, à íåðàâåíñòâî
(16.1.4) � åñëè l ≥ 3. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ n = 130 è
l = 3 îáà íåðàâåíñòâà (16.1.3) è (16.1.4)èìåþò ìåñòî. È
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ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìûì êðèòè÷åñêèì ìíîæåñòâîì (êðè-
òåðèåì) ÿâëÿåòñÿ

S = {k : k ≤ 3}.

Äëÿ ýòîãî êðèòåðèÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà

P (S|H0) = P0(S) =

3∑
k=0

λk0
k!
e−λ0 =

3∑
k=0

7,8k

k!
e−7,8 = 0,048.

Çíà÷åíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ β(p) = P (S|Hp) â
òî÷êå p = 0, 01:

β(0, 01) = P (S|H0,01) = P0,01(S) =

=

3∑
k=0

λk1
k!
e−λ1 =

3∑
k=0

1,3k

k!
e−1,3 = 0,957.

Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà, ðàâíàÿ 0,048, îáî-
çíà÷àåò ñëåäóþùåå. Èñïîëüçóÿ îïèñàííûé êðèòåðèé, íà
100 ïàðòèé èçäåëèé, ñîäåðæàùèõ 6 % áðàêà, îêîëî 5 ïàð-
òèé áóäóò êëàññèôèöèðîâàòüñÿ êàê ñîäåðæàùèå ìåíüøå
6 % áðàêà.

Çíà÷åíèå ìîùíîñòè êðèòåðèÿ P (S|H0,01) = 0,957 èí-
òåðïðåòèðóåòñÿ òàê: íà 100 ïàðòèé èçäåëèé ñ 1 %-ì ñî-
äåðæàíèåì áðàêà, îêîëî 96 ïàðòèé áóäóò êëàññèôèöèðî-
âàòüñÿ êàê ñîäåðæàùèå 1 % áðàêà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òàáë. 22.6.1.

16.2 Çàäà÷è

ÀÇ: 16.1, 16.15.
ÑÇ: 16.9, 16.11.

16.1 (î òåëåïàòàõ). Íåêîòîðûå ëþäè óòâåðæäàþò,
÷òî îíè ìîãóò ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè � ÿâëÿþòñÿ
òåëåïàòàìè. Ïðè ýòîì òåëåïàò íå ïðåòåíäóåò íà áåçîøè-
áî÷íîå ÷òåíèå ìûñëåé, íî óòâåðæäàåò, ÷òî èíîãäà îøèáà-
ÿñü, îí âñå-òàêè ÷àùå ÷èòàåò ìûñëè âåðíî, ÷åì íåâåðíî.
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Âàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷è-
òàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäëàãàåòñÿ
ïðîâåñòè òàêîé ýêñïåðèìåíò. Âû çàäóìûâàåòå íàóäà÷ó ÷èñ-
ëî (äëÿ ïðîñòîòû íóëü èëè åäèíèöó) è ôèêñèðóåòå åãî,
íàïðèìåð, íà áóìàãå. Òåëåïàò ÷èòàåò âàøó ìûñëü � çà-
äóìàííîå ÷èñëî è òàêæå ôèêñèðóåò åãî, è òàê n ðàç. Åñëè
òåëåïàò äåéñòâèòåëüíî ÷èòàåò âàøè ìûñëè, òî äîëÿ ïðà-
âèëüíî ïðî÷èòàííûõ íóëåé (íóëü ÷èòàåòñÿ êàê íóëü) è
åäèíèö (åäèíèöà ÷èòàåòñÿ êàê åäèíèöà), ò. å. äîëÿ óñïå-
õîâ (óñïåõ � ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûé ñèìâîë) áóäåò áîëü-
øîé.

Âû ïðåäëàãàåòå òåëåïàòó ïðî÷èòàòü n ñèìâîëîâ, ξ(ω)
èç íèõ áûëè ïðî÷èòàíû ïðàâèëüíî. Ñâèäåòåëüñòâóåò ëè
ýòî î ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè?

Ïðåäëîæèòå ïðàâèëî (êðèòåðèé), ñ ïîìîùüþ êîòîðî-
ãî ìîæíî îáíàðóæèòü ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñ-
ëè íà ðàññòîÿíèè.

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, à èìåííî:

ïðåäëîæèòü íóëåâóþ (îñíîâíóþ) è àëüòåðíàòèâíûå ãè-
ïîòåçû;

âûÿñíèòü, â ÷åì ñîñòîÿò îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî
ðîäà;

îïðåäåëèòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, íàáëþäàåìóþ â ýêñ-
ïåðèìåíòå (÷òî îçíà÷àþò âûäâèíóòûå ãèïîòåçû îòíîñè-
òåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?);

ïðåäëîæèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè íóëåâîé ãèïîòå-
çû;

âûáðàòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ, îáîñíîâàòü
ñâîé âûáîð;

âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà;
èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ

â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è îò n, ïîñòðîèòü
ãðàôèêè ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ;

äàòü ÷àñòîòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûõ ðåçóëü-
òàòîâ.

16.2. Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ìîíåòó íà ñèììåòðè÷-
íîñòü (îíà ìîæåò áûòü êàê ñèììåòðè÷íîé � âåðîÿòíîñòü
âûïàäåíèÿ ãåðáà ñîñòàâëÿåò 0,5, òàê è íåñèììåòðè÷íîé �
âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà îòëè÷íà îò 0,5; íåñèììåò-
ðè÷íàÿ è ñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòû âíåøíå íåðàçëè÷èìû).
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Ñ ýòîé öåëüþ ïîäáðàñûâàåì ìîíåòó n ðàç (n = 5, 10, . . .)
è ðåãèñòðèðóåì êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ ãåðáîâ.

Ïðåäëîæèòü ïðàâèëî (êðèòåðèé) äëÿ ïðîâåðêè ìîíå-
òû íà ñèììåòðè÷íîñòü.

Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ðàç íåîáõîäèìî ïîäáðîñèòü
ìîíåòó, ÷òîáû ñèììåòðè÷íàÿ ìîíåòà êëàññèôèöèðîâàëàñü
êàê íåñèììåòðè÷íàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå áîëüøåé ÷åì 0,1,
à íåñèììåòðè÷íàÿ, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà êîòîðîé
ðàâíà 0,8, îáíàðóæèâàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95?

Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Ïóñòü òåïåðü óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ÷èñëî n ïîäáðà-
ñûâàíèé ìîíåòû ìû ìîæåì âûáèðàòü ñàìè. Èññëåäîâàòü,
êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â çàâèñèìî-
ñòè îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è îò n, ïîñòðîèòü ãðàôèêè
ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.3 (äèàãíîñòèêà íà÷àëüíîé ôîðìû òóáåðêó-
ë¼çà). Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äèàãíîñòèêè òóáåðêóë¼çà, ñâÿ-
çàííóþ ñ îòêðûòèåì òîãî ôàêòà, ÷òî ìåòîä ðåíòãåíîâñêî-
ãî àíàëèçà íå ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî íàäåæíûì ïðè îïðåäå-
ëåíèè íàëè÷èÿ èëè îòñóòñòâèÿ çàáîëåâàíèÿ: çäîðîâ èíäè-
âèäóóì èëè íåò, ðåçóëüòàò ðåíòãåíîâñêîãî èññëåäîâàíèÿ
íà òóáåðêóë¼ç ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì, òàê è îò-
ðèöàòåëüíûì.

Èç îïûòà èçâåñòíî, ÷òî:
a) åñëè ïàöèåíò ñòðàäàåò òóáåðêóë¼çîì, òî âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî îòäåëüíûé ðåíòãåíîâñêèé àíàëèç âûÿâèò
çàáîëåâàíèå (àíàëèç áóäåò ïîëîæèòåëüíûì), ñîñòàâëÿ-
åò p0;

á) åñëè ó ïàöèåíòà íåò íèêàêèõ ïðèçíàêîâ òóáåðêó-
ë¼çà, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòäåëüíûé ðåíòãåíîâñêèé
àíàëèç áóäåò ïîëîæèòåëüíûì (ïàöèåíòó áóäåò ïîñòàâëåí
äèàãíîç: �áîëåí òóáåðêóë¼çîì�), ðàâíà p1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðîé êëèíèêå ïðè îáñëå-
äîâàíèè ñîñòîÿíèÿ çäîðîâüÿ ïàöèåíòà äåëàåòñÿ îäíèì è
òåì æå ñïîñîáîì n ðåíòãåíîâñêèõ ñíèìêîâ ñ öåëüþ îáíà-
ðóæåíèÿ âîçìîæíûõ ïðèçíàêîâ òóáåðêóë¼çà. Äîïóñòèì,
÷òî òîëêîâàíèå ñíèìêîâ, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîìó è òîìó
æå ïàöèåíòó, ïðîèçâîäèòñÿ òàê, ÷òîáû áûëà îáåñïå÷åíà
íåçàâèñèìîñòü äèàãíîçà ïî êàæäîìó ñíèìêó îò âûâîäîâ,
ñäåëàííûõ ïî ïðåäûäóùèì ñíèìêàì.
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Ïóñòü p0 = 0,95, p1 = 0,05 è â óñëîâèÿõ îïèñàííî-
ãî îáñëåäîâàíèÿ èçãîòîâèëè äâà ñíèìêà. Ïðè ýòîì îäèí
èç äâóõ àíàëèçîâ îêàçàëñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Âûíåñòè çà-
êëþ÷åíèå, ñòðàäàåò ïàöèåíò òóáåðêóë¼çîì èëè íåò.

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).
Èññëåäóéòå, êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ
â çàâèñèìîñòè îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, ïîñòðîéòå ãðà-
ôèêè ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.4 (î òåëåïàòàõ). Åñòü ëþäè óòâåðæäàþùèå, ÷òî
îíè ìîãóò ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè � ÿâëÿþòñÿ òå-
ëåïàòàìè (óòâåðæäàþò, ÷òî ÷èòàþò, íî íå ãàðàíòèðóþò,
÷òî ïðàâèëüíî áóäóò ïðî÷èòàíû âñå ìûñëè, ò. å. ïðèçíà-
þò, ÷òî èíîãäà îøèáàþòñÿ: âåäü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè ÷è-
òàòü íåïðîñòî).

Âàì ïðåäëàãàþò ïðîâåðèòü ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷è-
òàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîâåäèòå òàêîé
ýêñïåðèìåíò. Ïîäáðîñüòå ïðàâèëüíóþ ìîíåòó è çàôèêñè-
ðóéòå ðåçóëüòàò, íàïðèìåð íà áóìàãå. Òåëåïàò ÷èòàåò âà-
øó ìûñëü � ãåðá èëè ðåøåòêà � è òàêæå ôèêñèðóåò ðå-
çóëüòàò. Äàëåå ïîäñ÷èòûâàåì êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíî ïðî-
÷èòàííûõ ãåðáîâ (ãåðá ÷èòàåòñÿ êàê ãåðá) è ðåøåòîê (ðå-
øåòêà ÷èòàåòñÿ êàê ðåøåòêà). Åñëè òåëåïàò â ñàìîì äåëå
÷èòàåò âàøè ìûñëè, òî äîëÿ ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûõ ãåð-
áîâ è ðåøåòîê, ò. å. äîëÿ óñïåõîâ, áóäåò áîëüøîé (óñïåõ �
ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûé ñèìâîë, íåóäà÷à � íåïðàâèëüíî
ïðî÷èòàííûé ñèìâîë).

Ìîíåòó ïîäáðîñèëè n ðàç. Ïðè ýòîì òåëåïàò ïðàâèëü-
íî ïðî÷èòàë ξ ñèìâîëîâ. Ñâèäåòåëüñòâóåò ëè ýòî î ñïî-
ñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè?

Ïðîâåðüòå òåëåïàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè ñâîåãî òîâàðè-
ùà. Ïðåäëîæèòå êðèòåðèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî
áûëî áû îáíàðóæèòü ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñ-
ëè íà ðàññòîÿíèè.

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Èññëåäóéòå, êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòå-
ðèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è êîëè÷åñ-
òâà n ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû, ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíê-
öèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.5 (î ñòàòèñòèêå è ýêñïåðèìåíòàòîðå). Äâà ñòó-
äåíòà (îäíîãî áóäåì íàçûâàòü ñòàòèñòèêîì, äðóãîãî �
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ýêñïåðèìåíòàòîðîì) èìåþò ìîíåòû: ñèììåòðè÷íóþ è íå-
ñèììåòðè÷íóþ, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà êîòîðîé ðàâ-
íà p (p 6= 1/2). Ýêñïåðèìåíòàòîð è ñòàòèñòèê äîãîâàðèâà-
þòñÿ î ñëåäóþùåì: ýêñïåðèìåíòàòîð âûõîäèò â ñîñåäíþþ
êîìíàòó, âûáèðàåò îäíó èç ìîíåò (êàêóþ � ñòàòèñòèê íå
çíàåò), ïîäáðàñûâàåò åå n ðàç è ðåçóëüòàò (÷èñëî âûïàäå-
íèé ãåðáà) ñîîáùàåò ñòàòèñòèêó. Ïîñëåäíèé óòâåðæäàåò,
÷òî ìîæåò îïðåäåëèòü, êàêóþ èç äâóõ ìîíåò ïîäáðàñûâàë
ýêñïåðèìåíòàòîð. Îäíàêî ýêñïåðèìåíòàòîð ñòàâèò ïîä ñî-
ìíåíèå ýòè ñïîñîáíîñòè ñòàòèñòèêà è êàê àðãóìåíò âû-
äâèãàåò òàêèå âîçðàæåíèÿ: ïîñêîëüêó ðåçóëüòàò ýêñïåðè-
ìåíòà (÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ) ïðåäñêàçàòü íåâîçìîæíî,
ïðè÷åì êàê äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìîíåòû, òàê è äëÿ íåñèì-
ìåòðè÷íîé ýòî ÷èñëî ìîæåò áûòü ëþáûì (0, 1, . . . , n), òî
îïðåäåëèòü, êàêàÿ èç ìîíåò ïîäáðàñûâàëàñü, íåâîçìîæ-
íî.

Êòî ïðàâ � ñòàòèñòèê èëè ýêñïåðèìåíòàòîð?
Ñôîðìóëèðóéòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ñ ïîçèöèè ñòà-

òèñòèêà, ò. å. êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-
òåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Èññëåäóéòå, êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòå-
ðèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è êîëè÷å-
ñòâà n ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû, ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíê-
öèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

×òî ìîæíî ñêàçàòü îòíîñèòåëüíî âîçìîæíîñòè ðàçëè-
÷èòü ñèììåòðè÷íóþ è íåñèììåòðè÷íóþ ìîíåòû?

Ïóñòü n = 25. Êàêèìè áóäóò âûâîäû, åñëè ãåðá âûïàë
21 ðàç?

16.6 (ïðîâåðêà ïðåïàðàòà íà òîêñè÷íîñòü). Ïðî-
öåññ ïðîèçâîäñòâà íåêîòîðîãî ìåäèöèíñêîãî ïðåïàðàòà äî-
ñòàòî÷íî ñëîæíûé, òàê ÷òî íåñóùåñòâåííûå íà ïåðâûé
âçãëÿä îòêëîíåíèÿ îò òåõíîëîãèè ìîãóò âûçâàòü ïîÿâëå-
íèå âûñîêîòîêñè÷íûõ ïîáî÷íûõ ïðèìåñåé. Òîêñè÷íîñòü
ïîñëåäíèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ ñòîëü âûñîêîé, ÷òî äàæå íå-
çíà÷èòåëüíîå èõ êîëè÷åñòâî, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü îá-
íàðóæåíî ïðè îáû÷íîì õèìè÷åñêîì àíàëèçå, îïàñíî äëÿ
÷åëîâåêà, ïðèíèìàþùåãî ýòîò ïðåïàðàò. Ïîýòîìó äî ðåà-
ëèçàöèè ïàðòèè ïðåïàðàòà åãî èññëåäóþò íà òîêñè÷íîñòü
áèîëîãè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Îïðåäåëåííàÿ äîçà ïðåïàðà-
òà ââîäèòñÿ ïîäîïûòíûì æèâîòíûì è ðåãèñòðèðóåòñÿ ðå-
çóëüòàò (êîëè÷åñòâî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ). Åñëè ïðåïàðàò
òîêñè÷íûé, òî âñå èëè ïî÷òè âñå æèâîòíûå ãèáíóò � êî-
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ëè÷åñòâî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ ξ(ω) áîëüøîå (ξ(ω) ≥ l).
Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî ëåòàëüíûõ èñõîäîâ ξ(ω)
ìàëîå (ξ(ω) < l), èëè, ÷òî òî æå, êîëè÷åñòâî âûæèâøèõ
æèâîòíûõ áîëüøîå.

Èçâåñòíî, ÷òî åñëè ïðåïàðàò òîêñè÷íûé, òî âåðîÿò-
íîñòü ëåòàëüíîãî èñõîäà íå ìåíüøå ÷åì 0,9, à åñëè ïðå-
ïàðàò íåòîêñè÷íûé, òî âåðîÿòíîñòü ëåòàëüíîãî èñõîäà íå
ïðåâûøàåò 0,05. Êàêîå ìèíèìàëüíîå ÷èñëî n æèâîòíûõ
íåîáõîäèìî èíúåöèðîâàòü, ÷òîáû òîêñè÷íûé ïðåïàðàò îá-
íàðóæèâàëñÿ (êëàññèôèöèðîâàëñÿ êàê òîêñè÷íûé) ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì 0,999, à íåòîêñè÷íûé ïðåïà-
ðàò âûäåðæèâàë êîíòðîëü (êëàññèôèöèðîâàëñÿ êàê íåòîê-
ñè÷íûé) ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,98?

Íàéòè n, ñôîðìóëèðîâàâ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çà-
äà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

16.7 (âûáîðî÷íûé êîíòðîëü). Êà÷åñòâî ïàðòèè èç-
äåëèé ñ÷èòàåòñÿ óäîâëåòâîðèòåëüíûì, åñëè äåôåêòíûå
èçäåëèÿ â íåé ñîñòàâëÿþò íå áîëåå ÷åì 2 %. Êàêîå ìè-
íèìàëüíîå êîëè÷åñòâî èçäåëèé â ïàðòèè íåîáõîäèìî èñ-
ïûòàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðòèÿ, ñîäåðæàùàÿ 8 % äåôåêò-
íûõ èçäåëèé, îáíàðóæèâàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíü-
øåé ÷åì 0,95, à ïàðòèÿ, ñîäåðæàùàÿ 2 % òàêèõ èçäåëèé,
ïðèíèìàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì 0,9?

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1
è ïðèìåð 16.1.1).

Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â
òî÷êàõ 0,04; 0,06; 0,1 è âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ïàðòèè,
ñîäåðæàùåé 4; 6; 10 % äåôåêòíûõ èçäåëèé, ïîñòðîèòü ãðà-
ôèê ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïîñêîëüêó âûáîðêó äëÿ êîíòðîëÿ ìîæ-
íî âçÿòü áîëüøîãî îáúåìà, à ïðîöåíò äåôåêòíûõ èçäåëèé
ìàë, òî â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ξ äåôåêòíûõ èç-
äåëèé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå.

16.8. ×òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè áîëåçíü èíôåê-
öèîííîé, áèîëîã ïðèâèâàåò åå ïÿòè ìûøàì è ðàçìåùà-
åò èõ â îäíîé êëåòêå ñ n íåïðèâèòûìè ìûøàìè. Åñëè
áîëåçíü èíôåêöèîííàÿ, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåïðè-
âèòàÿ ìûøü çàáîëååò â òå÷åíèå 10 äíåé, ñîñòàâëÿåò 0,9;
åñëè æå áîëåçíü íåèíôåêöèîííàÿ, òî âåðîÿòíîñòü òîãî,
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÷òî íåïðèâèòàÿ ìûøü çàáîëååò íà ïðîòÿæåíèè óêàçàííî-
ãî âðåìåíè, ñîñòàâëÿåò 0,05. ×åðåç 10 äíåé ôèêñèðóåòñÿ
êîëè÷åñòâî íåïðèâèòûõ ìûøåé ñ ïðèçíàêàìè çàáîëåâà-
íèÿ.

Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåïðèâèòûõ ìûøåé
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü â ýêñïåðèìåíòå, ÷òîáû ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé ÷åì 0,999, îáíàðóæèòü èíôåêöèîí-
íîå çàáîëåâàíèå è ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå áîëüøåé ÷åì 0,01,
êëàññèôèöèðîâàòü íåèíôåêöèîííîå çàáîëåâàíèå êàê èí-
ôåêöèîííîå.

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

16.9 (î êîíòðîëå ÷èñòîòû âîäû). Äëÿ íóæä íåêî-
òîðîãî õèìè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà íåîáõîäèìî, ÷òîáû èñ-
ïîëüçóåìàÿ âîäà áûëà ÷èñòîé � ñîäåðæàëà ìàëî áàê-
òåðèé. Âîäà, ñîäåðæàùàÿ â ñðåäíåì ìåíåå îäíîé áàêòå-
ðèè íà åäèíèöó îáúåìà, ñ÷èòàåòñÿ ïðèãîäíîé äëÿ äàííîãî
õèìè÷åñêîãî ïðîèçâîäñòâà. Åñëè æå ñðåäíåå êîëè÷åñòâî
áàêòåðèé íà åäèíèöó îáúåìà âîäû ðàâíî îäíîé èëè áîëü-
øå, òî åå èñïîëüçîâàíèå íåäîïóñòèìî.

Îáû÷íàÿ ìåòîäèêà êîíòðîëÿ âîäû íà ÷èñòîòó ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì. Áåðåòñÿ 10 (â îáùåì ñëó÷àå n) ïðîá âîäû
åäèíè÷íîãî îáúåìà. Çàòåì êàæäàÿ èç ýòèõ ïðîá äîáàâëÿ-
åòñÿ â êîëáû ñ ïèòàòåëüíîé ñðåäîé, êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ
ïðè òåìïåðàòóðå, áëàãîïðèÿòíîé äëÿ ðîñòà áàêòåðèé. Åñ-
ëè ïðîáà çàãðÿçíåíà, ò. å. ñîäåðæèò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíó
áàêòåðèþ, òî êîëîíèÿ áàêòåðèé áóäåò ðàñòè è ïåðâîíà-
÷àëüíî ïðîçðà÷íûé ðàñòâîð ïîìóòíååò. Î ÷èñòîòå âîäû
ñóäÿò ïî êîëè÷åñòâó ξ çàãðÿçíåííûõ ïðîá: åñëè ýòî êî-
ëè÷åñòâî íå ïðåâûøàåò îïðåäåëåííîãî ÷èñëà l, òî âîäà
ñ÷èòàåòñÿ ÷èñòîé; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � çàãðÿçíåííîé,
òîãäà ïðîâîäèòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ î÷èñòêà âîäû, è îíà
ñíîâà ïðîõîäèò êîíòðîëü íà ÷èñòîòó. (Äîïîëíèòåëüíàÿ
î÷èñòêà âîäû, åñòåñòâåííî, òðåáóåò òðóäà è çàòðàò, îäíà-
êî, åñëè èñïîëüçóåìàÿ âîäà ñîäåðæèò çíà÷èòåëüíîå êîëè-
÷åñòâî áàêòåðèé, òî âûçâàííûå ýòèì ïîòåðè ñóùåñòâåííî
áîëüøå.)

Êàêèì äîëæíî áûòü l, ÷òîáû âîäà ñî ñðåäíèì ñîäåð-
æàíèåì áàêòåðèé, ðàâíûì îäíîé íà åäèíèöó îáúåìà, îá-
íàðóæèâàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,99? Íàéòè óêàçàííîå l,
ñôîðìóëèðîâàâ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðîâåð-
êè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).
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Ïóñòü òåïåðü óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ÷èñëî n íå ôèê-
ñèðîâàíî. Èññëåäîâàòü, êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè
êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è îò n,
ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

Ç àì å ÷ à í è å. Â êà÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà áàêòå-
ðèé â åäèíè÷íîì îáúåìå âîäû ñî ñðåäíèì ñîäåðæàíèåì λ
áàêòåðèé íà åäèíèöó îáúåìà åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü
ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λ.

16.10 (î ëåäè, ïðîáóþùåé ÷àé). Íåêàÿ ëåäè óòâåð-
æäàåò, ÷òî, ïîïðîáîâàâ ÷àøêó ÷àÿ ñ ìîëîêîì, îíà ìîæåò
îïðåäåëèòü, ÷òî áûëî ñíà÷àëà íàëèòî â ÷àøêó � ìîëî-
êî èëè ÷àé (ðàçëè÷àåò ðåöåïòû ïðèãîòîâëåíèÿ ÷àÿ). Ïðè
ýòîì ëåäè íå ïðåòåíäóåò íà áåçîøèáî÷íîå îïðåäåëåíèå
ðàçíèöû âî âêóñå, íî óòâåðæäàåò, ÷òî, ïóñòü èíîãäà îøè-
áàÿñü, îíà ÷àùå îïðåäåëÿåò ïðàâèëüíî, íåæåëè íåïðà-
âèëüíî.

Ïðåæäå ÷åì ïðèçíàòü íàëè÷èå ó ëåäè ñïîñîáíîñòåé
ðàçëè÷àòü ðåöåïòû ïðèãîòîâëåíèÿ ÷àÿ, åé ïðåäëàãàþò
ïîïðîáîâàòü è êëàññèôèöèðîâàòü n ïàð ÷àøåê ÷àÿ (ïî
ïàðå ÷àøåê çà çàâòðàêîì â òå÷åíèå n äíåé). Â êàæäóþ
ïàðó âõîäèò ïî ÷àøêå ÷àÿ, ïðèãîòîâëåííîãî ïî ðàçíûì
ðåöåïòàì. Êîëè÷åñòâî ξ ïðàâèëüíî êëàññèôèöèðîâàííûõ
ïàð ðåãèñòðèðóåòñÿ. Ïóñòü ëåäè èç n ïàð ÷àøåê ïðàâèëü-
íî êëàññèôèöèðîâàëà ξ(ω) ïàð. Ñâèäåòåëüñòâóåò ëè ýòî
î ñïîñîáíîñòÿõ ëåäè ðàçëè÷àòü ðåöåïòû ïðèãîòîâëåíèÿ
÷àÿ?

Âû � ÷ëåí äîáðîæåëàòåëüíîãî æþðè � íå õîòèòå ïî-
íàïðàñíó îòâåðãíóòü ñïîñîáíîñòè ëåäè ðàçëè÷àòü ðåöåï-
òû ïðèãîòîâëåíèÿ ÷àÿ, åñëè îíè ó ëåäè â ñàìîì äåëå èìå-
þòñÿ. Ïðåäëîæèòå ïðàâèëî (êðèòåðèé), êîòîðûì äîëæíî
ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ æþðè, âûíîñÿ çàêëþ÷åíèå î ñïîñîá-
íîñòÿõ ëåäè ðàçëè÷àòü ðåöåïòû ïðèãîòîâëåíèÿ ÷àÿ.

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Âûÿñíèòå, êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ
â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ è êîëè÷å-
ñòâà n ïàð ÷àøåê ÷àÿ, ïðåäëàãàåìûõ äëÿ êëàññèôèêàöèè,
ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

Ç àì å ÷ à í è å. Êàê ÷ëåí æþðè, âû, ðàçóìååòñÿ, íå õî-
òèòå ïðèçíàòü çà ëåäè óïîìÿíóòûå ñïîñîáíîñòè, åñëè èõ
íåò íà ñàìîì äåëå; ïîýòîìó â êà÷åñòâå íóëåâîé ãèïîòå-
çû ïðåäëàãàåòå ãèïîòåçó H0: ëåäè íå èìååò ñïîñîáíîñòåé.
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Íî êàê ÷ëåí äîáðîæåëàòåëüíîãî æþðè, íå õîòèòå ïîíà-
ïðàñíó îòâåðãàòü ñïîñîáíîñòè ëåäè, åñëè îíà èõ èìååò, à
ïîýòîìó íàçíà÷àåòå íå ñëèøêîì ìàëûé óðîâåíü çíà÷èìî-
ñòè êðèòåðèÿ.

16.11 (î âûáîðî÷íîì êîíòðîëå).Ïîòðåáèòåëü ïðè-
îáðåòàåò êðóïíûå ïàðòèè òîâàðà. ×òîáû èçáåæàòü çíà÷è-
òåëüíîé äîëè äåôåêòíûõ èçäåëèé, îñóùåñòâëÿåòñÿ âûáî-
ðî÷íûé êîíòðîëü. Èç êàæäîé ïàðòèè äëÿ êîíòðîëÿ âû-
áèðàåòñÿ n èçäåëèé. Ïàðòèÿ ïðèíèìàåòñÿ, åñëè ÷èñëî äå-
ôåêòíûõ èçäåëèé ñðåäè n ïðîâåðåííûõ íå ïðåâûøàåò l.

Ïîòðåáèòåëü ïðåäúÿâëÿåò ñëåäóþùèå òðåáîâàíèÿ ê
êîíòðîëþ: åñëè äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé â ïàðòèè ìåíü-
øå 8 %, òî ïàðòèÿ âûäåðæèâàåò êîíòðîëü è çàêóïàåòñÿ,
íî ïàðòèè ñ 8 % äåôåêòíûõ èçäåëèé äîëæíû îáíàðóæè-
âàòüñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 0,9. Ó ïîñòàâùèêà
ñâîè ïîæåëàíèÿ îòíîñèòåëüíî êîíòðîëÿ: îí õî÷åò, ÷òîáû
ïàðòèÿ, äîëÿ äåôåêòíûõ èçäåëèé â êîòîðîé ñîñòàâëÿåò
1 %, áðàêîâàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ íå áîëüøåé, ÷åì 0,04.

Êàêèì äîëæåí áûòü îáúåì n âûáîðêè èç ïàðòèè (ðà-
çóìååòñÿ, ìèíèìàëüíûé) è çíà÷åíèå l?

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1
è ïðèìåð 16.1.1).

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü çàáðàêîâàòü ïàðòèþ òîâàðà, ñî-
äåðæàùóþ 1; 2; 4; 8; 10% äåôåêòíûõ èçäåëèé? Ïîñòðîèòü
ãðàôèêè ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.12 (îá èãðàëüíûõ êîñòÿõ). Èìåþòñÿ äâå èãðàëü-
íûå êîñòè: îäíà � ñèììåòðè÷íàÿ (âåðîÿòíîñòü âûïàäå-
íèÿ êàæäîé ãðàíè ðàâíà 1/6), äðóãàÿ � íåñèììåòðè÷íàÿ,
öåíòð òÿæåñòè êîòîðîé ñìåùåí òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïî-
ÿâëåíèÿ ÷èñëà î÷êîâ, áîëüøåãî 3, ïðåâûøàåò 1/2.

Ñ öåëüþ îáíàðóæåíèÿ íåñèììåòðè÷íîé êîñòè, áåðåì
îäíó (êàêóþ èìåííî, íåèçâåñòíî � êîñòè âíåøíå ðàçëè-
÷èòü íåâîçìîæíî), ïîäáðàñûâàåì åå n ðàç è ðåãèñòðèðóåì
êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ î÷êîâ. Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷å-
ñòâî ïîäáðàñûâàíèé íåîáõîäèìî âûïîëíèòü, ÷òîáû ñèì-
ìåòðè÷íàÿ êîñòü êëàññèôèöèðîâàëàñü êàê íåñèììåòðè÷-
íàÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå áîëüøåé ÷åì 0,1, à íåñèììåòðè÷-
íàÿ, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ êîëè÷åñòâà î÷êîâ áîëüøåãî
÷åì 3 êîòîðîé ðàâíà 0,9, îáíàðóæèâàëàñü ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,95?
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Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàâ åå êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåñèììåòðè÷íàÿ
êîñòü, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ÷èñëà î÷êîâ áîëüøåãî ÷åì
3 êîòîðîé ðàâíà 0,6; 0,7; 0,8; 0,9, áóäåò îáíàðóæåíà; íå
áóäåò îáíàðóæåíà.

16.13. Ðåøèòü çàäà÷ó 16.9 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â
ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçóåòñÿ n ïðîá âîäû.

Âûÿñíèòü, êàê èçìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòå-
ðèÿ â çàâèñèìîñòè îò óðîâíÿ åãî çíà÷èìîñòè è êîëè÷åñò-
âà n ïðîá âîäû, èñïîëüçóåìûõ â ýêñïåðèìåíòå? Ïîñòðî-
èòü ãðàôèêè ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.14. Èìåþòñÿ äâå èãðàëüíûå êîñòè: îäíà � ñèì-
ìåòðè÷íàÿ (âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ êàæäîé ãðàíè ðàâ-
íà 1/6), è äðóãàÿ � íåñèììåòðè÷íàÿ, öåíòð òÿæåñòè êî-
òîðîé ñìåùåí òàê, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ÷èñëà î÷-
êîâ áîëüøåãî 3 íå ìåíüøå 0,6. Âûáèðàåì îäíó èç êîñòåé
(êàêóþ èìåííî, íåèçâåñòíî � êîñòè âíåøíå íåðàçëè÷è-
ìû), ïîäáðàñûâàåì åå n ðàç è ðåãèñòðèðóåì êîëè÷åñòâî
âûïàâøèõ î÷êîâ. Ìîæíî ëè ïî ðåçóëüòàòó ýêñïåðèìåíòà
îáíàðóæèòü íåñèììåòðè÷íóþ êîñòü?

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Èññëåäóéòå, êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòå-
ðèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è îò ÷èñëà n
ïîäáðàñûâàíèé êîñòè, ïîñòðîéòå ãðàôèêè ôóíêöèé ìîù-
íîñòè êðèòåðèÿ.

×òî ìîæíî ñêàçàòü î âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ íåñèì-
ìåòðè÷íîé êîñòè?

16.15 (î áóëî÷êàõ ñ èçþìîì). Ãîñóäàðñòâåííûì
ñòàíäàðòîì óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè âûïå÷êå ñëàäêèõ áóëî-
÷åê íà 1000 èçäåëèé äîëæíî ïðèõîäèòüñÿ 10 000 èçþìèí
(â ñðåäíåì 10 íà îäíó áóëî÷êó). Ó íàñ, îäíàêî, èìåþò-
ñÿ ñîìíåíèÿ, ÷òî âåñü èçþì èñïîëüçîâàí ïî íàçíà÷åíèþ
(åãî ìîãëè, ïî êðàéíåé ìåðå ÷àñòè÷íî, èñïîëüçîâàòü äëÿ
äðóãèõ öåëåé), è ìû õîòèì ïðîâåðèòü, òàê ëè ýòî. Ñ ýòîé
öåëüþ ïîêóïàåì îäíó áóëî÷êó è ïîäñ÷èòûâàåì êîëè÷å-
ñòâî èçþìèí â íåé: îêàçàëîñü, ÷òî â áóëî÷êå ξ(ω) èçþ-
ìèí. Ïî êîëè÷åñòâó ξ(ω) èçþìèí â áóëî÷êå íåîáõîäèìî
ñäåëàòü âûâîä: âåñü èçþì èäåò íà âûïå÷êó áóëî÷åê èëè
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îí ðàñõîäèòñÿ è ïî äðóãèì êàíàëàì (íå ïðåäóñìîòðåííûì
ñòàíäàðòîì).

Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàâ åå êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Êàê èçìåíÿòñÿ âûâîäû, åñëè èçþì ïîäñ÷èòûâàåòñÿ â
äâóõ áóëî÷êàõ?

Èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ
â çàâèñèìîñòè îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, ïîñòðîèòü ãðà-
ôèêè ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.16. Ìåäèöèíñêèé ïðåïàðàò ïðîõîäèò êîíòðîëü íà
òîêñè÷íîñòü ïî ìåòîäèêå, îïèñàííîé â çàäà÷å 16.6.

Èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ëåòàëüíîãî èñõîäà ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè òîêñè÷íîãî ïðåïàðàòà íå ìåíüøå 0,6, à åñëè
ïðåïàðàò íåòîêñè÷íûé, òî âåðîÿòíîñòü ëåòàëüíîãî èñõîäà
íå ïðåâîñõîäèò 0,02.

Ìîæíî ëè, èíúåöèðîâàâ 10 ìûøåé, ñ âåðîÿòíîñòüþ
0, 999 âûÿâèòü òîêñè÷íûé ïðåïàðàò (òîêñè÷íûé ïðåïàðàò
êëàññèôèöèðîâàòü êàê òîêñè÷íûé)? Åñëè äà, òî êàêîâà
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåòîêñè÷íûé ïðåïàðàò âûäåðæèò
êîíòðîëü (áóäåò êëàññèôèöèðîâàí êàê íåòîêñè÷íûé)?

Ïðåïàðàò áûë ââåäåí 10 ìûøàì, ïðè ýòîì çàôèêñè-
ðîâàíà ãèáåëü äâóõ ìûøåé. Êàêîé âûâîä îòíîñèòåëüíî
òîêñè÷íîñòè ïðåïàðàòà íåîáõîäèìî ñäåëàòü?

Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàâ åå êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Ïóñòü òåïåðü óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ÷èñëî n ïîäîïûò-
íûõ ìûøåé ìû ìîæåì âûáèðàòü ñàìè. Èññëåäîâàòü, êàê
ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè îò
åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è îò n, ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíê-
öèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.17. ×òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè áîëåçíü èíôåê-
öèîííîé, áèîëîã ïðèâèâàåò åå ïÿòè ìûøàì è ïîìåùàåò
èõ â îäíîé êëåòêå ñ òðåìÿ íåïðèâèòûìè ìûøàìè. Åñëè
áîëåçíü èíôåêöèîííàÿ, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íåïðèâè-
òàÿ ìûøü çàáîëååò â òå÷åíèå äâóõ íåäåëü, ðàâíà 0,95; åñ-
ëè æå áîëåçíü íåèíôåêöèîííàÿ, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íåïðèâèòàÿ ìûøü çàáîëååò, ðàâíà 0,04. ×åðåç äâå íåäåëè
ôèêñèðóåòñÿ êîëè÷åñòâî ξ íåïðèâèòûõ ìûøåé ñ ïðèçíà-
êàìè áîëåçíè.

Ìîæíî ëè, íàáëþäàÿ òðè íåïðèâèòûå ìûøè, ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé 0,99, âûÿâèòü èíôåêöèîííîå çàáî-
ëåâàíèå è ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 0,05, êëàññè-
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ôèöèðîâàòü íåèíôåêöèîííîå çàáîëåâàíèå êàê èíôåêöè-
îííîå? Åñëè íåò, òî ñêîëüêî íåïðèâèòûõ ìûøåé íåîáõî-
äèìî äëÿ ýòîãî? Åñëè äà, òî ìîæíî ëè îáîéòèñü ìåíüøèì
÷èñëîì ìûøåé? Êàêèì èìåííî?

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Êàêîé âûâîä âû ñäåëàåòå, åñëè ó äâóõ èç òðåõ íåïðè-
âèòûõ ìûøåé áûëè îáíàðóæåíû ïðèçíàêè çàáîëåâàíèÿ?

Ïóñòü òåïåðü óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ÷èñëî n ïîäîïûò-
íûõ ìûøåé ìû ìîæåì âûáèðàòü ñàìè. Èññëåäîâàòü, êàê
ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè îò
åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è îò n, ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíê-
öèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.18. Èìååì ïÿòü âíåøíå íåðàçëè÷èìûõ ìîíåò, âå-
ðîÿòíîñòü âûïàäàíèÿ ãåðáà êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò ñîîòâåò-
ñòâåííî 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9.

Áåðåì îäíó èç ìîíåò (êàêóþ èìåííî, íåèçâåñòíî �
ìîíåòû ïî âíåøíåìó âèäó íåðàçëè÷èìû) è ïîäáðàñûâàåì
20 ðàç. Ïî ðåçóëüòàòàì ïîäáðàñûâàíèé ñäåëàòü âûâîä î
ñèììåòðè÷íîñòè ìîíåòû.

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1),
âûáðàâ ãèïîòåçó �ìîíåòà ñèììåòðè÷íà� êàê îñíîâíóþ. Ïî-
ñòðîéòå êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû ñ óðîâíåì
çíà÷èìîñòè α = 0,05. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü
íåñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó, âåðîÿòíîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà
êîòîðîé ñîñòàâëÿåò 0,6; 0,7; 0,8; 0,9?

Ïóñòü òåïåðü óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ÷èñëî n ïîäáðà-
ñûâàíèé ìîíåò ìû ìîæåì âûáèðàòü ñàìè. Èññëåäîâàòü,
êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè
îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè, ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèé
ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.19 (êà÷åñòâî èíñåêòèöèäà). Êàê ñïåöèàëèñòà ñ
ìàòåìàòè÷åñêîé ïîäãîòîâêîé Âàñ ïðèãëàøàþò ïðîàíàëè-
çèðîâàòü ðåçóëüòàòû èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû, ñâÿçàí-
íîé ñ ïðîèçâîäñòâîì èíñåêòèöèäîâ. Êà÷åñòâî èíñåêòèöè-
äà îïðåäåëÿåòñÿ ïðîöåíòîì ïîðàæåíèÿ � ïðîöåíòîì ïî-
ãèáøèõ íàñåêîìûõ ïîïóëÿöèè, îáðàáîòàííîé èíñåêòèöè-
äîì. Ëó÷øèé èç èìåþùèõñÿ èíñåêòèöèäîâ èìååò ïðîöåíò
ïîðàæåíèÿ 92. Â ëàáîðàòîðèè ðàçðàáîòàí íîâûé èíñåêòè-
öèä INC. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè îí áîëåå êà÷å-
ñòâåííûì?
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×òîáû âûÿñíèòü ýòî, ïðåäëàãàåòñÿ îáðàáîòàòü íîâûì
èíñåêòèöèäîì 100 íàñåêîìûõ è ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî
âûæèâøèõ. Åñëè êîëè÷åñòâî âûæèâøèõ íàñåêîìûõ ìåíü-
øå îïðåäåëåííîãî ÷èñëà l, òî INC êà÷åñòâåííåå, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå � íåò.

Àâòîðû íîâîãî ïðåïàðàòà óòâåðæäàþò, ÷òî îí èìååò
ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ íå ìåíüøèé 98, è õîòÿò, ÷òîáû ýòî
åãî ñâîéñòâî ïðîÿâëÿëîñü ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ìåíüøåé
0,96. Èíñåêòèöèä INC äîðîæå, ÷åì èìåþùèéñÿ â ïðîäàæå
ïðåïàðàò ñ ïðîöåíòîì ïîðàæåíèÿ 92, è ïîêóïàòåëü, åñòå-
ñòâåííî, îòêàçûâàåòñÿ ïðèîáðåòàòü INC, åñëè åãî ïðîöåíò
ïîðàæåíèÿ 92, è íàñòàèâàåò, ÷òîáû ïðè òåñòèðîâàíèè èí-
ñåêòèöèäà INC, ïðåïàðàò, ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ êîòîðîãî
ñîñòàâëÿåò 92, îáíàðóæèâàëñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíü-
øåé 0,95.

Ìîæíî ëè, èñïîëüçîâàâ â ýêñïåðèìåíòå 100 íàñåêî-
ìûõ, ñäåëàòü âûâîä îòíîñèòåëüíî êà÷åñòâà èíñåêòèöèäà
INC, îáåñïå÷èâ ïåðå÷èñëåííûå âûøå óñëîâèÿ? Åñëè 100
íàñåêîìûõ â ýêñïåðèìåíòå íå äîñòàòî÷íî, òî êàêèì äîëæ-
íî áûòü ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íàñåêîìûõ â îáðàáàòû-
âàåìîé ãðóïïå, ÷òîáû ìîæíî áûëî îòâåòèòü íà ïîñòàâ-
ëåííûé âîïðîñ?

Äàéòå îòâåò íà ïåðå÷èñëåííûå âîïðîñû, ñôîðìóëèðî-
âàâ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè-
÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Ïóñòü òåïåðü óðîâåíü çíà÷èìîñòè è ÷èñëî n íàñåêî-
ìûõ ìû ìîæåì âûáèðàòü ñàìè. Èññëåäîâàòü, êàê ìåíÿ-
åòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî
óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è îò n, ïîñòðîèòü ãðàôèêè ôóíêöèè
ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.

16.20. Âû çàíèìàåòåñü èññëåäîâàíèÿìè, ñâÿçàííûìè
ñ ïðîèçâîäñòâîì èíñåêòèöèäîâ. Êà÷åñòâî èíñåêòèöèäà îï-
ðåäåëÿåòñÿ ïðîöåíòîì ïîðàæåíèÿ � ïðîöåíòîì íàñåêî-
ìûõ, êîòîðûå ãèáíóò îò ïðåïàðàòà â èññëåäóåìîé ïîïóëÿ-
öèè. Ëó÷øèé èç èìåþùèõñÿ èíñåêòèöèäîâ èìååò ïðîöåíò
ïîðàæåíèÿ 90. Â ëàáîðàòîðèè ïîëó÷åí íîâûé èíñåêòèöèä
NIP. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ýòîò ïðåïàðàò ëó÷-
øèì?

×òîáû âûÿñíèòü, îòëè÷àþòñÿ ëè èíñåêòèöèäû ïî êà-
÷åñòâó, ïîïóëÿöèÿ èç n íàñåêîìûõ îáðàáàòûâàåòñÿ NIP
è ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî âûæèâøèõ íàñåêîìûõ. Åñ-
ëè èõ ìåíüøå îïðåäåëåííîãî ÷èñëà l, òî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî



16.2. Çàäà÷è 297

èíñåêòèöèä NIP êà÷åñòâåííåå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.
Àâòîðû íîâîãî ïðåïàðàòà óòâåðæäàþò, ÷òî îí èìååò

ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ íå ìåíüøèé 99, è õîòÿò, ÷òîáû ýòî åãî
ñâîéñòâî ïðîÿâëÿëîñü ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé 0,98.
Èíñåêòèöèä NIP äîðîæå èìåþùèõñÿ â ïðîäàæå ïðåïà-
ðàòîâ, è ïîêóïàòåëü, åñòåñòâåííî, îòêàçûâàåòñÿ ïðèîáðå-
òàòü NIP, åñëè åãî ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ 90, è íàñòàèâàåò,
÷òîáû èíñåêòèöèä NIP, ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ êîòîðîãî ðà-
âåí 90, îáíàðóæèâàëñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95.

Êàêèìè äîëæíû áûòü n (ïî âîçìîæíîñòè ìåíüøèì)
è l, ÷òîáû èíñåêòèöèä, ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ êîòîðîãî 90,
îáíàðóæèâàëñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95, à èíñåêòèöèä, ïðî-
öåíò ïîðàæåíèÿ êîòîðîãî 99, êëàññèôèöèðîâàëñÿ êàê òà-
êîé ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøåé ÷åì 0,98?

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

16.21. Ïóñòü â óñëîâèÿõ ýêñïåðèìåíòà, îïèñàííîãî â
çàäà÷å 16.3, çíà÷åíèÿ p0 = 0,98, p1 = 0,01.

Êàêîå ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî n ñíèìêîâ íåîáõîäè-
ìî ñäåëàòü ïðè îáñëåäîâàíèè êàæäîãî ïàöèåíòà, ÷òîáû
ïàöèåíòà ñ ïðèçíàêàìè òóáåðêóëåçà ìîæíî áûëî âûÿâèòü
ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,95, à ïàöèåíò, íå èìåþùèé ïðèçíàêîâ
òóáåðêóëåçà, âûäåðæèâàë ïðîâåðêó íà òóáåðêóëåç ñ âå-
ðîÿòíîñòüþ 0,90?

Îïðåäåëèòü n, ñôîðìóëèðîâàâ ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó
êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó
16.1).

16.22. Ðàññìîòðèì ýêñïåðèìåíò, îïèñàííûé â çàäà÷å
16.5. Ïóñòü âåðîÿòíîñòü âûïàäàíèÿ ãåðáà íåñèììåòðè÷-
íîé ìîíåòû ðàâíà 0,8. ×òî âû ìîæåòå ñêàçàòü îòíîñè-
òåëüíî âîçìîæíîñòè ðàçëè÷èòü ñèììåòðè÷íóþ è íåñèì-
ìåòðè÷íóþ ìîíåòû? Ñâîé îòâåò àðãóìåíòèðóéòå. Äàéòå
êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè.

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ýòó çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðî-
âåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

16.23. Íåêîòîðûå ëþäè ïðåòåíäóþò íà ÷òåíèå ìûñ-
ëåé íà ðàññòîÿíèè, èõ íàçûâàþò òåëåïàòàìè. Êàê ïðà-
âèëî, òåëåïàòû íå íàñòàèâàþò íà áåçîøèáî÷íîì ÷òåíèè
ìûñëåé, íî óòâåðæäàþò, ÷òî ÷àùå ÷èòàþò ìûñëè âåðíî,
÷åì íåâåðíî.

Âàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷è-
òàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðåäëàãàåòñÿ
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ïðîâåñòè òàêîé ýêñïåðèìåíò. Âû çàäóìûâàåòå íàóäà÷ó
öèôðó îò 0 äî 9 (ïðè ýòîì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òàá-
ëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë) è ôèêñèðóåòå ðåçóëüòàò. Òåëå-
ïàò ÷èòàåò Âàøó ìûñëü � è ôèêñèðóåò ÷åòíîñòü (÷åò-
íàÿ, íå÷åòíàÿ) çàäóìàííîé Âàìè öèôðû è òàê n ðàç. Åñ-
ëè ýôôåêò òåëåïàòèè â ñàìîì äåëå èìååò ìåñòî, òî äîëÿ
ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûõ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ öèôð áóäåò
áîëüøîé.

Âû ïðåäëàãàåòå òåëåïàòó îïðåäåëèòü ÷åòíîñòü n öèôð.
Ïðè ýòîì òåëåïàò ïðàâèëüíî îïðåäåëèë ÷åòíîñòü ξ öèôð
èç n ïðåäëîæåííûõ. Ñâèäåòåëüñòâóåò ëè ýòî î ñïîñîáíî-
ñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè?

Ïðîâåðüòå òåëåïàòè÷åñêèå ñïîñîáíîñòè ñâîåãî òîâàðè-
ùà. Ïðåäëîæèòå êðèòåðèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ìîæíî
áûëî áû îáíàðóæèòü ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñ-
ëè íà ðàññòîÿíèè.

Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (ñì. çàäà÷ó 16.1).

Èññëåäóéòå, êàê ìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòå-
ðèÿ â çàâèñèìîñòè îò åãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè è êîëè÷åñ-
òâà n ïðåäëàãàåìûõ äëÿ ÷òåíèÿ öèôð, ïîñòðîéòå ãðàôèêè
ôóíêöèè ìîùíîñòè êðèòåðèÿ.



Ãëàâà 17

Ïðîâåðêà ãèïîòåç
î ïàðàìåòðàõ
ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2

17.1 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû H0: a = a0

Êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâàíèè ñëåäóþ-
ùåé òåîðåìû:

Ò å î ð åì à 17.1.1. Åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà
èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2, òî îöåíêè

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi è s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)
2

ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïðè-
÷åì (n− 1)s2/σ2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ n− 1 ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû, à ξ ðàñïðåäåëåíà Na;σ2/n.

Ñ ë å ä ñò â è å. Åñëè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 , òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà

(ξ − a)
/ s√

n

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ n−1 ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû

299
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Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèé χ2 è Ñòüþäåíòà, ñì.
ãë. 22.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
a = a0. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξn(ω)) � ðåàëèçà-
öèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿNa;σ2 . Ïàðàìåòðû a è σ2 íåèçâåñòíû. Îòíîñèòåëüíî
çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà a âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà
H0: a = a0, èëè, ÷òî òî æå, ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîð-
êà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na0;σ2 . Àëüòåðíàòèâà ê
ãèïîòåçå H0 ìîæåò áûòü êàê îäíîñòîðîííåé: åñëè a 6= a0,
òî a > a0 (îíà ìîæåò áûòü è òàêîé: a < a0), òàê è äâóñòî-
ðîííåé: åñëè a 6= a0, òî a > a0 èëè a < a0. Àëüòåðíàòèâà
â êàæäîé çàäà÷å ñâîÿ.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó, ò. å. ïî ðå-
àëèçàöèè âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñäåëàòü âûâîä: îò-
êëîíÿòü H0 èëè íåò.

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ.
Íåçàâèñèìî îò òîãî, âåðíà èëè íåò ãèïîòåçà H0: a = a0
(è âîîáùå, âûäâèãàëèñü êàêèå-ëèáî ãèïîòåçû èëè íå âû-

äâèãàëèñü), îöåíêà ξ = 1
n

n∑
i=1

ξi, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîð-

êå ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç Na;σ2 , ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è
ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåòðà a, ò. å. ξ äàåò õîðî-
øåå ïðèáëèæåíèå äëÿ a. Ïîýòîìó, åñëè a = a0 (ãèïîòå-
çà âåðíà), óêëîíåíèå ξ − a0 ìåæäó îöåíêîé ξ ïàðàìåòðà
a è åãî ãèïîòåòè÷åñêèì çíà÷åíèåì a0 ìàëîå, åñëè ãèïî-
òåçà H0: a = a0 íåâåðíà, òî ξ, áóäó÷è áëèçêèì ê a, îò
a0 îòëè÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî � óêëîíåíèå ξ − a0 áîëüøîå.
(Çàìåòèì, ÷òî óêëîíåíèå ξ − a0 ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíîé.) È ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
a = a0 åñòåñòâåííî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ ξ−a0 è
â çàâèñèìîñòè îò òîãî, áîëüøèì èëè ìàëûì îíî îêàæåò-
ñÿ, îòêëîíÿòü ãèïîòåçó H0 èëè íå îòêëîíÿòü. (Íàì áó-
äåò óäîáíî íîðìèðîâàòü ξ− a0 âåëè÷èíîé s√

n
è ðàññìàò-

ðèâàòü íîðìèðîâàííîå óêëîíåíèå t = (ξ − a0)
/

s√
n
, ãäå

s2 = 1
n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)
2
.) ×òîáû òàê ìîæíî áûëî ïîñòó-
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ïàòü, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ãðàíèöû, îòäåëÿþùèå áîëü-
øèå çíà÷åíèÿ óêëîíåíèÿ t îò ìàëûõ, à äëÿ ýòîãî íåîáõî-
äèìî çíàòü, êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò óêëîíåíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n

(â èäåàëå íàéòè ðàñïðåäåëåíèå t), êîãäà ãèïîòåçà H0 âåð-
íà è êîãäà îíà íåâåðíà (èëè õîòÿ áû, êîãäà ãèïîòåçà H0

âåðíà).
Êîãäà ãèïîòåçà H0: a = a0 âåðíà, óêëîíåíèå t, êîòîðîå

â ýòîì ñëó÷àå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç tn−1:

tn−1 = (ξ − a)
/ s√

n
,

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ (n− 1) ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû (ñì. òåîðåìó 17.1.1). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò,
÷òî

Mt = Mtn−1 = 0

è çíà÷åíèå t = tn−1 �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1−2α)
ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó (−tα;n−1, tα;n−1), ãäå tα;n−1 �
âåðõíèé α-ïðåäåë tn−1-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Åñëè ãèïîòåçà H0: a = a0 íåâåðíà (ïóñòü äëÿ îïðåäå-
ëåííîñòè a > a0), òî óêëîíåíèå t ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

t = (ξ − a0)
/ s√

n
= (ξ − a)

/ s√
n

+ (a− a0)
/ s√

n
=

= tn−1 + (a− a0)
/ s√

n
. (17.1.1)

Èç ðàâåíñòâà (17.1.1), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî ïðè
n→∞

Mt→∞
è

t = (ξ − a0)
/ s√

n

P−→∞

� êîãäà ãèïîòåçà H0: a = a0 íåâåðíà, óêëîíåíèå t ïðèíè-
ìàåò áîëüøèå çíà÷åíèÿ.
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Â êà÷åñòâå ãðàíèö, îòäåëÿþùèõ áîëüøèå çíà÷åíèÿ óê-
ëîíåíèÿ t îò ìàëûõ, åñòåñòâåííî âûáðàòü ÷èñëà −tα;n−1,
tα;n−1, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ óêëîíåíèÿ t, ïðèíàäëåæàùèå
ïðîìåæóòêó, (−tα;n−1, tα;n−1), áóäåì êëàññèôèöèðîâàòü
êàê ìàëûå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � áîëüøèå.

Òåïåðü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0 âû÷èñëÿåì
çíà÷åíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n

íîðìèðîâàííîãî óêëîíåíèÿ ξ îò a0 è âûÿñíÿåì, áîëüøîå
îíî èëè ìàëîå, ñðàâíèâàÿ t ñ ãðàíèöàìè −tα;n−1, tα;n−1
îòäåëÿþùèìè áîëüøèå çíà÷åíèÿ óêëîíåíèÿ t îò ìàëûõ.
Åñëè t ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, ò. å. |t| > tα;n−1, ãèïî-
òåçó H0: a = a0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: a = a0. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç
Na;σ2-ðàñïðåäåëåíèÿ, tα;(n−1) � âåðõíèé α-ïðåäåë t-ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñ (n− 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Åñëè ãèïîòåçó H0: a = a0 îòêëîíÿòü ïðè

|ξ − a0|
/ s√

n
> tα;(n−1)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ
2α ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà (àëü-
òåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ: a > a0 èëè a < a0).

Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, íàïðèìåð a > a0,

òî (ξ − a0)
/

s√
n
ñðàâíèâàåì ñ tα;(n−1): ïðè

(ξ − a0)
/ s√

n
> tα;(n−1)

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè îäíîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Îøèáêè ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû H0: a = a0.
Íåçàâèñèìî îò òîãî, âåðíà èëè íåò ãèïîòåçà H0: a = a0,

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (ξ − a)
/

s√
n

èìååò ðàñïðåäåëåíèå

Ñòüþäåíòà ñ n − 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è, êàê ñëåäñòâèå,
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ξ �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 2α) ïðèíèìàåò çíà-
÷åíèÿ èç îêðåñòíîñòè(

a− s√
n
tα;(n−1), a+

s√
n
tα;(n−1)

)
òî÷êè a, íî ìîæåò, õîòÿ è èçðåäêà (ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α)
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ âíå óêàçàííîé îêðåñòíîñòè òî÷êè a.

Ïîýòîìó ïðè âåðíîé ãèïîòåçå óêëîíåíèå t = (ξ−a0)
/

s√
n

ìîæåò, õîòÿ è èçðåäêà (ñ âåðîÿòíîñòüþ 2α), ïðèíèìàòü

áîëüøèå çíà÷åíèÿ, ò. å. |ξ − a0|
/

s√
n
> tα;(n−1), ïðè ýòîì

âåðíóþ ãèïîòåçó H0 ìû îòêëîíÿåì è òåì ñàìûì äîïóñêà-
åì îøèáêó ïåðâîãî ðîäà.

Äàëåå, ïðè íåâåðíîé ãèïîòåçå H0 ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ξ, �ïî÷òè âñåãäà� ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ èç îêðåñòíîñòè
òî÷êè a, ìîæåò (õîòÿ è èçðåäêà) ïðèíÿòü çíà÷åíèå, ìàëî

îòêëîíÿþùååñÿ îò a0 (ò. å. |ξ − a0|
/

s√
n
≤ tα;(n−1)). Ïðè

ýòîì ìû ãèïîòåçó H0: a = a0 íå îòêëîíèì (õîòÿ îíà è
íåâåðíà) è òåì ñàìûì äîïóñòèì îøèáêó âòîðîãî ðîäà.

Ïðèì å ð 17.1.1 (îá ýôôåêòå èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöè-
àëüíîé ñåÿëêè). Ñ öåëüþ îáíàðóæåíèÿ ýôôåêòà èñïîëü-
çîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè, 10 ó÷àñòêîâ çåìëè çàñåÿ-
ëè îáûêíîâåííîé ñåÿëêîé è 10 � ñïåöèàëüíîé, à çàòåì
ñðàâíèëè ïîëó÷åííûå óðîæàè. 20 ó÷àñòêîâ îäèíàêîâîé
ïëîùàäè áûëè ðàçäåëåíû íà ïàðû, ïðè÷åì â êàæäóþ ïà-
ðó âõîäèëè ñìåæíûå ó÷àñòêè. Âîïðîñ î òîì, êàêîé èç
äâóõ ñìåæíûõ ó÷àñòêîâ äîëæåí îáðàáàòûâàòüñÿ ñïå-
öèàëüíîþ ìàøèíîé, ðåøàëñÿ ïîäáðàñûâàíèåì ìîíåòû.
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðàçíîñòè óðîæàåâ ñ ïàð ñìåæíûõ
ó÷àñòêîâ, çàñåÿííûõ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêîé è îáûêíîâåí-
íîé.

Íîìåð Ðàçíîñòü Íîìåð Ðàçíîñòü
ïàðû óðîæàåâ ïàðû óðîæàåâ
1 2,4 6 1,6
2 1,0 7 −0,4
3 0,7 8 1,1
4 0,0 9 0,1
5 1,1 10 0,7
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Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î íàëè÷èè
ýôôåêòà èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè, äðóãèìè ñëî-
âàìè, äàåò ëè èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè ïðèáàâ-
êó ê óðîæàþ?

Ðåøåíè å. Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Èìååì 10
íåçàâèñèìûõ íàáëþäåíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ñì. òàá-
ëèöó) � ðåàëèçàöèþ ξ1(ω), ξ2(ω), . . . , ξ10(ω) âûáîðêè ξ1, ξ2,
. . . , ξ10 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 (ïðåäïîëî-
æåíèå îòíîñèòåëüíî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðåçóëü-
òàòîâ èçìåðåíèé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïðàâäûâàåòñÿ),
ïàðàìåòðû a è σ2 ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíû. Îòíî-
ñèòåëüíî ïàðàìåòðà a ðàñïðåäåëåíèÿ Na;σ2 âûäâèãàåòñÿ
ãèïîòåçà H0: a = 0 (ê ñîæàëåíèþ, îáèäíàÿ äëÿ ðàçðàáîò-
÷èêîâ íîâîé ñåÿëêè). Àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: a > 0
(ñïåöèàëüíàÿ ñåÿëêà êîíñòðóèðîâàëàñü äëÿ ïîâûøåíèÿ
óðîæàéíîñòè). Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0: a = 0 â ïîëüçó
àëüòåðíàòèâû a > 0 áóäåì òðàêòîâàòü êàê íàëè÷èå ýô-
ôåêòà èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè, íåîòêëîíåíèå
� êàê îòñóòñòâèå ýôôåêòà.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0. Â ñîîòâåòñòâèè ñ
êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: a = a0
ïðè àëüòåðíàòèâå a > a0 âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå

t = (ξ − a0)
/ s√

n

è ñðàâíèâàåì åãî ñ tα;(n−1) � âåðõíèì α-ïðåäåëîì t(n−1)-
ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè

t = (ξ − a0)
/ s√

n
> tα;(n−1),

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 10,

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi =
1

10
(2,4 + 1,0 + . . .+ 0,7) = 0,83;
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s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)
2

=
1

9
((2,4− 0,83)2+

+(1,0− 0,83)2 + . . .+ (0,7− 0,83)2) = 0,667;

t = ξ
/√s2

n
= 0,83

/√0,667

10
= 3,22.

Òàêèì îáðàçîì,

t = ξ
/ s√

n
= 3,22 > 2,26 = t0,025;9.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà ãèïîòåçó H0:
a = 0 îòêëîíÿåì â ïîëüçó àëüòåðíàòèâû a > 0. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ãèïîòåçà î òîì, ÷òî âûáîðêà ïîëó÷åíà èç íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì íóëü, ïðîòèâîðå÷èò
èìåþùèìñÿ äàííûì.

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê.
Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàçíîñòü óðîæàåâ ñ ó÷àñòêîâ,
çàñåÿííûõ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêîé è îáû÷íîé, íåñóùåñòâåí-
íî îòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ, ïðîòèâîðå÷èò èìåþùèìñÿ äàí-
íûì. Äëÿ ñåÿëêè, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîé íå äàåò ýôôåê-
òà, óêëîíåíèÿ ðàçíîñòè óðîæàåâ îò íóëÿ, ïðèâåäåííûå â
òàáëèöå, íåâîçìîæíû (òî÷íåå, âîçìîæíû, íî êðàéíå ðåä-
êî). Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñïåðèìåíò äàåò îñíîâàíèÿ óòâåð-
æäàòü: ýôôåêò èñïîëüçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè ñóùå-
ñòâóåò. (Ê ðàäîñòè ðàçðàáîò÷èêîâ ñïåöèàëüíîé ñåÿëêè.)

17.2 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû H0: aξ = aη

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) è η(ω) = (η1(ω), η2(ω), . . . , ηm(ω)) � ðåàëèçà-
öèè íåçàâèñèìûõ âûáîðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è η = (η1, η2,
. . . , ηm) ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ2 è Naη ;σ2 .
Ñðåäíèå aξ è aη è äèñïåðñèÿ σ2 (îäíà è òà æå äëÿ îáîèõ
ðàñïðåäåëåíèé) íåèçâåñòíû.

Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ aξ è aη âûäâèãàåòñÿ ãèïîòå-
çà H0: aξ = aη èëè, ÷òî òî æå, ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm
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� âûáîðêè èç îäíîãî è òîãî æå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ. Àëüòåðíàòèâà ê ãèïîòåçå H0 ìîæåò áûòü êàê îä-
íîñòîðîííåé: åñëè aξ 6= aη, òî aξ > aη (îíà ìîæåò áûòü
è òàêîé: aξ < aη), òàê è äâóñòîðîííåé: åñëè aξ 6= aη, òî
aξ > aη èëè aξ < aη. Àëüòåðíàòèâà â êàæäîé çàäà÷å ñâîÿ.

Íåîáõîäèìî ïî âûáîðêàì ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm
ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ2 è Naη ;σ2 ñäåëàòü
âûâîä: îòêëîíÿòü ãèïîòåçó H0 èëè íåò.

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ.
Íåçàâèñèìî îò òîãî, âåðíà èëè íåò ãèïîòåçà H0: aξ = aη,
îöåíêè ξ è η ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåííûìè è ñîñòîÿòåëüíû-
ìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ aξ è aη, à ñëå-
äîâàòåëüíî ξ − η ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé
îöåíêîé aξ − aη. Ïîýòîìó, åñëè aξ = aη (ãèïîòåçà H0 âåð-
íà), ðàçíîñòü ξ − η ìàëî óêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ, åñëè ãèïî-
òåçà H0 íåâåðíà, óêëîíåíèå ðàçíîñòè îò íóëÿ áîëüøîå.
È äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: aξ = aη åñòåñòâåííî âû÷èñ-
ëèòü ðàçíîñòü ξ−η è â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå çíà÷å-
íèå îíà ïðèíÿëà: áîëüøîå èëè ìàëîå � îòêëîíÿòü èëè íå
îòêëîíÿòü ãèïîòåçó H0. (Íàì áóäåò óäîáíî íîðìèðîâàòü

ξ − η âåëè÷èíîé s
√
n+m
nm è ðàññìàòðèâàòü íîðìèðîâàí-

íîå óêëîíåíèå t = (ξ − η)
/(
s
√
n+m
nm

)
, ãäå s2 îïðåäåëÿ-

åòñÿ ðàâåíñòâîì (17.2.2).) ×òîáû òàê ìîæíî áûëî ïîñòó-
ïàòü, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü ãðàíèöû, îòäåëÿþùèå áîëü-
øèå çíà÷åíèÿ t îò ìàëûõ, à äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî çíàòü,
êàêèå çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò óêëîíåíèå

t = (ξ − η)
/(

s

√
n+m

nm

)

(à â èäåàëå íàéòè ðàñïðåäåëåíèå t), êîãäà ãèïîòåçà H0

âåðíà è êîãäà îíà íåâåðíà (èëè ïî ìåíüøåé ìåðå, êîãäà
ãèïîòåçà H0 âåðíà).

Åñëè ãèïîòåçà H0: aξ = aη âåðíà, íîðìèðîâàííàÿ ðàç-
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íîñòü t, êîòîðóþ â ýòîì ñëó÷àå îáîçíà÷èì ÷åðåç tn+m−2:

tn+m−2 = (ξ − η)
/(

s

√
n+m

nm

)
,

èìååò ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ñ (m+ n− 2) ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

Mt = Mtn+m−2 = 0

è çíà÷åíèÿ óêëîíåíèÿ t = tn+m−2 �ïî÷òè âñåãäà� (ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ 1− 2α) ïðèíàäëåæàò ïðîìåæóòêó

(−tα;(n+m−2), tα;(n+m−2)),

ãäå tα;(n+m−2) � âåðõíèé α-ïðåäåë t-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
n+m− 2 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Åñëè ãèïîòåçà H0: aξ − aη = 0 íåâåðíà (ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè aξ > aη), ðàçíîñòü ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

t = (ξ − η)
/(

s

√
n+m

nm

)
=

= ((ξ−aξ)−(η−aη))
/(

s

√
n+m

nm

)
+(aξ−aη)

/(
s

√
n+m

nm

)
=

= tn+m−2 + (aξ − aη)
/(

s

√
n+m

nm

)
. (17.2.1)

Èç ðàâåíñòâ (17.2.1) ñëåäóåò, ÷òî ïðè n,m→∞

Mt→∞

è

t = tn+m−2 + (ξ − η)
/(

s

√
n+m

nm

)
P−→∞

� êîãäà ãèïîòåçàH0 íåâåðíà, óêëîíåíèå t ïðèíèìàåò áîëü-
øèå çíà÷åíèÿ.
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Â êà÷åñòâå ãðàíèö, îòäåëÿþùèõ áîëüøèå çíà÷åíèÿ óê-
ëîíåíèÿ t îò ìàëûõ, åñòåñòâåííî âûáðàòü ÷èñëà tα;n+m−2,
−tα;n+m−2, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ óêëîíåíèÿ t, ïðèíàäëåæà-
ùèå ïðîìåæóòêó, (−tα;n+m−2, tα;n+m−2), áóäåì êëàññèôè-
öèðîâàòü êàê ìàëûå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � áîëüøèå.

Òåïåðü äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: aξ − aη = 0 âû÷èñ-
ëÿåì çíà÷åíèå íîðìèðîâàííîé ðàçíîñòè

t = (ξ − η)
/(

s

√
n+m

nm

)
è âûÿñíÿåì, áîëüøîå îíî èëè ìàëîå, ñðàâíèâàÿ t ñ ãðà-
íèöàìè −tα;(n+m−2) è tα;(n+m−2), îòäåëÿþùèìè áîëüøèå
çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèÿ t îò ìàëûõ. Åñëè t ïðèíÿëî áîëü-
øîå çíà÷åíèå, ò. å. |t| > tn+m−2, ãèïîòåçó îòêëîíÿåì, â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò.

Íàïîìíèì, ÷òî

s2 =
1

n+m− 2

(
(n− 1)sξ

2 + (m− 1)sη
2
)
, (17.2.2)

ãäå

sξ
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2, sη
2 =

1

m− 1

m∑
i=1

(ηi − η)2.

Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: aξ = aη (î ðàâåíñòâå ñðåäíèõ íîðìàëüíûõ
ðàñïðåäåëåíèé). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm �
íåçàâèñèìûå âûáîðêè ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé
Naξ;σ2 è Naη ;σ2, tα;(n+m−2) � âåðõíèé α-ïðåäåë t-ðàñïðå-
äåëåíèÿ ñ (n+m− 2) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Åñëè ãèïîòåçó H0: aξ = aη îòêëîíÿòü ïðè

|t| = |ξ − η|
/(

s

√
n+m

nm

)
≥ tα;(n+m−2)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 2α ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà
(àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ: aξ < aη èëè aξ > aη).
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Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, íàïðèìåð aξ > aη,
òî t ñðàâíèâàåì ñ tα;(n+m−2): ïðè

t = (ξ − η)
/(

s

√
n+m

nm

)
≥ tα;(n+m−2)

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè îäíîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).

Ïðèì å ð 17.2.1. Íèæå ïðèâåäåíû äàííûå èçìåðåíèÿ
íåðîâíîñòåé ïîâåðõíîñòè îäíîé è òîé æå ÷èñòîòû îá-
ðàáîòêè ñ ïîìîùüþ äâóõ äâîéíûõ ìèêðîñêîïîâ.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó ïîêàçàíèÿìè ïðè-
áîðîâ íåò ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ?

Ìèêðîñêîï I: 0,8; 1,9; 3,0; 3,5; 3,8; 2,5; 1,7; 0,9; 1,0; 2,3;
3,3; 3,4.

Ìèêðîñêîï II: 1,4; 2,1; 3,1; 3,6; 2,7; 1,7; 1,1; 0,2; 1,6; 2,8;
4,0; 4,7.

Ð åø å í è å. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç
ξ1, ξ2, . . . , ξn äàííûå èçìåðåíèé, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ
ïåðâîãî ìèêðîñêîïà, ÷åðåç η1, η2, . . . , ηm � âòîðîãî.

Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ýòó çà-
äà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Èìåþòñÿ ðåàëèçàöèè
äâóõ íåçàâèñèìûõ âûáîðîê ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm
ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ2 è Naη ;σ2 (ïðåä-
ïîëîæåíèå î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ðåçóëüòàòîâ èç-
ìåðåíèé â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îïðàâäûâàåò ñåáÿ). Îò-
íîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ aξ è aη âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0:
aξ = aη. Ýòî ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêîãî
ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó ïîêàçàíèÿìè ïðèáîðîâ. Àïðèîðè, åñ-
ëè aξ 6= aη, òî ìîæåò áûòü êàê aξ < aη, òàê è aξ > aη;
ïîýòîìó àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ. Îòêëîíåíèå ãèïîòå-
çû H0 â ïîëüçó ýòîé àëüòåðíàòèâû èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê
íàëè÷èå ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ ïîêàçàíèé ïðè-
áîðîâ, íåîòêëîíåíèå � êàê îòñóòñòâèå ðàñõîæäåíèé ïî-
êàçàíèé.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòå-
çû H0: aξ = aη ïðè äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå aξ < aη
èëè aξ > aη íåîáõîäèìî ñðàâíèòü çíà÷åíèå

|t| = |ξ − η|

/(
s

√
n+m

nm

)
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ñ tα;(n+m−2) � âåðõíèì α-ïðåäåëîì t(n+m−2)-ðàñïðåäåëåíèÿ.
Åñëè

|t| = |ξ − η|

/(
s

√
n+m

nm

)
≥ tα;(n+m−2),

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ 2α).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 12, m = 12,

ξ =
1

12
(0,8 + 1,9 + . . .+ 3,4) = 2,34;

η =
1

12
(1,4 + 2,1 + . . .+ 4,7) = 2,42;

s2 =
1

n+m− 2
((n− 1)sξ

2 + (m− 1)sη
2) = 1,44,

ãäå

sξ
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2, sη
2 =

1

m− 1

m∑
i=1

(ηi − η)2;

|t| = |ξ − η|
/(

s

√
n+m

nm

)
=

= |2,42− 2,34|
/√1,44(12 + 12)

(12 · 12)
= 0,16.

Òàêèì îáðàçîì,

|t| = 0,16 < 2,074 = t0,025; 22.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà ãèïîòåçóH0 î ðà-
âåíñòâå aξ = aη íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè íå îòêëîíÿ-
åì.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî òðàêòîâàòü òàê. Ïðåäïîëîæå-
íèå îá îòñóòñòâèè ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó
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ïîêàçàíèÿìè ìèêðîñêîïîâ íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåí-
òàëüíûì äàííûì. Òàêèå ïîêàçàíèÿ âïîëíå ìîãëè áûòü
ïîëó÷åíû ïðè ðàáîòå ñ îäíèì è òåì æå ïðèáîðîì. Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé ãîâîðèòü
î ñóùåñòâîâàíèè ñèñòåìàòè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ ìåæäó
ïîêàçàíèÿìè ìèêðîñêîïîâ.

17.3 Ïðîâåðêà ãèïîòåçû
H0: σ

2/σ2
0 = 1

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç
Na;σ2 . Ïàðàìåòðû a è σ2 íåèçâåñòíû. Îòíîñèòåëüíî çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà σ2 âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

H0 : σ2/σ2
0 = 1.

Àëüòåðíàòèâà ê ãèïîòåçå H0: σ2/σ2
0 = 1 ìîæåò áûòü êàê

îäíîñòîðîííåé: åñëè σ2/σ2
0 6= 1, òî σ2/σ2

0 > 1 (îíà ìî-
æåò áûòü è òàêîé: σ2/σ2

0 < 1), òàê è äâóñòîðîííåé: åñëè
σ2/σ2

0 6= 1, òî σ2/σ2
0 > 1 èëè σ2/σ2

0 < 1. Àëüòåðíàòèâà â
êàæäîé çàäà÷å ñâîÿ.

Íåîáõîäèìî ïî ðåàëèçàöèè ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç Na;σ2 ïðèéòè ê
âûâîäó: îòêëîíÿòü ãèïîòåçó H0 èëè íåò.

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ.
Íåçàâèñèìî îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0: σ2/σ2

0 = 1 èëè
íåò,

s2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2

ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé ïàðàìåò-
ðà σ2. Ïîýòîìó åñëè ãèïîòåçà H0: σ2/σ2

0 = 1 âåðíà, îò-
íîøåíèå s2/σ2

0 = s2/σ2 ìàëî óêëîíÿåòñÿ îò 1 ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ îòíîøåíèåì s2/σ2

0, êîãäà ãèïîòåçà H0: σ2/σ2
0 =

= 1 íåâåðíà. À èìåííî, åñëè σ2/σ2
0 = 1, òî M(s2/σ2

0) =
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M(s2/σ2) = 1 è s2/σ2
0

P→ σ2/σ2
0 = 1. À åñëè σ2/σ2

0 6= 1,

òî M(s2/σ2
0) = σ2/σ2

0 6= 1 è s2/σ2
0

P→ σ2/σ2
0 6= 1. Ïîýòî-

ìó êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: σ2/σ2
0 = 1 åñòå-

ñòâåííî ñòðîèòü, ñðàâíèâàÿ îòíîøåíèå s2/σ2
0 ñ 1. Åñëè

îòíîøåíèå s2/σ2
0 ñóùåñòâåííî óêëîíÿåòñÿ îò 1, òî ãèïî-

òåçó H0: σ2/σ2
0 = 1 åñòåñòâåííî îòêëîíÿòü, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå � íåò. Ãðàíèöû, îòäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ s2/σ2
0, ñó-

ùåñòâåííî óêëîíÿþùèåñÿ îò 1, îò çíà÷åíèé s2/σ2
0, ìàëî

(äîïóñòèìî) óêëîíÿþùèõñÿ îò 1, óñòàíàâëèâàþòñÿ íà îñ-
íîâàíèè òîãî, ÷òî äëÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç Na;σ2

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

(n− 1)s2/σ2

èìååò ðàñïðåäåëåíèå χ2 ñ (n− 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (îò-
íîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 ñì. ãë. 22).

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: σ
2

σ2
0

= 1.

Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç Na;σ2 , χ2
β;(n−1) �

âåðõíèé β-ïðåäåë χ2
(n−1)-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Åñëè ãèïîòåçó H0: σ2/σ2
0 = 1 îòêëîíÿòü ïðè

s2

σ2
0

6∈
(

1

n− 1
χ2

(1−α);(n−1),
1

n− 1
χ2
α;(n−1)

)
è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 2α ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà
(àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ: σ2/σ2

0 < 1 èëè σ2/σ2
0 > 1).

Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, íàïðèìåð
σ2/σ2

0 > 1, òî ïðè

s2

σ2
0

>
1

n− 1
χ2
α;(n−1)

ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò (óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè îäíîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ ðàâåí α).
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17.4 Ïðîâåðêà ãèïîòåçûH0: σ
2
ξ/σ

2
η = 1

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) è η(ω) = (η1(ω), η2(ω), . . . , ηm(ω)) � ðåàëèçà-
öèè íåçàâèñèìûõ âûáîðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è η = (η1, η2,
. . . , ηm) ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ

2
ξ
è Naη ;σ2

η
.

Ïàðàìåòðû aξ, aη, σ2
ξ è σ2

η íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
íåèçâåñòíû. Îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé σ2

ξ è σ
2
η âûäâèãàåòñÿ

ãèïîòåçà
H0 : σ2

ξ/σ
2
η = 1

èëè, ÷òî òî æå, âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è η = (η1, η2, . . .
. . . , ηm) ïîëó÷åíû èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ îä-
íîé è òîé æå äèñïåðñèåé. Àëüòåðíàòèâà ê ãèïîòåçå H0:
σ2
ξ/σ

2
η = 1 ìîæåò áûòü êàê îäíîñòîðîííåé: åñëè σ2

ξ/σ
2
η 6= 1,

òî σ2
ξ/σ

2
η > 1 (îíà ìîæåò áûòü è òàêîé: σ2

ξ/σ
2
η < 1),

òàê è äâóñòîðîííåé: åñëè σ2
ξ/σ

2
η 6= 1, òî σ2

ξ/σ
2
η < 1 èëè

σ2
ξ/σ

2
η > 1. Âûáîð àëüòåðíàòèâû îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòàâëåí-

íîé çàäà÷åé.
Íåîáõîäèìî ïî ðåàëèçàöèÿì âûáîðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . .

. . . , ξn) è η = (η1, η2, . . . , ηm) èç ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ
2
ξ
è

Naη ;σ2
η
ñîîòâåòñòâåííî ïðèéòè ê âûâîäó: îòêëîíÿòü ãèïî-

òåçó H0 èëè íåò.

Âûáîð ñòàòèñòèêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ.
Íåçàâèñèìî îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0: σ2

ξ/σ
2
η = 1 èëè

íåò,

s2
ξ =

1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)
2
è s2

η =
1

m− 1

m∑
i=1

(ηi − η)2

ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿòåëüíûìè îöåíêàìè ñîîòâåòñòâåííî ïà-

ðàìåòðîâ σ2
ξ è σ2

η, à ïîýòîìó s2
ξ

/
s2
η ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿò-

íîñòè ê σ2
ξ

/
σ2
η, êîãäà n → ∞, m → ∞. Ñëåäîâàòåëüíî,

åñëè σ2
ξ/σ

2
η = 1, òî îòíîøåíèå s2

ξ

/
s2
η ïðè áîëüøèõ n è
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m ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò σ2
ξ

/
σ2
η = 1. Åñëè æå σ2

ξ

/
σ2
η 6= 1,

òî îòíîøåíèå s2
ξ

/
s2
η, áóäó÷è áëèçêèì ê σ2

ξ

/
σ2
η, îò 1 îò-

ëè÷àåòñÿ ñóùåñòâåííî. Ïîýòîìó êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0:σ2

ξ/σ
2
η = 1 åñòåñòâåííî ñòðîèòü, ñðàâíèâàÿ

îòíîøåíèå s2
ξ

/
s2
η ñ 1: åñëè ýòî îòíîøåíèå ñóùåñòâåííî

îòëè÷àåòñÿ îò 1, òî ãèïîòåçó H0 åñòåñòâåííî îòêëîíÿòü,
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò. Ãðàíèöû, îòäåëÿþùèå çíà÷å-

íèÿ s2
ξ

/
s2
η, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèåñÿ îò 1, îò çíà÷åíèé

s2
ξ

/
s2
η, êîòîðûå ìàëî (äîïóñòèìî) îòëè÷àþòñÿ îò 1, óñòà-

íàâëèâàþòñÿ íà îñíîâàíèè òîãî, ÷òî ïðè σ2
ξ

/
σ2
η = 1 (ò. å.

êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà s2
ξ

/
s2
η èìå-

åò F -ðàñïðåäåëåíèå ñ (n − 1,m − 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû
(îòíîñèòåëüíî F -ðàñïðåäåëåíèÿ ñì. ãë. 22).

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0: σ2
ξ/σ

2
η = 1.

Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm � íåçàâèñèìûå âû-
áîðêè ñîîòâåòñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé Naξ;σ

2
ξ
è Naη ;σ2

η
;

Fβ;s;k � âåðõíèé β-ïðåäåë F -ðàñïðåäåëåíèÿ ñ s, k ñòåïå-
íÿìè ñâîáîäû.

Åñëè ãèïîòåçó H0: σ2
ξ/σ

2
η = 1 îòêëîíÿòü ïðè

s2
ξ

s2
η

6∈
(

1

Fα;(m−1);(n−1)
, Fα;(n−1);(m−1)

)
è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ 2α ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà
(ýòèì êðèòåðèåì ïîëüçóåìñÿ, åñëè àëüòåðíàòèâà äâó-
ñòîðîííÿÿ: σ2

ξ/σ
2
η < 1 èëè σ2

ξ/σ
2
η > 1).

Åñëè àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ, íàïðèìåð
σ2
ξ/σ

2
η > 1, òî ïðè

s2
ξ

s2
η

> Fα;(n−1);(m−1)
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ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå �
íåò (óðîâåíü çíà÷èìîñòè ýòîãî îäíîñòîðîííåãî êðèòå-
ðèÿ ðàâåí α).

Ïðèì å ð 17.4.1. Îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäåë ïðî÷íîñòè íà
ðàçðûâ ìàòåðèàëà íà äâóõ ñòåíäàõ A è B. Ïîëó÷åíû òà-
êèå âûáîðêè çíà÷åíèé ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ.

Ñòåíä A: 1,32; 1,35; 1,32; 1,35; 1,30; 1,30; 1,37; 1,31;
1,39; 1,39.

Ñòåíä B: 1,35; 1,31; 1,31; 1,41; 1,39; 1,37; 1,32; 1,34.
Âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîñòü èç-

ìåðåíèé ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ íà ñòåíäàõ A è B
îäèíàêîâà.

Ðåøåíè å. Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê. Èìååì äâå
ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ âûáîðîê èç íîðìàëüíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé Naξ;σ

2
ξ
è Naη ;σ2

η
(ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè

ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà, ïîëó÷åííàÿ íà ñòåíäå A,
η = (η1, η2, . . . , ηm) � íà ñòåíäå B). Îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ σ2

ξ è σ2
η âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0:

σ2
ξ/σ

2
η = 1 (ýòî ãèïîòåçà îá îäèíàêîâîé òî÷íîñòè èçìå-

ðåíèé íà ñòåíäàõ A è B). Àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ:
σ2
ξ/σ

2
η < 1 èëè σ2

ξ/σ
2
η > 1, ïîñêîëüêó íåò íèêàêîé àïðèîð-

íîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî òî÷íîñòè ðàáîòû ñòåíäîâ
A è B. Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 â ïîëüçó ýòîé àëüòåð-
íàòèâû áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íàëè÷èå îòëè÷èé â
òî÷íîñòè èçìåðåíèé íà ñòåíäàõ, íåîòêëîíåíèå � êàê îò-
ñóòñòâèå îòëè÷èé.

Ñîãëàñíî êðèòåðèþ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0: σ2
ξ/σ

2
η =

= 1 ïðè äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâå ãèïîòåçó H0 îòêëî-
íÿåì, åñëè

s2
ξ

s2
η

6∈
(

1

Fα;(m−1);(n−1)
, Fα;(n−1);(m−1)

)
,

è íå îòêëîíÿåì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå n = 10, m = 8, ξ = 1,34;
η = 1,35,

sξ
2 =

1

n− 1

n∑
i=1

(ξi − ξ)2 = 12,2 · 10−4;

s2
η =

1

m− 1

m∑
j=1

(ηi − η)2 = 14,0 · 10−4;

s2
ξ

s2
η

=
12,2 · 10−4

14,0 · 10−4
= 0,87;

Fα;(n−1);(m−1) = F0,01;9;7 = 6,72;

1

Fα;(m−1);(n−1)
=

1

5,61
= 0,18.

Çíà÷åíèå s2
ξ/s

2
η ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó(

1

Fα;(m−1);(n−1)
, Fα;(n−1);(m−1)

)
= (0,18; 6,72),

ïîýòîìó ãèïîòåçó H0: σ2
ξ/σ

2
η = 1 íà 2%-ì óðîâíå çíà÷è-

ìîñòè íå îòêëîíÿåì.
Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü òàê. Ïðåä-

ïîëîæåíèå (ãèïîòåçà), ÷òî ñòåíäû A è B èìåþò îäèíàêî-
âóþ òî÷íîñòü èçìåðåíèé ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ, íå
ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì. (Òàêèå äàí-
íûå âïîëíå ìîãëè áûòü ïîëó÷åíû ïðè ðàáîòå íà îäíîì è
òîì æå ñòåíäå.) Äðóãèìè ñëîâàìè, ýêñïåðèìåíò íå äàåò
îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî òî÷íîñòü èçìåðåíèé ïðåäåëà
ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ íà ñòåíäàõ A è B ðàçëè÷íà.
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17.5 Çàäà÷è

ÀÇ: 17.1, 17.6, 17.8, 17.15.
ÑÇ: 17.4, 17.9, 17.14, 17.33.

Äàëåå, åñëè ýòî íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, ìû áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ÿâëÿþòñÿ âû-
áîðêàìè èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â áîëüøèíñòâå
ñëó÷àåâ ýòî ïðåäïîëîæåíèå îïðàâäûâàåò ñåáÿ â îïûòå.

17.1. Â òå÷åíèå ëåòíèõ êàíèêóë ãðóïïà èç 10 ó÷åíèêîâ
íàõîäèëàñü â ñïîðòèâíîì ëàãåðå. Â íà÷àëå ñåçîíà è ïîñëå
åãî çàâåðøåíèÿ ó íèõ èçìåðÿëñÿ îáúåì ëåãêèõ (â ìèëëè-
ëèòðàõ). Ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé íåîáõîäèìî ñäåëàòü
âûâîä, ñóùåñòâåííî ëè èçìåíèëñÿ ýòîò ïîêàçàòåëü ïîä
âëèÿíèåì èíòåíñèâíûõ ôèçè÷åñêèõ óïðàæíåíèé.

Îáúåì ëåãêèõ Îáúåì ëåãêèõ
Ó÷å- Â íà- Ïîñëå Ó÷å- Â íà- Ïîñëå

íèê ÷àëå îêîí÷àíèÿ íèê ÷àëå îêîí÷àíèÿ

ñåçîíà ñåçîíà ñåçîíà ñåçîíà
1 3400 3800 6 3100 3200
2 3600 3700 7 3200 3200
3 3000 3300 8 3400 3300
4 3500 3600 9 3200 3500
5 2900 3100 10 3400 3600

17.2. Ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè
äâóõ âèäîâ êðàñêè (A è B), ïðîâåëè ñëåäóþùèé ýêñïåðè-
ìåíò: èç 10 âûáðàííûõ íàóäà÷ó ïðîáíûõ îáðàçöîâ ïÿòü
ïîêðàñèëè îäíîé êðàñêîé, îñòàëüíûå � äðóãîé è èçìåðè-
ëè èõ îòðàæàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü ñ ïîìîùüþ îïòè÷åñêî-
ãî ïðèáîðà. Ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Êðàñêà A: 195; 150; 205; 120; 160.
Êðàñêà B: 200; 115; 220; 185; 170.
Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î ðàçëè÷èè îòðàæà-

òåëüíûõ ñïîñîáíîñòåé êðàñîê?
17.3. Îäèí èç ìåòîäîâ êîëè÷åñòâåííîãî àíàëèçà ñòå-

ïåíè èçíîñà øèíû ñîñòîèò â èçìåðåíèè ãëóáèíû ïðîíèê-
íîâåíèÿ ùóïà1 â îïðåäåëåííîì ìåñòå øèíû. Èìååòñÿ ïî-
äîçðåíèå, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü äèñïåðñèè èçìåðåíèé

1Çäåñü ùóï � òîíêàÿ ïðîäîëãîâàòàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà
ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû.
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ñâÿçàíà ñ äåéñòâèÿìè êîíòðîëåðîâ. ×òîáû âûäåëèòü èç
îáùåé äèñïåðñèè èçìåðåíèé óêàçàííóþ ÷àñòü, äâóì êîí-
òðîëåðàì (X è Y ) ïðåäëîæèëè ïðîâåñòè ïî 12 èçìåðåíèé
â îäíîé è òîé æå òî÷êå øèíû. Ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ðå-
çóëüòàòû.

Êîíòðîëåð X: 121; 121; 126; 130; 127; 131; 127; 124;
125; 119; 126; 123.

Êîíòðîëåð Y : 120; 129; 128; 136; 117; 138; 124; 119; 136;
136; 134; 132.

Ñóùåñòâåííî ëè îòëè÷àþòñÿ äèñïåðñèè èçìåðåíèé, ïðî-
âåäåííûõ êîíòðîëåðàìè X è Y ?

17.4. Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà ýëåêòðè÷åñêèå ñ÷åò÷è-
êè ñ âðàùàþùèìñÿ äèñêîì áûëè îòðåãóëèðîâàíû òàê, ÷òî
èõ ðàáîòà ñòàëà ñèíõðîííîé ñ ðàáîòîé ñòàíäàðòíîãî ñ÷åò-
÷èêà (ðàáîòà ñ÷åò÷èêà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïîñòîÿííîé, ðàâ-
íîé 1,000). Ïðîâåðêà 10 ñ÷åò÷èêîâ, ñîñòîÿùàÿ â îïðåäå-
ëåíèè èõ ïîñòîÿííîé ñ ïîìîùüþ òî÷íûõ âàòòìåòðîâ è
ñåêóíäîìåðîâ, ïîêàçàëà ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Íîìåð Çíà÷åíèå Íîìåð Çíà÷åíèå
ñ÷åò÷èêà ïîñòîÿííîé ñ÷åò÷èêà ïîñòîÿííîé

1 0,983 6 0,988
2 1,002 7 0,994
3 0,998 8 0,991
4 0,996 9 1,005
5 1,003 10 0,986

Ìîæíî ëè îòêëîíåíèÿ îò ñòàíäàðòà ðàññìàòðèâàòü
êàê ñëó÷àéíûå, èëè, íàïðîòèâ, ðåçóëüòàòû óêàçûâàþò íà
òî, ÷òî ïîñòîÿííàÿ îòðåãóëèðîâàííûõ ñ÷åò÷èêîâ ñèñòåìà-
òè÷åñêè óêëîíÿåòñÿ îò ïîñòîÿííîé ñòàíäàðòíîãî ñ÷åò÷è-
êà?

Äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ, ïðîâåðèâ ãèïîòåçó î òîì,
÷òî 10 èçìåðåíèé îáðàçóþò âûáîðêó, ïîëó÷åííóþ èç íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì 1,000.

17.5. Ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ äâóõ ñîðòîâ ñòàëè (I è II) íà
ñïîñîáíîñòü ê ãëóáîêîìó îòïóñêó, èçãîòîâèëè ïî ñåìü îá-
ðàçöîâ èç êàæäîãî ñîðòà è èñïûòàëè èõ ïî ìåòîäó Ýðèê-
ñîíà, ñîãëàñíî êîòîðîìó â îáðàçåö âäàâëèâàåòñÿ êîíóñ ñ
øàðîâûì íàêîíå÷íèêîì. Ãëóáèíó ïðîíèêíîâåíèÿ øàðèêà
èçìåðÿþò â ìèëëèìåòðàõ. Ðåçóëüòàòû èñïûòàíèé ïðèâå-
äåíû íèæå.
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Ñòàëü ñîðòà I: 10,85; 10,24; 10,48; 10,35; 11,07; 9,54;
11,18.

Ñòàëü ñîðòà II: 11,05; 10,07; 10,03; 10,57; 10,27; 9,97;
9,92.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî îáà ñîðòà ñòàëè èìåþò îäèíà-
êîâóþ ñïîñîáíîñòü ê ãëóáîêîìó îòïóñêó?

Ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó, ñôîðìóëèðîâàâ åå êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

17.6.Ìàññà óïàêîâêè ñ íàòóðàëüíûì êðàñèòåëåì äîë-
æíà ñîñòàâëÿòü 50 êã, à äèñïåðñèÿ ìàññû óïàêîâêè íå
äîëæíà ïðåâûøàòü 0,01 êã2. Âçâåøèâàíèå 10 óïàêîâîê
äàëî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: 50,10; 50,07; 49,93; 49,81;
49,70; 49,76; 50,08; 50,18; 49,79; 51,02 (ìàññà â êèëîãðàì-
ìàõ).

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î òîì, ÷òî
óêàçàííûå òðåáîâàíèÿ

1◦ ê ìàññå óïàêîâêè,
2◦ ê äèñïåðñèè ìàññû óïàêîâêè

âûïîëíÿþòñÿ?
17.7. Ïðèâåäåííûå íèæå äàííûå õàðàêòåðèçóþò òâåð-

äîñòü 14 îáðàçöîâ ñïëàâà â óñëîâíûõ åäèíèöàõ: 12,1; 13,7;
11,0; 11,6; 11,9; 13,4; 12,2; 12,5; 11,9; 11,5; 12,9; 13,0; 10,5;
11,7.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òâåðäîñòü ñïëàâà ðàñïðåäåëåíà íîð-
ìàëüíî. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäíåå a íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî 12,0?

17.8. Èññëåäîâàëàñü âîçìîæíîñòü ñíèæåíèÿ çàòðàò
íà ðàçâåäêó çàëåæåé çîëîòà íà îäíîì èç ó÷àñòêîâ ðàññûï-
íîãî ìåñòîðîæäåíèÿ. Ñ ýòîé öåëüþ âìåñòî ÷àñòè çàïëà-
íèðîâàííûõ äëÿ çàêëàäêè øóðôîâ ïðîáóðèëè ñêâàæèíû
óäàðíî-êàíàòíîãî áóðåíèÿ (çàòðàòû íà áóðåíèå ìåíüøå).
Ïîëó÷èëè òàêèå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé íà ñîäåðæàíèå
çîëîòà â îáðàçöàõ ïîðîä èç øóðôîâ è ñêâàæèí (ñîäåðæà-
íèå çîëîòà â ìèëëèãðàììàõ íà êóáè÷åñêèé ìåòð ïîðîäû).

Ñêâàæèíû: 322; 250; 225; 315; 399; 348; 192; 375; 381;
538; 198; 317; 293.

Øóðôû: 478; 299; 541; 457; 251; 221; 548; 431; 397; 462;
457; 251; 221; 548.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé îá-
ðàçöîâ íà ñîäåðæàíèå çîëîòà èç ñêâàæèí è èç øóðôîâ
îòëè÷àþòñÿ íåñóùåñòâåííî?
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17.9. Íà ñòàíêå-àâòîìàòå ïðîèçâîäèòñÿ îäèí âèä ïðî-
äóêöèè. Êðèòè÷åñêèì ðàçìåðîì èçäåëèé ÿâëÿåòñÿ âíåø-
íèé äèàìåòð. Ïîñëå íàñòðîéêè ñòàíêà îòîáðàëè 20 èç-
äåëèé. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ
ðàçìåðà âíåøíåãî äèàìåòðà ñîñòàâëÿåò 0,84 ìì2. ×åðåç
îïðåäåëåííîå âðåìÿ äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ðàáîòû ñòàí-
êà îòîáðàëè 15 èçäåëèé. Âû÷èñëåííàÿ ïî íèì âûáîðî÷íàÿ
äèñïåðñèÿ îêàçàëàñü ðàâíîé 1,07 ìì2.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå îá èçìåíå-
íèè òî÷íîñòè ðàáîòû ñòàíêà?

17.10. Ïðîâåðÿëàñü ñêîðîñòü ïîëèìåðèçàöèè íà íå-
ñêîëüêèõ îáðàçöàõ ïîëèìåðà. Ðàñ÷åòíàÿ ñêîðîñòü ïîëè-
ìåðèçàöèè ðàâíà 24%. Â âîñüìè ýêñïåðèìåíòàõ ïîëó÷åíû
òàêèå ðåçóëüòàòû (â %): 23,6; 22,8; 25,7; 24,8; 26,4; 24,3;
23,9; 25,0.

Èìåþòñÿ ëè îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ ñêî-
ðîñòü ïîëèìåðèçàöèè ñîãëàñóåòñÿ ñ ýòèìè äàííûìè?

17.11. Ñ öåëüþ ïðîâåðêè âëèÿíèÿ ñïåöèàëüíîãî ñïî-
ñîáà ïðèãîòîâëåíèÿ áåòîíà íà åãî ïðî÷íîñòü ïðîâåëè ýêñ-
ïåðèìåíò. Èç äàííîé ïàðòèè ñûðüÿ âçÿëè øåñòü ïîðöèé.
Çàòåì ïîðöèè ñëó÷àéíûì îáðàçîì ðàçäåëèëè íà äâå ãðóï-
ïû ïî òðè â êàæäîé. Ïîñëå ýòîãî ñûðüå îäíîé ãðóïïû ïîä-
âåðãëè ñïåöèàëüíîé îáðàáîòêå è èç êàæäîé ïîðöèè èçãî-
òîâèëè ïðîáíûé êóá. Ïîñëå 28-äíåâíîé âûäåðæêè øåñòè
ïðîáíûõ êóáîâ îïðåäåëèëè èõ ñîïðîòèâëåíèå íà ñæàòèå.
Ðåãèñòðèðîâàëè çíà÷åíèÿ íàãðóçîê, ïðè êîòîðûõ ïðîèñ-
õîäèò ðàçðóøåíèå îáðàçöîâ (ïðåäåë ïðî÷íîñòè íà ñæà-
òèå). Ïîëó÷èëè òàêèå ðåçóëüòàòû.

Áåòîí (áåç îáðàáîòêè) 290 311 284
Áåòîí (ñ îáðàáîòêîé) 309 318 318

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î íàëè÷èè ýôôåêòà
ñïåöèàëüíîé îáðàáîòêè áåòîíà?

17.12. Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âûõîäà íåæåëàòåëüíî-
ãî ïîáî÷íîãî ïðîäóêòà èñïîëüçîâàëè êàòàëèçàòîðû A è
B. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ áûëè ïîëó÷åíû âûáîðêè âûõîäà
íåæåëàòåëüíîãî ïðîäóêòà (â %).

Êàòàëèçàòîð A: 41; 52; 29; 43; 38; 45; 52; 42; 36.
Êàòàëèçàòîð B: 40; 27; 59; 42; 25; 58; 42; 26; 37.
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Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ðàçáðîñ âûõîäà íåæåëàòåëü-
íîãî ïðîäóêòà (ðàçáðîñ õàðàêòåðèçóåòñÿ äèñïåðñèåé) ïðè
èñïîëüçîâàíèè êàòàëèçàòîðîâ A è B îäèíàêîâûé?

17.13. Íà êîìïüþòåðå ìîäåëèðóåòñÿ íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè
ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû: 2,41; 2,26; 2,10; 2,53; 1,96; 1,31;
2,32; 2,66.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âûáîðêà ïîëó÷åíà èç íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì 2,5?

17.14. Â êëàññå 20 äåòåé, èç íèõ íàóäà÷ó îòîáðàëè 10,
êîòîðûì åæåäíåâíî íà÷àëè äàâàòü àïåëüñèíîâûé ñîê. Îñ-
òàëüíûå 10 ó÷åíèêîâ åæåäíåâíî ïîëó÷àëè ìîëîêî. ×åðåç
íåêîòîðîå âðåìÿ çàôèêñèðîâàëè ñëåäóþùåå óâåëè÷åíèå
âåñà äåòåé â ôóíòàõ (1 ôóíò = 453,6 ã).

Ñîê 4,0 2,5 3,5 4,0 1,5 1,0 3,5 3,0 2,5 3,5
Ìîëîêî 1,5 3,5 2,5 3,0 2, 5 2,0 2,0 2,5 1,5 3,0

Ñðåäíåå óâåëè÷åíèå âåñà íà îäíîãî ó÷åíèêà â ãðóïïå,
ãäå äàâàëè àïåëüñèíîâûé ñîê, ñîñòàâèëî 2,9 ôóíòà, à â
ãðóïïå, ãäå äàâàëè ìîëîêî, � 2,4. Ñóùåñòâåííî ëè îòëè-
÷àåòñÿ óâåëè÷åíèå ñðåäíåãî âåñà äåòåé â ãðóïïàõ?

17.15. Áûëè èçìåðåíû íåðîâíîñòè ïîâåðõíîñòè ñ ðå-
ãóëÿðíûì ïðîôèëåì (îäíîãî è òîãî æå óðîâíÿ ÷èñòîòû)
ñ ïîìîùüþ äâîéíûõ ìèêðîñêîïîâ (I è II). Ïðè ýòîì ïî-
ëó÷åíû òàêèå ðåçóëüòàòû.

Ìèêðîñêîï I: 0,8; 2,0; 3,1; 3,5; 2,1; 1,7; 0,9; 1,1; 3,3.
Ìèêðîñêîï II: 0,7; 2,1; 3,1; 0,9; 3,6; 2,7; 0,8; 4,7; 0,3; 4,1;

2,8; 0,6.
Âûÿñíèòü, ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîñòü èçìåðåíèé

êàæäûì ìèêðîñêîïîì îäèíàêîâà? (Òî÷íîñòü èçìåðåíèé
õàðàêòåðèçóåòñÿ äèñïåðñèåé.)

17.16.Íîìèíàëüíîå ñîïðîòèâëåíèå ïðîèçâîäèìûõ ðå-
çèñòîðîâ 2000 Îì. Ñ öåëüþ êîíòðîëÿ îòîáðàëè ïàðòèþ èç
12 ðåçèñòîðîâ. Ïîñëå èçìåðåíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ êàæäîãî
ïîëó÷èëè òàêèå çíà÷åíèÿ: 2130; 2090; 2030; 2080; 1920;
2020; 2015; 2000; 2045; 1940; 1980; 1970.

Ìîæíî ëè îòêëîíåíèÿ îò íîìèíàëà (2000 Îì) ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå (äîïóñòèìûå), èëè, íàïðîòèâ,
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ñîïðî-
òèâëåíèå ðåçèñòîðîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íîìèíà-
ëà?
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17.17. Íà ñòàëåëèòåéíîì çàâîäå äëÿ êîíòðîëÿ ñîäåð-
æàíèÿ ìàðãàíöà â îäíîé èç ìàðîê ñòàëè ñäåëàëè 10 îò-
ëèâêîâ èç êîíâåðòîðà I è ñòîëüêî æå èç êîíâåðòîðà II.
Íèæå ïðèâåäåíî ñîäåðæàíèå ìàðãàíöà (â %) â êàæäîì
îòëèâêå.

Êîíâåðòîð I: 1,20; 1,17; 1,15; 1,21; 1,14; 1,17; 1,18; 1,21;
1,25; 1,14.

Êîíâåðòîð II: 1,39; 1,29; 1,28; 1,34; 1,32; 1,30; 1,28; 1,35;
1,35; 1,30.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü ñîäåðæàíèå ìàðãàíöà â ñòàëè, âû-
ïëàâëåííîé â ýòèõ êîíâåðòîðàõ, îäèíàêîâûì?

17.18. Â öåëÿõ óìåíüøåíèÿ äèñïåðñèè îòðàæàòåëü-
íîé ñïîñîáíîñòè êðàñêè áûëè âíåñåíû èçìåíåíèÿ â òåõíî-
ëîãèþ åå èçãîòîâëåíèÿ. ×òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî òàêèå èçìå-
íåíèÿ â ñàìîì äåëå äàþò ýôôåêò, èçãîòîâèëè 10 ïðîáíûõ
îáðàçöîâ. Ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî îïòè÷åñêîãî ïðèáî-
ðà îïðåäåëèëè îòðàæàòåëüíóþ ñïîñîáíîñòü êðàñêè, èçãî-
òîâëåííîé ïî òðàäèöèîííîé (A) è íîâîé (B) òåõíîëîãèè
(â îòíîñèòåëüíûõ åäèíèöàõ). Ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ðå-
çóëüòàòû.

Òåõíîëîãèÿ A: 40; 45; 195; 65; 145.
Òåõíîëîãèÿ B: 110; 55; 120; 50; 80.
Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå îá èçìåíå-

íèè äèñïåðñèè îòðàæàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè êðàñêè?
17.19. Ñ öåëüþ êîíòðîëÿ íàïðÿæåíèÿ â îñâåòèòåëü-

íîé ñåòè êàæäûé ÷àñ â òå÷åíèå ñóòîê ðåãèñòðèðîâàëè íà-
ïðÿæåíèå (â âîëüòàõ): 220; 222; 220; 220; 220; 222; 220;
218; 218; 220; 220; 222; 222; 220; 218; 220; 222; 216; 218;
214; 210; 218; 223; 215.

Ìîæíî ëè îòêëîíåíèÿ îò ñòàíäàðòà (ñòàíäàðò ðàâåí
220 Â) ðàññìàòðèâàòü êàê ñëó÷àéíûå? Èëè íàîáîðîò, ïðè-
âåäåííûå äàííûå óêàçûâàþò íà ñèñòåìàòè÷åñêîå îòêëî-
íåíèå íàïðÿæåíèÿ îò ñòàíäàðòà?

17.20. Èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèìûå íà ïðîòÿæåíèè ðÿ-
äà ëåò ïîñëå òîãî, êàê â ïðàêòèêå ëûæíîãî ñïîðòà ñòàëà
ïðèìåíÿòüñÿ òåõíèêà êîíüêîâûõ õîäîâ, äàþò îñíîâàíèÿ
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îíà â óñëîâèÿõ ñïåöèàëüíî ïîäãîòîâ-
ëåííîé òðàññû, îáåñïå÷èâàåò íà äèñòàíöèè 15 êì ó ìóæ-
÷èí âûèãðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííîé òåõíèêîé áî-
ëåå ÷åì íà 1 ìèí. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñîðåâíîâà-
íèé (â ìèíóòàõ) äâóõ ãðóïï ëûæíèêîâ (äèñòàíöèÿ 15 êì:
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îäíè ïðîõîäèëè äèñòàíöèþ òðàäèöèîííûì õîäîì, äðóãèå
� êîíüêîâûì).

Òðàäèöèîííûé õîä: 37,02; 36,74; 37,82; 38,12; 36,91;
37,98; 38,21; 37,51; 37,56; 38,03.

Êîíüêîâûé õîä: 35,81; 35,61; 35,02; 35,53; 35,84; 35,12;
36,12; 36,49; 35,62; 36,28.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ýòèõ ñîðåâíîâà-
íèé ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýôôåêò òåõíèêè êîíüêîâûõ õîäîâ
íà äèñòàíöèè 15 êì ñîñòàâëÿåò áîëåå ÷åì 1 ìèí?

17.21. Íà ñòàíêàõ A è B îäíîãî êëàññà òî÷íîñòè èçãî-
òàâëèâàþò îäèíàêîâûå èçäåëèÿ. Êðèòè÷åñêèì ðàçìåðîì
èçäåëèÿ ÿâëÿåòñÿ åãî âíåøíèé äèàìåòð. Íèæå ïðèâåäåíû
çíà÷åíèÿ íåñìåùåííûõ îöåíîê âíåøíåãî äèàìåòðà è åãî
äèñïåðñèè, âû÷èñëåííûå ïî âûáîðêàì îáúåìîâ 15 è 10,
ïîëó÷åííûì ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñòàíêîâ A è B:

ξA = 45,3; s2
A = 1,07; ξB = 46,1; s2

B = 0,84.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î òîì, ÷òî
âíåøíèé äèàìåòð èçäåëèé, èçãîòîâëåííûõ íà ñòàíêàõ A
è B, îäèíàêîâûé?

17.22. Èññëåäîâàëàñü êîððîçèîííàÿ ñòîéêîñòü íåðæà-
âåþùåé ñòàëè 18Cr10Ni2Mo (ñòàëü, ñîäåðæàùàÿ 18% õðî-
ìà, 10% íèêåëÿ, 2% ìîëèáäåíà). Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèëè
íà 12 îáðàçöàõ. Ïðåæäå ÷åì èññëåäîâàòü èõ íà êîððîçè-
îííóþ ñòîéêîñòü, îïðåäåëÿëè ñîäåðæàíèå õðîìà, íèêåëÿ
è ìîëèáäåíà â ñòàëè, èç êîòîðîé áûëè èçãîòîâëåíû îáðàç-
öû. Â ÷àñòíîñòè, ñîäåðæàíèå õðîìà (â ïðîöåíòàõ ìàññû)
â èññëåäóåìûõ îáðàçöàõ áûëî òàêèì: 17,4; 17,9; 17,6; 18,1;
17,6; 18,9; 16,9; 17,5; 17,8; 17,4; 24,6; 21,0.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ äàííûõ óòâåð-
æäàòü, ÷òî ñîäåðæàíèå õðîìà â ñòàëè ñîñòàâëÿåò 18%?

17.23. Â ëàáîðàòîðèè, èçó÷àþùåé âëèÿíèå îêðóæàþ-
ùåé ñðåäû íà ÷åëîâåêà, ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ êîìíàòíîé
òåìïåðàòóðû, ïðè êîòîðîé íàèáîëåå êîìôîðòíî ÷óâñòâó-
þò ñåáÿ ìóæ÷èíû è æåíùèíû, áûëè îáñëåäîâàíû 10 ìóæ-
÷èí è 10 æåíùèí. Ïîëó÷èëè òàêèå çíà÷åíèÿ òåìïåðàòóðû
íàèáîëüøåé êîìôîðòíîñòè (ïî Ôàðåíãåéòó).

Ìóæ÷èíû: 74; 71; 77; 76; 72; 75; 73; 74; 75; 72.
Æåíùèíû: 75; 77; 78; 79; 77; 73; 78; 78; 80; 76.
Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î òîì, ÷òî òåìïåðàòó-

ðà, ïðè êîòîðîé ÷åëîâåê ÷óâñòâóåò ñåáÿ êîìôîðòíî, äëÿ
ìóæ÷èí è æåíùèí îäèíàêîâà?
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Ïðèì å ÷ à í è å. t ◦F= (9/5)t ◦C+ 32, ãäå t ◦F � òåìïå-
ðàòóðà ïî Ôàðåíãåéòó; t ◦C � òåìïåðàòóðà ïî Öåëüñèþ.

17.24. Èçìåðÿÿ ñîïðîòèâëåíèå ïðîâîäà äâóõ òèïîâ
(A è B), ïîëó÷èëè òàêèå äàííûå.

Ïðîâîä A: 0,126; 0,131; 0,126; 0,127; 0,124; 0,130; 0,128;
0,124.

Ïðîâîä B: 0,121; 0,121; 0,124; 0,122; 0,120; 0,124; 0,125;
0,120.

Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ìåæäó ðàçáðîñîì ñîïðîòèâëåíèÿ
ïðîâîäà òèïà A è òèïà B íåò ðàçëè÷èé.

Íå ïðîòèâîðå÷èò ëè ýòî óòâåðæäåíèå èìåþùèìñÿ äàí-
íûì?

17.25. Ðàñ÷åòíàÿ ïðî÷íîñòü íà èçãèá èçãîòîâëåííîé
ðåçèíû ðàâíà 11 óñëîâíûì åäèíèöàì. ×òîáû óáåäèòüñÿ
äåéñòâèòåëüíî ëè ýòî òàê, èñïûòàëè íà èçãèá 16 îáðàçöîâ
ýòîé ðåçèíû.

Ìîæíî ëè ïî ïðèâåäåííûì íèæå äàííûì ïðèéòè ê
âûâîäó, ÷òî èçãîòîâëåíà ðåçèíà ñ îæèäàåìîé ïðî÷íîñòüþ
íà èçãèá?

Ïðî÷íîñòü íà èçãèá: 10,3; 11,1; 11,8; 12,0; 10,8; 13,6;
12,0; 12,5; 11,6; 12,2; 12,3; 12,5; 12,6; 13,7; 13,3; 10,5.

17.26. Â çàäà÷å 17.21 óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñòàíêè, íà
êîòîðûõ èçãîòàâëèâàþòñÿ èçäåëèÿ, èìåþò îäèíàêîâûé
êëàññ òî÷íîñòè. Òàê ëè ýòî â äåéñòâèòåëüíîñòè?

17.27. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ñî-
äåðæàíèÿ ìàðãàíöà â îäíîé èç ìàðîê ñòàëåé. Îæèäàåò-
ñÿ, ÷òî ýòà ìåòîäèêà äàåò ìåíüøèé ðàçáðîñ ðåçóëüòàòîâ
ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííîé. Íèæå ïðèâåäåíî ïðîöåíò-
íîå ñîäåðæàíèå ìàðãàíöà â 10 îòëèâêàõ, îïðåäåëåííîå ïî
òðàäèöèîííîé ìåòîäèêå, è â 8 îòëèâêàõ � ïî íîâîé.

Òðàäèöèîííàÿ ìåòîäèêà: 1,22; 1,15; 1,17; 1,22; 1,26;
1,27; 1,19; 1,22; 1,20; 1,15.

Íîâàÿ ìåòîäèêà: 1,21; 1,24; 1,18; 1,17; 1,15; 1,18; 1,17;
1,17.

Èìåþòñÿ ëè îñíîâàíèÿ ñ÷èòàòü, ÷òî íîâàÿ ìåòîäèêà
îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàðãàíöà äàåò ìåíüøèé ðàçáðîñ
ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííîé?

17.28. Äëÿ ñòàëüíîé ïðîâîëîêè, èäóùåé íà èçãîòîâ-
ëåíèå êàíàòîâ, çíà÷åíèå ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ, ïðè êî-
òîðîì ïðîèñõîäèò ðàçðûâ ïðîâîëîêè (ïðåäåë ïðî÷íîñòè
íà ðàçðûâ) äîëæíî áûòü ðàâíûì 6720 êã/ñì2.
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Ïðîâåäåííàÿ ñåðèÿ íàáëþäåíèé äàåò îñíîâàíèÿ ñ÷è-
òàòü, ÷òî çíà÷åíèå ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ ïðîâî-
ëîêè èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äëÿ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà èç êàæäîé ïàðòèè ïðîâîëîêè,
êîòîðàÿ ïðèõîäèò íà çàâîä, 20 îáðàçöîâ èñïûòûâàþò íà
ðàçðûâ. Ôèêñèðóþò çíà÷åíèå óñèëèÿ, ïðè êîòîðîì îáðà-
çåö ðàçðóøàåòñÿ.

Ðåçóëüòàòû îäíîãî èç òàêèõ èñïûòàíèé ïðèâåäåíû íè-
æå.

Ïðåäåë ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ: 6300; 6870; 6720; 6980;
6780; 6780; 6780; 6720; 6630; 6660; 6900; 7130; 6690; 6750;
6560; 6700; 6930; 6720; 6950; 6960.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ äàííûõ óòâåð-
æäàòü, ÷òî äëÿ ýòîé ïàðòèè ïðîâîëîêè ïðåäåë ïðî÷íîñòè
íà ðàçðûâ íå ìåíåå 6720 êã/ñì2?

17.29. Äâà ïðåäïðèÿòèÿ (A è B) ïðîèçâîäÿò êèðïè÷-
íóþ ôóòåðîâêó äëÿ êèñëîðîäíûõ êîíâåðòîðîâ. Ïîòðåáè-
òåëü õî÷åò âûÿñíèòü, îòëè÷àåòñÿ ëè ôóòåðîâêà ïðåäïðè-
ÿòèé ïî ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì, ÷òîáû â äàëüíåéøåì çà-
êóïàòü ïðîäóêöèþ ñ ëó÷øèìè ïîêàçàòåëÿìè. Äëÿ ýòîãî
îí ðåãèñòðèðóåò êîëè÷åñòâî ïëàâîê, ïðîâåäåííûõ â êîí-
âåðòîðå äî î÷åðåäíîé çàìåíû ôóòåðîâêè. Ïðè ýòîì ïîëó-
÷åíû òàêèå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäïðèÿòèå A: 237; 224; 218; 227; 234; 215; 219; 225;
230.

Ïðåäïðèÿòèå B: 216; 202; 205; 200; 207; 198; 222; 214;
226; 204.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ çàêëþ÷èòü, ÷òî
ðàçëè÷èå ìåæäó ÷èñëîì ïëàâîê äî çàìåíû ôóòåðîâêè,
èçãîòîâëåííîé íà ïðåäïðèÿòèÿõ A è B, ñóùåñòâåííî?

17.30. Äèñïåðñèÿ ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ âî-
ëîêíà ñîñòàâëÿåò 35,63 ôóíòà2 (ïðåäåë ïðî÷íîñòè � óñè-
ëèå, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàçðûâ âîëîêíà). Îæèäàåò-
ñÿ, ÷òî âíåñåííûå â òåõíîëîãè÷åñêèé ïðîöåññ èçìåíåíèÿ
óìåíüøàò äèñïåðñèþ. Çàðåãèñòðèðîâàíû òàêèå çíà÷åíèÿ
ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ (â ôóíòàõ, 1 ôóíò=453,6 ã):
151; 156; 147; 153; 155; 148; 160; 149; 156; 161; 154; 162; 163;
149; 150.

Óìåíüøèëàñü ëè äèñïåðñèÿ ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàç-
ðûâ âîëîêíà ñ èçìåíåíèåì òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîöåññà?
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17.31. Â ïðîöåññå ðàçðàáîòêè ìîäèôèêàöèè àâòîáóñ-
íûõ øèí, êîòîðûå èìåëè áû áîëüøèé ïðîáåã, ïðîâîäè-
ëîñü èññëåäîâàíèå ðÿäà èõ ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ðå-
ãèñòðèðîâàëàñü òåìïåðàòóðà, äî êîòîðîé íàãðåâàëèñü ïå-
ðåäíèå øèíû âî âðåìÿ äâèæåíèÿ àâòîáóñà. Ïî ïðèâåäåí-
íûì â òàáëèöå çíà÷åíèÿì òåìïåðàòóðû (â óñëîâíûõ åäè-
íèöàõ) ëåâîé è ïðàâîé øèí, êîòîðûå èñïîëüçîâàëèñü íà
12-òè àâòîáóñàõ, âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè ñóùåñòâåííûìè
îòëè÷èÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ.

Àâòî- Øèíà Àâòî- Øèíà
áóñ Ëåâàÿ Ïðàâàÿ áóñ Ëåâàÿ Ïðàâàÿ
1 36 27 7 41 60
2 42 45 8 40 34
3 55 84 9 100 117
4 59 84 10 58 78
5 79 70 11 38 56
6 108 99 12 73 88

17.32.Íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíêå îáðàáàòûâàþò âòóë-
êè. Ïîñëå íàñòðîéêè ñòàíêà ïîëó÷èëè âûáîðêó èç 10 èç-
äåëèé. Îêàçàëîñü, ÷òî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå äèàìåòðà âòóë-
êè ξ = 2,059 ìì, à çíà÷åíèå íåñìåùåííîé îöåíêè äèñïåð-
ñèè s2

ξ = 4,4 ìêì2. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ äëÿ êîíòðîëÿ
íàñòðîéêè ñòàíêà íà çàäàííûé äèàìåòð âòóëêè ñíîâà ïî-
ëó÷èëè âûáîðêó èç 10 èçäåëèé, äëÿ êîòîðîé âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå η = 2,063 ìì, à çíà÷åíèå íåñìåùåííîé îöåíêè
äèñïåðñèè s2

η = 8,6 ìêì2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â òå÷åíèå
óêàçàííîãî èíòåðâàëà âðåìåíè èçìåíåíèÿ â ðàáîòå ñòàí-
êà ìîãóò ñêàçàòüñÿ òîëüêî íà åãî íàñòðîéêå íà çàäàííûé
äèàìåòð âòóëêè, íî òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà íå èçìåíÿåò-
ñÿ.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå îá èçìåíå-
íèè íàñòðîéêè ñòàíêà çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè, îòäåëÿþ-
ùèé ìîìåíòû ïîëó÷åíèÿ âûáîðîê?

Ç àì å ÷ à í è å. Òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà õàðàêòåðèçó-
åòñÿ äèñïåðñèåé

17.33. Ïðè êîìíàòíîé òåìïåðàòóðå èññëåäîâàëàñü ñè-
ëà ñöåïëåíèÿ äâóõ òèïîâ êëåéêèõ âåùåñòâ: èçîáóòèëà
2-öèàíàêðèëàòà è MBR-4197. Íèæå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ
ñèëû ñöåïëåíèÿ äëÿ êàæäîãî îáðàçöà, êîòîðàÿ èçìåðÿ-
ëàñü â ôóíòàõ íà êâàäðàòíûé äþéì (1 ôóíò = 453,6 ã,
1 äþéì = 0,0254 ì).
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Èçîáóòèë 2-öèàíàêðèëàò: 365; 169; 210; 297; 228; 146;
163; 213; 300; 218.

MBR-4197: 518; 403; 473; 329; 457; 419; 437; 396; 424;
363.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî äèñïåðñèè ñèëû ñöåïëåíèÿ
èçîáóòèëà 2-öèàíàêðèëàòà è MBR-4197 îäèíàêîâû?

17.34. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå èçìåðåíèÿ äëèíû
îáðàçöîâ èçäåëèé (â ìèëëèìåòðàõ) äî è ïîñëå îòæèãà èõ
â âûñîêî÷àñòîòíîé ïå÷è.

Äëèíà, ìì Äëèíà, ìì
Îáðà- Äî îò- Ïîñëå Îáðà- Äî îò- Ïîñëå
çåö æèãà îòæèãà çåö æèãà îòæèãà
1 11,94 12,00 6 11,96 11,98
2 11,99 11,99 7 11,95 12,03
3 11,98 11,95 8 11,96 12,02
4 12,03 12,07 9 11,92 12,01
5 12,03 12,03 10 12,00 11,99

Ïðèâåëà ëè òåðìîîáðàáîòêà ê èçìåíåíèþ ðàçìåðîâ
èçäåëèé?

17.35. Ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ ïðåäåëîâ ïðî÷íîñòè íà ðàñ-
òÿæåíèå ðåçèíîâûõ ñìåñåé òèïîâ A è B èçãîòîâèëè ïàð-
òèþ èç âîñüìè îáðàçöîâ ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû (ïî ÷åòû-
ðå èç êàæäîé ñìåñè) è ïîäâåðãëè èõ ïðîäîëüíîìó ðàñòÿ-
æåíèþ. (Îäèí èç îáðàçöîâ ñìåñè A, êîòîðûé êâàëèôè-
öèðîâàëè êàê äåôåêòíûé, áûë èñêëþ÷åí èç ïàðòèè äî
íà÷àëà èñïûòàíèé.) Ôèêñèðîâàëñÿ ïðåäåë ïðî÷íîñòè íà
ðàñòÿæåíèå îáðàçöîâ äâóõ ðåçèíîâûõ ñìåñåé (çíà÷åíèå
ðàñòÿãèâàþùåãî óñèëèÿ, ïðè êîòîðîì ïðîèñõîäèò ðàçðó-
øåíèå îáðàçöà). Ïîëó÷èëè ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Ïðåäåë ïðî÷íîñòè (ñìåñü A): 3210; 3000; 3315.
Ïðåäåë ïðî÷íîñòè (ñìåñü B): 3225; 3320; 3365; 3145.
Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòàâ ðåçèíû íå âëèÿåò íà åå

ïðî÷íîñòü?
17.36. Â çàäà÷å 17.32 îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ êîíòðîëÿ

çà ðàáîòîé ñòàíêà-àâòîìàòà. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà íå èçìåíÿåòñÿ, õîòÿ çíà÷åíèÿ
íåñìåùåííûõ îöåíîê äèñïåðñèé ïîñëå íàñòðîéêè ñòàíêà
è ÷åðåç îïðåäåëåííîå âðåìÿ ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî
s2
ξ = 4,4 ìêì2 è s2

η = 8,6 ìêì2.
ßâëÿåòñÿ ëè îáîñíîâàííûì ïðåäïîëîæåíèå î íåèçìåí-

íîñòè òî÷íîñòè ðàáîòû ñòàíêà?
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17.37 (äëèòåëüíîñòü îáåçáîëèâàþùåãî äåéñòâèÿ
ïðåïàðàòà). Ñðàâíèâàåòñÿ äåéñòâèå îáåçáîëèâàþùèõ ïðå-
ïàðàòîâA èB. (Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îäíèì èç �ëåêàðñòâ�
ìîæåò áûòü èíåðòíîå ïëàöåáî (ïóñòûøêà), êîòîðîå èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ �êîíòðîëÿ� ïðè èññëåäîâàíèè äåéñòâèÿ
äðóãîãî ïðåïàðàòà.)

Â ãðóïïå áîëüíûõ, âûðàçèâøèõ æåëàíèå âçÿòü ó÷à-
ñòèå â ýêñïåðèìåíòå, íàñ÷èòûâàåòñÿ âîñåìü ÷åëîâåê. Âïî-
ëíå âîçìîæíî (è åñòåñòâåííî), ÷òî ó ýòèõ áîëüíûõ âîç-
ðàñò, îáùåå ñîñòîÿíèå è ò. ä. äàëåêî íå îäèíàêîâû. Ïîýòî-
ìó êàæäîìó áîëüíîìó äàþò îáà ïðåïàðàòà è êàæäûé ðàç
ôèêñèðóþò ïðîäîëæèòåëüíîñòü îáåçáîëèâàþùåãî äåéñò-
âèÿ. ×òîáû îáåñïå÷èòü ÷èñòîòó ýêñïåðèìåíòà, ïðèíÿòû
âñå ðàçóìíûå ìåðû ïðåäîñòîðîæíîñòè: âòîðîé ïðåïàðàò
äàþò íå ðàíüøå ÷åì çàêîí÷èòñÿ äåéñòâèå ïåðâîãî, ÷åò-
âåðî áîëüíûõ ïîëó÷àþò ñíà÷àëà ïðåïàðàò A, à äðóãèå
÷åòâåðî � ñíà÷àëà B, ïðè ýòîì íè îäèí èç íèõ íå çíàåò,
êàêîé èìåííî ïðåïàðàò îí óïîòðåáëÿåò, è ò. ä. Ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Áîëü- Äëèòåëüíîñòü äåéñòâèÿ Ðàçíîñòü äëèòåëüíîñòè

íîé ïðåïàðàòà, ÷àñ äåéñòâèÿ ïðåïàðàòîâ
A B B è A, ÷àñ

1 3,2 3,8 0,6
2 1,6 1,0 −0,6
3 5,7 8,4 2,7
4 2,8 3,6 0,8
5 5,5 5,0 −0,5
6 1,2 3,5 2,3
7 6,1 7,3 1,2
8 2,9 4,8 1,9

Ñäåëàòü âûâîä îá ýôôåêòèâíîñòè äåéñòâèÿ ïðåïàðà-
òîâ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî:

1◦ îòñóòñòâóåò àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýôôåêòèâ-
íîñòè ïðåïàðàòîâ;

2◦ ýôôåêòèâíîñòü äåéñòâèÿ ïðåïàðàòà B íå óñòóïàåò
äåéñòâèþ ïðåïàðàòà A.

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç.

17.38. Äâà îïåðàòîðà (A è B) ïðîâåëè 14 íåçàâè-
ñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, èññëåäóÿ òåìïåðàòóðó âîçãîðàíèÿ
ýìàëè îäíîãî è òîãî æå ñîñòàâà. Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ
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èñïûòàë ïî ñåìü îáðàçöîâ. Ïîëó÷åíû òàêèå ðåçóëüòàòû
ýêñïåðèìåíòîâ.

Îïåðàòîð A: 1450; 1425; 1420; 1410; 1370; 1360; 1270.
Îïåðàòîð B: 1430; 1420; 1380; 1320; 1320; 1290; 1280.
ßâëÿåòñÿ ëè ñóùåñòâåííûì îòëè÷èå ìåæäó ðåçóëüòà-

òàìè, ïîëó÷åííûìè îïåðàòîðàìè?
17.39. Â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà ñèíòåòè÷åñêîãî âî-

ëîêíà äëÿ óìåíüøåíèÿ óñàäêè ïðîäóêöèè, êîòîðàÿ áóäåò
èçãîòîâëÿòüñÿ èç íåãî, âîëîêíî, äâèæóùååñÿ íåïðåðûâ-
íûì ïîòîêîì, ïðîõîäèò òåðìè÷åñêóþ îáðàáîòêó.

Äàëåå ïðèâåäåíû äàííûå î âåëè÷èíå óñàäêè âîëîêíà
(â %) ïîñëå îáðàáîòêè ïðè òåìïåðàòóðàõ 120 ◦C è 140 ◦Ñ.

Óñàäêà ïðè 120 ◦C: 3,45; 3,62; 3,60; 3,49; 4,64; 3,56; 3,52;
3,53; 3,57; 3,44; 3,56; 3,43.

Óñàäêà ïðè 140 ◦Ñ: 3,72; 4,01; 3,54; 3,67; 4,03; 3,40; 3,96;
3,60; 3,76; 3,91.

Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè óñàäêà ïðè òåìïå-
ðàòóðå 140 ◦Ñ áîëüøåé, ÷åì ïðè òåìïåðàòóðå 120 ◦C.

17.40 (êðàñíîå ñìåùåíèå). Àñòðîíîìû Ì. Ãóìàñîí
è Í. Ìàéàë îïðåäåëÿëè ïîïðàâêó íà êðàñíîå ñìåùåíèå
(â êèëîìåòðàõ íà ñåêóíäó) ãàëàêòèê òèïà SO. Ðåçóëüòà-
òû, ïîëó÷åííûå â ñåðèè èç 10 íàáëþäåíèé (íîìåðà ãàëàê-
òèê ïðèâåäåíû ïî êàòàëîãó NGC), îêàçàëèñü òàêèìè.

Íîìåð ãà- Ì. Ãó- Íîìåð ãà- Ì. Ãó-
ëàêòèêè ìàñîí Í. Ìàéàë ëàêòèêè ìàñîí Í. Ìàéàë
1332 1507 1471 5866 924 1033
3607 858 778 6661 4607 4430
3998 1205 1155 6703 2592 2670
4111 832 915 7625 1930 2050
5308 2206 2194 7679 5378 5278

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î ðàñõîæ-
äåíèè â ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ àñòðîíîìàìè?

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü çàäà÷ó â òåðìèíàõ ïðîâåð-
êè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

17.41. Çíà÷åíèÿ íåñìåùåííîé îöåíêè äèñïåðñèè âû-
áîðêè A ñîñòàâëÿåò 55,4 êã2, à âûáîðêè B � 87,3 êã2.

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî âûáîðêè ïîëó÷åíû èç ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì äèñïåðñèè, åñëè
îáúåìû âûáîðîê ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî 15 è 12?

Êàêèå ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèÿ?
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17.42. Èññëåäîâàëàñü ïîòåðÿ ìàññû äåñÿòè îäèíàêî-
âûõ ðåçèíîâûõ ñòåðæíåé ïðè èñïûòàíèÿõ íà èçíîñ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé îò êàæäîãî ñòåðæíÿ
îòðåçàëè ïî äâà îáðàçöà. Îäèí èç íèõ ïðîøåë âóëêàíè-
çàöèþ ïðè 80 ◦C, äðóãîé � ïðè 150 ◦C.

Ñòåð- Ïîòåðÿ ìàññû Ñòåð- Ïîòåðÿ ìàññû
æåíü 80 ◦C 150 ◦C æåíü 80 ◦C 150 ◦C
1 3,02 2,91 6 3,11 3,20
2 2,22 2,30 7 2,70 2,50
3 4,60 4,15 8 2,58 2,29
4 4,53 2,63 9 3,27 3,11
5 2,31 2,40 10 4,19 3,80

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ äàííûõ óòâåð-
æäàòü, ÷òî ðàçëè÷èå ìåæäó ñðåäíèìè ïîòåðÿìè ìàññû
îáðàçöîâ, êîòîðûå ïðîøëè ðàçëè÷íóþ âóëêàíèçàöèþ, ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì?



Ãëàâà 18

Êðèòåðèé χ2

18.1 Êðèòåðèé χ2 (ãèïîòåòè÷åñêîå
ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò
îò ïàðàìåòðîâ)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . , ξn(ω)) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè èç íåèçâåñòíîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ F , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà
H0: F = G, ãäå G ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó êëàññó ðàñ-
ïðåäåëåíèé (â ÷àñòíîñòè, G ìîæåò áûòü ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëåííûì ðàñïðåäåëåíèåì). Ãèïîòåçó H0 ìîæíî ñôîðìó-
ëèðîâàòü è òàê: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç
ðàñïðåäåëåíèÿ G ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè.

Íåîáõîäèìî ïî ðåàëèçàöèè âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
ñäåëàòü âûâîä: îòêëîíèòü ãèïîòåçó H0 èëè íåò.

Îá óêëîíåíèè ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò
ãèïîòåòè÷åñêîãî. Íåçàâèñèìî îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà
H0 èëè íåò, ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå F̂n, ïîñòðîåí-
íîå ïî âûáîðêå ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç F , ìàëî óêëîíÿåò-
ñÿ îò ðàñïðåäåëåíèÿ F , à èìåííî, äëÿ êàæäîãî ôèêñèðî-
âàííîãî x çíà÷åíèå ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-
íèÿ F̂n(x) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåí-
êîé F (x). Ïîýòîìó, åñëè ââåñòè óêëîíåíèå D(F̂n, G) ýìïè-
ðè÷åñêîãî F̂n ðàñïðåäåëåíèÿ îò ãèïîòåòè÷åñêîãî G, ïðè-
÷åì òàê, ÷òîáû îíî ïðèíèìàëî ìàëûå çíà÷åíèÿ, êîãäà ãè-
ïîòåçà H0 âåðíà, è áîëüøèå, êîãäà ãèïîòåçà H0 íåâåðíà,

331



332 Ãëàâà 18. Êðèòåðèé χ2

òî ãèïîòåçóH0 åñòåñòâåííî îòêëîíÿòü èëè íå îòêëîíÿòü â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîå çíà÷åíèå ïðèíÿëî óêëîíåíèå
D(F̂n, G) � áîëüøîå èëè ìàëîå.

Óêëîíåíèå Ïèðñîíà ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ îò ãèïîòåòè÷åñêîãî. Äâà âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðå-
äåëåíèÿ F è G, çàäàííûå íà X ⊂ R1, ñîâïàäàþò, åñëè äëÿ
êàæäîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà B èçX ñïðàâåäëèâî ðà-
âåíñòâî F (B) = G(B). Åñëè F è G ðàçëè÷íû, òî íàéäåòñÿ
áîðåëåâñêîå ìíîæåñòâî B′ ⊂ X òàêîå, ÷òî F (B′) 6= G(B′).
Ïîýòîìó â êà÷åñòâå óêëîíåíèÿ ìåæäó äâóìÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿìè: F è G åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü âåëè÷èíó

r∑
j=1

cj(F (Xj)−G(Xj))
2,

ãäå {Xj} � ðàçáèåíèå X íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ áîðåëåâ-
ñêèå ìíîæåñòâà:

r⋃
j=1

Xj = X, Xi

⋂
Xj = ∅, i 6= j, 2 ≤ r <∞;

cj � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû. Óêëîíåíèå Ïèðñîíà
ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì F̂n, ïîñòðîåííûì
ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn, è ãèïîòåòè÷åñêèì G èç ýòèõ ñî-
îáðàæåíèé è ñòðîèòñÿ. À èìåííî, â êà÷åñòâå óêëîíåíèÿ
ìåæäó F̂n è G ðàññìîòðèì

D(F̂n, G) =
r∑
j=1

cj(F̂n(Xj)−G(Xj))
2,

ãäå G(Xj) � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà-
÷åíèÿ â ìíîæåñòâî Xj , âû÷èñëåííàÿ ïî ãèïîòåòè÷åñêî-
ìó ðàñïðåäåëåíèþ G (äàëåå áóäåì îáîçíà÷àòü G(Xj) =

= pj); F̂n(Xj) � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íîãî çíà-
÷åíèÿ â Xj , âû÷èñëåííàÿ ïî ýìïèðè÷åñêîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ F̂n (îíà ÷èñëåííî ðàâíà ÷àñòîòå νj/n ïîïàäàíèÿ âû-
áîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâî Xj , âû÷èñëåííîé ïî âû-
áîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn, νj � ÷èñëî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé èç
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ξ1, ξ2, . . . , ξn, ïîïàâøèõ â Xj); cj � êîýôôèöèåíòû, êîòî-
ðûå âûáèðàþòñÿ áîëåå èëè ìåíåå ïðîèçâîëüíî. Ê. Ïèð-
ñîí â êà÷åñòâå cj ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü n/pj , j =

= 1, 2, . . . , r. Ïðè ýòîì óêëîíåíèåD(F̂n, G) ïðèíèìàåò âèä

D(F̂n, G) =
r∑
j=1

n

pj

(
F̂n(Xj)−G(Xj)

)2
=

r∑
j=1

n

pj

(νj
n
− pj

)2
.

(Çàìåòèì, ÷òî F̂n è G çàäàíû íà ìíîæåñòâå X âûáîðî÷-
íûõ çíà÷åíèé ξk; X � ýòî R1 èëè ÷àñòü R1; åñëè, íàïðè-
ìåð, ξk ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 è 1, òî X = {0, 1}, åñëè
ξk � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òî
X = R1.)

Äàëåå, âíå çàâèñèìîñòè îò òîãî, âåðíà ãèïîòåçà H0:
F = G èëè íåò, ÷àñòîòà νj/n ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé â Xj , âû÷èñëåííàÿ ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn èç F ,
ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé F (Xj),
ò. å.

M(νj/n) = F (Xj)

è
νi/n

P−→ F (Xi)

ïðè n→∞ (äëÿ âñåõ j = 1, 2, . . . , r). Ïîýòîìó, åñëè ãèïî-
òåçà H0: F = G âåðíà, òî F (Xj) = G(Xj) = pj è, ñëåäî-
âàòåëüíî,

(νj/n− pj)2 = (νj/n− F (Xj))
2

ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê íóëþ ïðè n → ∞ (äëÿ âñåõ
j = 1, 2, . . . , r), ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿ Ê. Ïèð-
ñîíà

D(F̂n, F ) =
r∑
j=1

n

pj

(νj
n
− pj

)2

ñõîäèòñÿ ê χ2-ðàñïðåäåëåíèþ ñ (r−1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.
Åñëè æå ãèïîòåçà H0: F = G íåâåðíà, ò. å. F 6= G, òî

D(F̂n, G) =
r∑
j=1

n

pj

(νj
n
− pj

)2
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ñõîäèòñÿ ê +∞ ïðè n→∞, ïîñêîëüêó(νj
n
− pj

)2 P−→ (F (Xj)− pj)2 = (F (Xj)−G(Xj))
2 ,

à ñðåäè
(F (Xj)−G(Xj))

2 , j = 1, 2, . . . , r,

ïðè äîñòàòî÷íî �ìåëêîì� ðàçáèåíèè âûáîðî÷íîãî ïðîñò-
ðàíñòâà X íàéäóòñÿ ÷èñëà ñòðîãî áîëüøèå íóëÿ.

Òàê ÷òî óêëîíåíèå Ê. Ïèðñîíà

D(F̂n, G) =

r∑
j=1

n

pj

(νj
n
− pj

)2
=

r∑
j=1

(νj − npj)2

npj

ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0 ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ (ïðè
ýòîì ðàñïðåäåëåíèå D(F̂n, F ) áëèçêî ê χ2

r−1), à êîãäà ãè-
ïîòåçà H0 íåâåðíà � áîëüøèå ( D(F̂n, G) → +∞ ïðè
n→∞).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ G, âû÷èñëÿåì óêëî-
íåíèå D(F̂n, G). Åñëè ïðè ýòîì D(F̂n, G) ïðèíÿëî ìàëîå
çíà÷åíèå, òî ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì, â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå � îòêëîíÿåì.

Ãðàíèöû, îòäåëÿþùèå áîëüøèå çíà÷åíèÿ óêëîíåíèÿ
D(F̂n, G) îò ìàëûõ, óñòàíàâëèâàþòñÿ íà îñíîâàíèè òîãî,
÷òî äëÿ âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn èç ðàñïðåäåëåíèÿ F ïðè
áîëüøèõ n ðàñïðåäåëåíèå D(F̂n, F ) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò
ðàñïðåäåëåíèÿ χ2 ñ (r − 1) ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Êðèòåðèé χ2 (ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå íå
çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ). Ïóñòü ξ =
= (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F è χ2

α;(r−1)

� âåðõíèé α-ïðåäåë χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ (r−1) ñòåïåíÿìè
ñâîáîäû.

Åñëè ãèïîòåçó H0: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ âû-
áîðêîé èç ðàñïðåäåëåíèÿ G îòêëîíÿòü ïðè
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D(F̂n, G) =
r∑
i=1

(νi − npi)2

npi
> χ2

α;(r−1),

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ α ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåð-
íà.

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðèìåíåíèþ êðèòåðèÿ χ2.Êðè-
òåðèåì χ2 ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ, êîãäà îáúåì n âûáîðêè è
âåðîÿòíîñòè pi, i = 1, 2, . . . , r, âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì ïî-
ïàñòü â ìíîæåñòâî Xi, âû÷èñëåííûå ïî ãèïîòåòè÷åñêîìó
ðàñïðåäåëåíèþ, ÿâëÿþòñÿ òàêèìè, ÷òî

npi ≥ 10, i = 1, 2, . . . , r. (18.1.1)

Ïî ñóòè, ýòî òðåáîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî îáúåìà âûáîðêè:
n äîëæíî áûòü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü
óñëîâèÿ (18.1.1).

Ðàçáèåíèå X � ïðîñòðàíñòâà âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé �
íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà Xi:

X =
r⋃
i=1

Xi, Xi

⋂
Xj = ∅, i 6= j, i, j = 1, 2, . . . , r,

îñóùåñòâëÿþò, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíî, íî êîëè÷å-
ñòâî r ïîäìíîæåñòâ ñòðåìÿòñÿ âûáðàòü êàê ìîæíî áîëü-
øèì, ïðè ýòîì äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (18.1.1). Åñ-
ëè ïðè óêàçàííîì äåëåíèè äëÿ íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ Xi
èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà npi < 10, òî òàêèå Xi ñëåäó-
åò îáúåäèíèòü ñ äðóãèìè Xj òàê, ÷òîáû äëÿ ïîëó÷åííûõ
ïðè ýòîì íîâûõ ìíîæåñòâ X ′i, âûïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà
np′i ≥ 10 (ãäå p′i = P{ξk ∈ X ′i} = G(X ′i), i = 1, 2, . . . , r)
èëè ÷òîáû îíè ñîäåðæàëè ïî ìåíüøåé ìåðå ïî 10 âûáî-
ðî÷íûõ çíà÷åíèé. Åñëè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé íàñêîëüêî
ìàëî, ÷òî ýòî ñäåëàòü íåâîçìîæíî, ïîëüçîâàòüñÿ êðèòå-
ðèåì χ2 íå ñëåäóåò.

Ïðèì å ð 18.1.1 (ïîêàçàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñîâ).
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ïîêàçàíèÿ 500 íàóäà÷ó âûáðàííûõ
ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñîâ, âûñòàâëåííûõ â âèòðèíàõ ÷àñîâûõ
ìàãàçèíîâ.
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Ñîãëàñóåòñÿ ëè ñ ïðèâåäåííûìè äàííûìè ãèïîòåçà î
ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè ïîêàçàíèé ÷àñîâ íà èíòåðâà-
ëå [0; 12)?

i ni i ni
0 41 6 41
1 34 7 33
2 54 8 37
3 39 9 41
4 49 10 47
5 45 11 39

Âñåãî 500

Çäåñü i � íîìåð èíòåðâàëà îò i-ãî ÷àñà äî (i + 1)-ãî,
i = 0, 1, . . . , 11; ni � êîëè÷åñòâî ÷àñîâ,ïîêàçàíèÿ êîòî-
ðûõ ïðèíàäëåæàò i-ìó èíòåðâàëó.

Ðåøåíè å. Ïîêàçàíèÿ 500 ÷àñîâ ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê ðåàëèçàöèþ âûáîðêè îáúåìîì 500 èç íåêîòîðî-
ãî íåïðåðûâíîãî íà èíòåðâàëå [0;12) ðàñïðåäåëåíèÿ F .
Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ F ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
(ïîêàçàíèé ÷àñîâ) âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: F � ðàâíî-
ìåðíîå íà èíòåðâàëå [0;12) ðàñïðåäåëåíèå, ò. å. ïëîòíîñòü
f(x) ðàñïðåäåëåíèÿ F èìååò âèä

f(x) =

{
1/12, åñëè x ∈ [0; 12);

0, åñëè x 6∈ [0; 12).

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðè-
åì χ2. Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé X =
= [0; 12) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîä-
ìíîæåñòâà Xi = [i, i + 1), i = 0, 1, . . . , 11. Âåðîÿòíîñòü
ïîïàäàíèÿ ξ â Xi, âû÷èñëåííàÿ ïî ãèïîòåòè÷åñêîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ:

pi = P{ξ ∈ [i, i+ 1)} =

i+1∫
i

1

12
dx =

1

12
.

È ïîñêîëüêó

npi = 500 · 1

12
= 41,7 > 10; i = 0, 1, . . . , 11,
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òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2 â ïðèâåäåííîé
âûøå ôîðìå.

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì
ðàñïðåäåëåíèåì F̂n è ãèïîòåòè÷åñêèì G. Èìååì

D(F̂n, G) =

r∑
i=1

(νi − npi)2

npi
=

=
1

41,7

(
(41− 41,7)2 + . . .+ (39− 41,7)2

)
= 9,99.

Òàêèì îáðàçîì,

D(F̂n, G) = 9,99 < 19,7 = χ2
0,05;11 = χ2

α;(r−1).

Ïîýòîìó, ñîãëàñíî êðèòåðèþ χ2, ãèïîòåçà î ðàâíîìåðíîì
íà èíòåðâàëå [0;12) ðàñïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
� ïîêàçàíèÿõ ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñîâ â âèòðèíàõ ìàãàçèíîâ
� íå îòêëîíÿåòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåäïîëîæåíèå î
òîì, ÷òî ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî íà
èíòåðâàëå [0;12), íå ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäåíèÿì.

18.2 Êðèòåðèé χ2

(ïàðàìåòðû íåèçâåñòíû)

Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç íåèçâåñòíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ F , îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî âûäâèãàåòñÿ
ãèïîòåçà

H0 : F (·) = G(· ; θ1, θ2, . . . , θk), (θ1, θ2, . . . , θk) = θ ∈ Θ .

Ðàñïðåäåëåíèå G(· ; θ1, θ2, . . . , θk) çàâèñèò îò íåèçâåñòíûõ
ïàðàìåòðîâ θ1, θ2, . . . , θk, ïðè÷åì åäèíñòâåííûì èñòî÷íè-
êîì èíôîðìàöèè î çíà÷åíèÿõ ýòèõ ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ
âûáîðêà ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn). Äðóãèìè ñëîâàìè, ãèïîòåçà
H0 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ âûáîð-
êîé èç ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèíàäëåæàùåãî êëàññó ðàñïðåäå-
ëåíèé

G(· ; θ1, θ2, . . . , θk), θ = (θ1, θ2, . . . , θk) ∈ Θ .
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Íåîáõîäèìî ïî ðåàëèçàöèè âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . ξn) ñäå-
ëàòü âûâîä: îòêëîíÿòü ãèïîòåçó H0 èëè íåò.

Åñòåñòâåííî ïîñòóïàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: îöåíèòü
ïàðàìåòðû θ1, θ2, . . . , θk ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn è â êà-
÷åñòâå ãèïîòåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàññìîòðåòü ðàñ-
ïðåäåëåíèå G(· ; θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k). Óêëîíåíèå D(F̂n, G) ñòðî-
èì òàê æå, êàê è ðàíåå:

D(F̂n, G) =
r∑
i=1

(νi − npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k))
2

npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k)
,

ãäå pi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k) � âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ âûáîðî÷íî-
ãî çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâî Xi, i = 1, 2, . . . , r, âû÷èñëåííàÿ
ïî ãèïîòåòè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ð. Ôèøåð óñòàíîâèë,
÷òî êîãäà ãèïîòåçà H0 âåðíà è îöåíêè θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k ïîëó-
÷åíû ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, òî ðàñ-
ïðåäåëåíèå óêëîíåíèÿD(F̂n, G) ìåæäó F̂n èG ïðè n→∞
ñõîäèòñÿ ê ðàñïðåäåëåíèþ χ2 ñ (r− 1− k) ñòåïåíÿìè ñâî-
áîäû, ãäå k � êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, îöåíåííûõ ïî âû-
áîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïàðàìåòðû îöåíèâàþòñÿ ïî âû-
áîðêå ïî ìåòîäó ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ìîæíî
ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2 â ñëåäóþùåé ôîðìóëèðîâêå.

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

D(F̂n, G) =
r∑
i=1

(νi − npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k))
2

npi(θ̂1, θ̂2, . . . , θ̂k)
> χ2

α;(r−1−k)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ α ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåð-
íà.

Ïðèì å ð 18.2.1. Ñðåäè 2020 ñåìåé ñ äâóìÿ äåòüìè 527
èìåþò äâóõ ìàëü÷èêîâ, 476 � äâóõ äåâî÷åê, ó îñòàëüíûõ
(1017 ñåìåé) äåòè ðàçíîãî ïîëà.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ â ñå-
ìüå, èìåþùåé äâóõ äåòåé, ÿâëÿåòñÿ áèíîìèàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé?
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Ð åø å í è å. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ
â ñåìüå ñ äâóìÿ äåòüìè, ξ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, 1, 2. Îò-
íîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âû-
äâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

H0 : Pξ(k) = G(k; p) = Ck2 p
k(1− p)2−k, k = 0, 1, 2,

(ãèïîòåçà î áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ξ), êîòîðóþ íåîá-
õîäèìî ïðîâåðèòü.

Ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò íåèçâåñòíî-
ãî ïàðàìåòðà p. Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
ïàðàìåòðà p áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

P (k; p) = Ckmp
k(1− p)m−k, k = 0, 1, . . . ,m,

ïîëó÷åííîé ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn ÿâëÿåòñÿ

p̂ =
1

mn

n∑
k=1

ξk.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå çíà÷åíèå îöåíêè ìàêñèìàëü-
íîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà p ðàâíî

p̂ =
0 · 476 + 1 · 1017 + 2 · 527

2 · 2020
= 0,513.

Ïîýòîìó ãèïîòåòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ÿâëÿåòñÿ

G(k; p) = Ck2 (0, 513)k(1− 0, 513)2−k, k = 0, 1, 2.

Åãî ìîæíî çàïèñàòü è â òàêîì âèäå:

G =
(

0 1 2
0,237 0,500 0,263

)
.

Â êà÷åñòâå ðàçáèåíèÿ âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X =
= {0, 1, 2} ðàññìîòðèì X0 = {0}, X1 = {1}, X2 = {2}.
Äëÿ ìíîæåñòâ Xi îöåíêè p̂i ãèïîòåòè÷åñêèõ âåðîÿòíî-
ñòåé âûáîðî÷íîìó çíà÷åíèþ ïîïàñòü â Xi, i = 0, 1, 2,
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ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,237; 0,500; 0,263; îáúåì âûáîðêè
n = 2020, ïîòîìó

np̂i ≥ 10, i = 0, 1, 2,

è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2 ìîæíî.
Âû÷èñëèì çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ Ïèðñîíà ìåæäó ýìïè-

ðè÷åñêèì F̂n è ãèïîòåòè÷åñêèì G ðàñïðåäåëåíèÿìè:

D(F̂n, G) =
(ν0 − np̂0)2

np̂0
+

(ν1 − np̂1)2

np̂1
+

(ν2 − np̂2)2

np̂2
=

=
(476− 478,74)2

478,74
+

(1017− 1010)2

1010
+

(527− 531,26)2

531,26
=

= 0,098.
Îòñþäà èìååì

D(F̂n, G) = 0,098 < 3,84 = χ2
0,05;1 = χ2

α;(r−1−k)

(r−1−k = 3−1−1; k = 1 � êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, îöå-
íåííûõ ïî âûáîðêå; r = 3 � êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ, íà
êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî). Ïîýòî-
ìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ χ2 ãèïîòåçà î áèíîìèàëüíîì ðàñ-
ïðåäåëåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ íå îòêëîíÿåòñÿ. Ïðåä-
ïîëîæåíèå, ÷òî êîëè÷åñòâî ìàëü÷èêîâ â ñåìüÿõ ñ äâóìÿ
äåòüìè èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, íå ïðîòèâî-
ðå÷èò èìåþùèìñÿ äàííûì.

18.3 Êðèòåðèé χ2 êàê êðèòåðèé
íåçàâèñèìîñòè

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Èìååòñÿ n íåçàâèñèìûõ íàáëþ-
äåíèé (ai, bj), i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k âåêòîðíîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η). Ïðè ýòîì çíà÷åíèå (ai, bj)
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = (ξ, η) ïðèíÿëà νij ðàç, i = 1, 2, . . . ,
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. . . , s, j = 1, 2, . . . , k (ÿñíî, ÷òî
s∑
i=1

k∑
j=1

νij = n). Ðåçóëü-

òàòû íàáëþäåíèé óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå òàê íà-
çûâàåìîé òàáëèöû ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ (ñì. òàáë.
18.3.1). Íî íè ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ζ = (ξ, η)

P{ζ = (ai, bj)} = pij , i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k

(ñì. òàêæå òàáë. (18.3.2)), íè ðàñïðåäåëåíèÿ åå êîìïîíåíò
ξ è η:

P{ξ = ai} = pi·, i = 1, 2, . . . , s;

P{η = bj} = p·j , j = 1, 2, . . . , k,

íåèçâåñòíû.

Òàá ë èö à 18.3.1. Òàáëèöà ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ b1 b2 · · · bk Ñóììà

a1 ν11 ν12 · · · ν1k ν1·

a2 ν21 ν22 · · · ν2k ν2·

...
...

...
...

...
...

as νs1 νs2 · · · νsk νs·

Ñóììà ν·1 ν·2 · · · ν·k n

Â òàáëèöå 18.3.1

νi· =
k∑
j=1

νij , ν·j =
s∑
i=1

νij , i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k.

Îòíîñèòåëüíî ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξ è η (ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà ζ = (ξ, η)), ñì.
òàáë. 18.3.2, âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà

H0 : pij = pi· p·j , i = 1, 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , k.
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Äðóãèìè ñëîâàìè, H0 � ýòî ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η (åùå ãîâîðÿò, ãèïîòåçà î íåçà-
âèñèìîñòè ïðèçíàêîâ).

Òàá ë èö à 18.3.2. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ b1 b2 · · · bk Ñóììà

a1 p11 p12 · · · p1k p1·

a2 p21 p22 · · · p2k p2·

...
...

...
...

...
...

as ps1 ps2 · · · psk ps·

Ñóììà p·1 p·2 · · · p·k 1

Â òàáë. 18.3.2

pi· =

k∑
j=1

pij , i = 1, 2, . . . , s; p·j =

s∑
i=1

pij , j = 1, 2, . . . , k.

s∑
i=1

pi· =

k∑
j=1

p·j =

s∑
i=1

k∑
j=1

pij = 1.

Ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé ζ = (ξ, η) (ñì. òàáë. 18.3.1)
íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 î íåçàâèñèìîñòè êîì-
ïîíåíò ξ è η âåêòîðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η).

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðè-
åì χ2, êîãäà ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ. Íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ÿâ-
ëÿþòñÿ pi· è p·j , i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k, ïðè÷åì

s∑
i=1

pi· = 1;
k∑
j=1

p·j = 1.
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Â êà÷åñòâå ðàçáèåíèÿ âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà

X = {(ai, bj), i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k}

ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâà

Xij = {(ai, bj)}, i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k.

Óêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

F̂n{(ai, bj)} =
νij
n
, i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k,

îò ãèïîòåòè÷åñêîãî

G{(ai, bj)} = pi·p·j , i = 1, 2, . . . , s; j = 1, 2, . . . , k,

ðàâíî

D(F̂n, G) =
s∑
i=1

k∑
j=1

(νij − np̂i·p̂·j)2

np̂i·p̂·j
,

ãäå p̂i· = νi·/n (i = 1, 2, . . . , s) è p̂·j = ν·j/n (j = 1, 2, . . . , k)
� îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ñîîòâåòñòâåííî
ïàðàìåòðîâ pi· (i = 1, 2, . . . , s) è p·j , (j = 1, 2, . . . , k). Òî
åñòü

D(F̂n, G) =
s∑
i=1

k∑
j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)2

(νi·ν·j)/n
.

Êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ, îöåíåííûõ ïî âûáîðêå, ðàâíî
(s−1)+(k−1). Êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâXij , i = 1, 2, . . . , s;
j = 1, 2, . . . , k, íà êîòîðûå ðàçáèâàåòñÿ âûáîðî÷íîå ïðî-
ñòðàíñòâî X, ðàâíî sk. Ïîýòîìó ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáî-
äû χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðåäåëüíîãî äëÿ D(F̂n, G), ðàâíî
sk − 1− ((s− 1) + (k − 1)) = (s− 1)(k − 1).

Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçó H0 î íåçàâèñèìîñòè ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η îòêëîíÿåì, åñëè

s∑
i=1

k∑
j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)2

(νi·ν·j)/n
> χ2

α;(s−1)(k−1),
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è íå îòêëîíÿåì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå; ïðè ýòîì ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ α ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà
âåðíà.

Çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η åùå íàçûâàþò ïðè-
çíàêàìè, è â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î êðèòåðèè χ2 äëÿ íåçà-
âèñèìîñòè ïðèçíàêîâ.

Ðàçáèåíèå âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà (X,Y ) äâóìåð-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ
ïîäìíîæåñòâà Xi×Yj ìû ïðîâîäèì ñàìè. Ïðè ýòîì íåîá-
õîäèìî ñëåäèòü, ÷òîáû äëÿ ãèïîòåòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé
p̂i·p̂·j âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì (ξ, η) ïîïàñòü â Xi × Yj âû-
ïîëíÿëèñü íåðàâåíñòâà

(p̂i·p̂·j)n = νi·ν·j/n ≥ 10

(ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ i è j ), ãäå n � îáúåì
âûáîðêè.

Ç àì å ÷ à í è å. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èìåÿ äåëî ñî
ñòàòèñòè÷åñêèìè çàâèñèìîñòÿìè, íåîáõîäèìî áûòü î÷åíü
îñòîðîæíûì. Èç íàëè÷èÿ ñòàòèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè (îò-
ñóòñòâèÿ ñòàòèñòè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè) íå ñëåäóåò ïðè-
÷èííàÿ çàâèñèìîñòü. Èäåè îòíîñèòåëüíî ïðè÷èííûõ ñâÿ-
çåé äîëæíû ïðèõîäèòü �èçâíå� ñòàòèñòèêè.

Ïðèì å ð 18.3.1 (ïðèâèâêà ïðîòèâ õîëåðû). Â òàáëè-
öå (Ãðèíâóä, Þë, 1915) ïðèâåäåíû äàííûå î 818 ñëó÷àÿõ,
êëàññèôèöèðîâàííûõ ïî äâóì ïðèçíàêàì: íàëè÷èþ ïðè-
âèâêè ïðîòèâ õîëåðû è îòñóòñòâèþ çàáîëåâàíèÿ.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ïðèéòè ê âû-
âîäó î çàâèñèìîñòè ìåæäó îòñóòñòâèåì çàáîëåâàíèÿ è
íàëè÷èåì ïðèâèâêè?

Íàëè÷èå Íàëè÷èå çàáîëåâàíèÿ

ïðèâèâêè Íå çàáîëåëè Çàáîëåëè Âñåãî

Ïðèâèòûå 276 3 279
Íåïðèâèòûå 473 66 539

Âñåãî 749 69 818

Ðåøåíè å. Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû î íåçàâèñèìîñòè ïðèçíàêîâ (íàëè÷èå ïðè-
âèâêè è îòñóòñòâèå çàáîëåâàíèÿ).
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Òàáëèöà ñîïðÿæåííîñòè ïðèçíàêîâ (ñì. òàáë. 18.3.1)
ïðèâåäåíà â óñëîâèè ïðèìåðà, çàìåòèì, ÷òî çäåñü s = 2,
k = 2, n = 818.

Ïîñêîëüêó

(p̂i·p̂·j)n = νi·ν·j/n ≥ 10, i, j = 1, 2,

òî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2.
Çíà÷åíèå îòêëîíåíèÿ ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì ðàñïðåäå-

ëåíèåì F̂n è ãèïîòåòè÷åñêèì G:

D(F̂n, G) =
s∑
i=1

k∑
j=1

(νij − (νi·ν·j)/n)2

(νi·ν·j)/n
=

=
(276− 279 · 749/818)2

279 · 749/818
+

(3− 279 · 69/818)2

279 · 69/818
+

+
(473− 539 · 749/818)2

539 · 749/818
+

(66− 539 · 69/818)2

539 · 69/818
= 29,61.

Òàêèì îáðàçîì,

D(F̂n, G) = 29,61 > 3,84 = χ2
0,05;1 = χ2

α;(s−1)(k−1).

Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ χ2 ãèïîòåçà î íåçàâèñèìî-
ñòè ïðèçíàêîâ (îòñóòñòâèå çàáîëåâàíèÿ è íàëè÷èå ïðè-
âèâêè) îòêëîíÿåòñÿ; îíà ïðîòèâîðå÷èò èìåþùèìñÿ äàí-
íûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèâåäåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå äàþò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ýôôåêò ïðèâèâ-
êè ïðîòèâ õîëåðû ñóùåñòâóåò.

18.4 Çàäà÷è

ÀÇ: 18.2, 18.7, 18.17, 18.20.
ÑÇ: 18.14, 18.23, 18.29, 18.52.

18.1 (àäåêâàòíîñòü ìîäåëè). Â ðÿäå ïðèêëàäíûõ
çàäà÷ ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,
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ïðåæäå ÷åì âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü òîãî èëè èíîãî ñîáû-
òèÿ, íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà (âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî);
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ìîæíî âû÷èñëÿòü òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà îïðåäåëåíî (ÿâíî èëè íåÿâíî) âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé äàåò ïðàâèëà, ïî êîòîðûì â
äàííîé ìîäåëè âû÷èñëÿþòñÿ âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, íî íè-
÷åãî íå ãîâîðèò î âûáîðå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà. È ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ: �Àäåêâàòíî ëè
îïèñûâàåò ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðè-
ìåíò?� îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ
ìîæåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà. Îòâåò äàåòñÿ â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðè-
ìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîäáðàñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè. Íåîá-
õîäèìî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäåò ÷åòíîå
÷èñëî î÷êîâ.

Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé Ω âû-
áåðåì {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé
ìîæíî çàäàòü, ñêàæåì, òàê:

P (i) =
1

6
, i = 1, 2, . . . , 6.

Òåì ñàìûì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî îïðåäåëåíî. Ïî-
÷åìó èìåííî P (i) = 1/6, i = 1, 2, . . . , 6, òåîðèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé íå äàåò îòâåòà. Âåðîÿòíîñòè ìû çàäàåì ñàìè. Êòî-òî
äðóãîé ìîæåò çàäàòü ýòè âåðîÿòíîñòè, íàïðèìåð, òàê:

P (i) = i/21, i = 1, 2, . . . , 6,

� ïðîïîðöèîíàëüíî ÷èñëó î÷êîâ íà ãðàíè (èëè åùå êàêèì-
íèáóäü ñïîñîáîì), è ýòî (êàê âîçìîæíàÿ ãèïîòåçà) áóäåò
íè÷óòü íå õóæå.

Ïî èçâåñòíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè {Ω, P} âû÷èñ-
ëèòü âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ïðîñòî. Íàïðèìåð,
âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A � �âûïàëî ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ�,
âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

P (A) = P ({2, 4, 6}) = P (2) + P (4) + P (6).

Äëÿ ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êîñòè èìååì

P (A) = P (2) + P (4) + P (6) =
1

6
+

1

6
+

1

6
=

1

2
.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü àäåêâàòíî îïè-
ñûâàåò ýêñïåðèìåíò, òî P (A) = 1/2.

Îäíàêî, àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ýêñïåðèìåíò ïðåä-
ëîæåííîé ìîäåëüþ?

×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäèìî ïðîâåñòè
ýêñïåðèìåíò: ïîäáðîñèòü êóáèê äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñ-
ëî ðàç, çàôèêñèðîâàòü ðåçóëüòàò è äàëåå ïðîâåðèòü, ñî-
ãëàñóåòñÿ ëè ìîäåëü ñ ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà.

Ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì
âèäå:

i 1 2 3 4 5 6
ni

ãäå i � êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ î÷êîâ; ni � ÷èñëî ïîäáðà-
ñûâàíèé, â êîòîðûõ áûëî çàôèêñèðîâàíî i î÷êîâ.

18.2 (êîëè÷åñòâî ñìåðòåé îò óäàðà êîïûòîì).
Äàëåå ïðèâåäåíû êëàññè÷åñêèå äàííûå ôîí Áîðòêåâè÷à
î êîëè÷åñòâå ëèö, óáèòûõ óäàðîì êîïûòà êîíÿ â 10 ïðóñ-
ñêèõ àðìåéñêèõ êîðïóñàõ çà 20 ëåò (1875�1895):

i 0 1 2 3 4 5 è áîëåå Âñåãî

ni 109 65 22 3 1 0 200

ãäå i � êîëè÷åñòâî ñìåðòåé â îäíîì êîðïóñå çà ãîä; ni �
êîëè÷åñòâî êîðïóñîâ, â êîòîðûõ ñëó÷èëîñü i ñìåðòåé.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè
êîëè÷åñòâà ñìåðòåé îò óäàðà êîïûòîì êîíÿ â îäíîì êîð-
ïóñå â òå÷åíèå ãîäà.

18.3. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå Ê. Ïèðñîíà î âîç-
ðàñòå êàíäèäàòîâ, êîòîðûå ñäàëè è íå ñäàëè âñòóïèòåëü-
íûå ýêçàìåíû â Ëîíäîíñêèé óíèâåðñèòåò â 1908 è 1909 ãã.
(äëÿ äâóõ ñòàðøèõ âîçðàñòíûõ ãðóïï óêàçàíû îöåíêè ñðåä-
íåãî âîçðàñòà).

Âîçðàñò Ðåçóëüòàò ýêçàìåíà

êàíäèäàòà Ñäàëè Íå ñäàëè Âñåãî
16 583 563 1146
17 666 980 1646
18 525 868 1393

19�21 383 814 1197
22�30 (ñðåäíèé âîçðàñò 25) 214 439 653

Ñâûøå 30 (ñðåäíèé âîçðàñò 33) 40 81 121

Âñåãî 2411 3745 6156
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Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î íàëè÷èè çàâèñèìî-
ñòè ìåæäó âîçðàñòîì êàíäèäàòîâ è óñïåøíî ñäàííûìè
ýêçàìåíàìè?

18.4. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðà-
ñûâàíèè äâóõ èãðàëüíûõ êîñòåé è ðåãèñòðàöèè ìèíèìàëü-
íîãî ÷èñëà î÷êîâ, âûïàâøèõ íà íèõ.

Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåðèòü åå àäåêâàòíîñòü ýêñïå-
ðèìåíòó. Äëÿ ýòîãî ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íîå
÷èñëî ðàç è ïðîâåðèòü, ñîãëàñóåòñÿ ëè ïðåäëîæåííàÿ ìî-
äåëü ñ ïîëó÷åííûìè äàííûìè.

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç (âîñïîëüçîâàòü-
ñÿ êðèòåðèåì χ2).

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
òàáëèöû:

i 1 2 3 4 5 6
ni

ãäå i � ìèíèìàëüíîå ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà èãðàëü-
íûõ êîñòÿõ; ni � êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî î÷êîâ íà èãðàëüíûõ êîñòÿõ îêàçàëîñü
ðàâíûì i, i = 1, 2, . . . , 6.

Ç àì å ÷ à í è å. Î âûáîðå ìîäåëè ýêñïåðèìåíòà è ïðî-
âåðêå åå àäåêâàòíîñòè ñì. çàäà÷ó 18.1.

Ó ê à ç à í è å. ×òîáû ïðåäëîæèòü ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå (â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èãðàëüíûå êîñòè ñèì-
ìåòðè÷íû), íàéäèòå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
min{ξ, η}, ãäå ξ, η � ÷èñëî î÷êîâ íà èãðàëüíûõ êîñòÿõ.
Ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè g(ζ) = min{ξ, η} îò ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) ïî ðàñïðåäåëåíèþ Pζ ìîæíî íàéòè,
âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé

P{g(ζ) ∈ B} = P{g(ξ, η) ∈ B} =
∑

(xi,yj):g(xi,yj)∈B

Pζ(xi, yj)

(îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè îò ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí ñì. òàêæå ãë. 5 è, â ÷àñòíîñòè, ïðèìåð 5.1.2).

18.5 (âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà). Ñ 1871
ïî 1900 ãã. â Øâåéöàðèè ðîäèëèñü 1 359 671 ìàëü÷èêîâ è
1 285 086 äåâî÷åê.
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Ñîãëàñóåòñÿ ëè ñ ýòèìè äàííûìè ãèïîòåçà H0: âåðî-
ÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà ðàâíà: à) 0,5? á) 0,515?

18.6 (ðàñïðåäåëåíèå α-÷àñòèö). Â ýêñïåðèìåíòå
Ðåçåðôîðäà è Ãåéãåðà ðàäèîàêòèâíîå âåùåñòâî íàáëþäà-
ëîñü â òå÷åíèå N = 2612 èíòåðâàëîâ âðåìåíè (êàæäûé
äëèòåëüíîñòüþ 1/8 ìèí), äëÿ êîòîðûõ ðåãèñòðèðîâàëîñü
êîëè÷åñòâî α-÷àñòèö, äîñòèãøèõ ñ÷åò÷èêà.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî Nk èíòåðâàëîâ âðå-
ìåíè, â òå÷åíèå êîòîðûõ íàáëþäàëîñü k α-÷àñòèö. Îá-
ùåå êîëè÷åñòâî ÷àñòèö T =

∑
k

kNk = 10 132. Ñðåäíåå èõ

êîëè÷åñòâî, çàðåãèñòðèðîâàííîå çà îäèí èíòåðâàë, ðàâíî
λ = T/N = 10 132/2 612 = 3,879.

k Nk k Nk
0 57 6 273
1 203 7 139
2 383 8 49
3 525 9 27
4 532 10 10
5 408 > 10 6

Âñåãî 2612

Âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì χ2, ïðîâåðèòü ãèïîòåçó
î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà ÷àñòèö, äîñòèãøèõ
ñ÷åò÷èêà, çà èíòåðâàë âðåìåíè äëèòåëüíîñòüþ 1/8 ìèí.

18.7 (ñìûøëåíîñòü è ìàòåðèàëüíûå óñëîâèÿ).
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû îáñëåäîâàíèÿ 697 øêîëü-
íèêîâ.

Ìàëü÷èêè áûëè óïîðÿäî÷åíû ñîãëàñíî IQ è â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ óñëîâèÿìè èõ æèçíè äîìà. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâà-
íû îáîçíà÷åíèÿ: A � î÷åíü ñïîñîáíûé, B � äîñòàòî÷íî
óìíûé, C � èìååò ñðåäíèå ñïîñîáíîñòè, D � íåäîñòàòî÷-
íî ðàçâèò, E � óìñòâåííî îòñòàëûé.

Ìàòåðèàëüíàÿ Óðîâåíü ñìûøëåíîñòè

îáåñïå÷åííîñòü A B C D E Âñåãî

Õîðîøàÿ 33 137 125 47 8 350
Ïëîõàÿ 21 127 129 61 9 347

Âñåãî 54 264 254 108 17 697

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî óñëîâèÿ æèçíè (îáåñïå-
÷åííîñòü) äåòåé âëèÿþò íà èõ ñìûøëåíîñòü?
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Ç àì å ÷ à í è å. IQ � Intellectual quality (óìñòâåííûå
ñïîñîáíîñòè) � ïîêàçàòåëü óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé øêî-
ëüíèêîâ â áàëëàõ, èñïîëüçóåìûé â àìåðèêàíñêîé ïåäàãî-
ãè÷åñêîé ïðàêòèêå.

18.8. Èìååòñÿ òðè ìîíåòû: îäíà ñòîèìîñòüþ 1 êîï. è
äâå � ñòîèìîñòüþ 10 êîï. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
ñîñòîèò â âûáîðå íàóäà÷ó îäíîé èç ìîíåò (ñ âîçâðàùåíè-
åì) è ðåãèñòðàöèè êîëè÷åñòâà øàãîâ äî ïåðâîãî ïîÿâëå-
íèÿ ìîíåòû ñòîèìîñòüþ 10 êîï., ò. å. â ðåãèñòðàöèè ÷èñëà
ïîÿâëåíèé ìîíåòû ñòîèìîñòüþ 1 êîï. äî ïåðâîãî ïîÿâëå-
íèÿ ìîíåòû ñòîèìîñòüþ 10 êîï.

Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåðèòü åå àäåêâàòíîñòü ýêñïå-
ðèìåíòó. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èòü âûáîðêó (äîñòàòî÷íî áîëü-
øîãî îáúåìà) è ïðîâåðèòü, ñîãëàñóåòñÿ ëè ïðåäëîæåííàÿ
ìîäåëü ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà � ïîëó÷åííîé âû-
áîðêîé.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
ni

ãäå i � êîëè÷åñòâî øàãîâ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ ìîíå-
òû ñòîèìîñòüþ 10 êîï.; ni � êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ,
â êîòîðûõ äî ïîÿâëåíèÿ ìîíåòû ñòîèìîñòüþ 10 êîï. áûëî
ñäåëàíî i øàãîâ.

Ç àì å ÷ à í è å. Î âûáîðå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà è ïðîâåðêå åå àäåêâàòíîñòè ýêñïåðèìåíòó ñì.
çàäà÷ó 18.1.

18.9. ×åòûðå ìîíåòû áûëè ïîäáðîøåíû 20 160 ðàç,
ïðè ýòîì êîìáèíàöèè: ÷åòûðå ãåðáà, òðè ãåðáà è ðåøåòêà,
äâà ãåðáà è äâå ðåøåòêè, îäèí ãåðá è òðè ðåøåòêè, ÷åòûðå
ðåøåòêè � ïîÿâèëèñü ñîîòâåòñòâåííî òàêîå ÷èñëî ðàç:

1181, 4909, 7583, 5085, 1402

(äàííûå ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäåííîãî Â. È. Ðîìàíîâñêèì).
Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î òîì, ÷òî êîëè÷å-

ñòâî ãåðáîâ, ïîÿâèâøèõñÿ íà ÷åòûðåõ ìîíåòàõ, ÿâëÿåòñÿ
áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé?

Ñôîðìóëèðîâàòü è ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.



18.4. Çàäà÷è 351

18.10 (àðîìàò ñèãàðåò).Ìåíåäæåðû òàáà÷íîé ôèð-
ìû õîòåëè áû çíàòü, ìîæíî ëè îòïðàâëÿòü çàêàç÷èêàì ñè-
ãàðåòû è òðóáî÷íûé òàáàê â îáùåé óïàêîâêå. (Åñëè ïðè
ýòîì êà÷åñòâî ñèãàðåò íå ñòàíîâèòñÿ õóæå, òî ìîæíî ñó-
ùåñòâåííî ñîêðàòèòü çàòðàòû íà òðàíñïîðòèðîâêó.) Äëÿ
ýòîãî ïðîâåëè ýêñïåðèìåíò. Èçãîòîâèëè 400 êàðòîííûõ
êîðîáîê è â 250 èç íèõ ïîëîæèëè òàáà÷íûå èçäåëèÿ îáî-
èõ òèïîâ, à â îñòàëüíûå � òîëüêî ñèãàðåòû. ×åðåç ìåñÿö
êîðîáêè îòêðûëè è âñå 400 óïàêîâîê ñèãàðåò ðàçëîæèëè
â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå. Íåñêîëüêî ýêñïåðòîâ àíàëèçèðîâà-
ëè àðîìàò ñèãàðåò, ïûòàÿñü îáíàðóæèòü åãî îòëè÷èå îò
íà÷àëüíîãî. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå.

Âûâîä îòíîñè- Òèï óïàêîâêè

òåëüíî àðîìàòà Îáùàÿ Ðàçäåëüíàÿ Âñåãî

Íå èçìåíèëñÿ 72 119 191
Èçìåíèëñÿ 178 31 209

Âñåãî 250 150 400

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ óòâåðæäàòü, ÷òî
ñâÿçü ìåæäó àðîìàòîì ñèãàðåò è òèïîì óïàêîâêè îòñóò-
ñòâóåò?

18.11 (ýêñïåðèìåíò Ñâåäåáîðãà). Â íà÷àëå XIX
ñòîëåòèÿ áûëî îòêðûòî çàìå÷àòåëüíîå ÿâëåíèå, ïîëó÷èâ-
øåå íàçâàíèå áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ (ïî èìåíè àíãëèé-
ñêîãî áîòàíèêà Ð. Áðîóíà, îòêðûâøåãî åãî). Ýòî ÿâëåíèå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìåëü÷àéøèå ÷àñòèöû âåùåñòâà, âçâå-
øåííûå â æèäêîñòè, ïðåáûâàþò â õàîòè÷åñêîì äâèæåíèè
áåç âèäèìûõ íà òî ïðè÷èí.

Ïðè÷èíû ýòîãî, êàçàëîñü áû, ñàìîïðîèçâîëüíîãî äâè-
æåíèÿ äîëãî íå ìîãëè îáúÿñíèòü, ïîêà êèíåòè÷åñêàÿ òåî-
ðèÿ ãàçîâ íå äàëà ïðîñòîãî è èñ÷åðïûâàþùåãî îáúÿñíå-
íèÿ: äâèæåíèå âçâåøåííûõ ÷àñòèö ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì
óäàðîâ ìîëåêóë æèäêîñòè ïî ýòèì ÷àñòèöàì. Êèíåòè÷åñ-
êàÿ òåîðèÿ äàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òî-
ãî, ÷òî â äàííîì îáúåìå æèäêîñòè íå áóäåò íè îäíîé ÷à-
ñòèöû âçâåøåííîãî âåùåñòâà, òàêèõ ÷àñòèö áóäåò îäíà,
äâå, òðè è ò. ä.

Äëÿ ïðîâåðêè ðåçóëüòàòîâ òåîðèè áûë ïðîâåäåí ðÿä
ýêñïåðèìåíòîâ.
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Äàëåå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà øâåäñêîãî
ôèçèêà Ñâåäåáîðãà.

Ýêñïåðèìåíò ñîñòîÿë â íàáëþäåíèè è ðåãèñòðàöèè ÷èñ-
ëà ìåëü÷àéøèõ ÷àñòèö çîëîòà, êîòîðûå ïîïàëè â ïîëå çðå-
íèÿ ìèêðîñêîïà ÷åðåç îäèíàêîâûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè.

Áûëî ïðîâåäåíî 518 òàêèõ íàáëþäåíèé. Ïðè ýòîì áû-
ëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 è áîëåå
ni 112 168 130 69 32 5 1 1 0

Â òàáëèöå i � êîëè÷åñòâî ÷àñòèö çîëîòà â ïîëå çðåíèÿ
ìèêðîñêîïà; ni � êîëè÷åñòâî íàáëþäåíèé, êîãäà â ïîëå
çðåíèÿ ìèêðîñêîïà áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî i ÷àñòèö çî-
ëîòà.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè
÷èñëà ÷àñòèö çîëîòà, íàáëþäàâøèõñÿ â ïîëå çðåíèÿ ìèê-
ðîñêîïà.

18.12. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû îôèöèàëüíûå äàííûå
øâåäñêîé ñòàòèñòèêè çà 1935 ã. î ðàñïðåäåëåíèè íîâîðîæ-
äåííûõ ïî ìåñÿöàì.

Ìåñÿö Äåâî÷êè Âñåãî Ìåñÿö Äåâî÷êè Âñåãî
äåòåé äåòåé

ßíâàðü 3537 7280 Èþëü 3621 7585
Ôåâðàëü 3407 6957 Àâãóñò 3596 7393
Ìàðò 3866 7883 Ñåíòÿáðü 3491 7203
Àïðåëü 3711 7884 Îêòÿáðü 3391 6903
Ìàé 3775 7892 Íîÿáðü 3160 6552
Èþíü 3665 7609 Äåêàáðü 3371 7132

Âñåãî 42 591 88 273

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î òîì, ÷òî â êàæäîì
ìåñÿöå â òå÷åíèå ãîäà äåòè ðîæäàþòñÿ îäèíàêîâî ÷àñòî?
Äåâî÷êè ðîæäàþòñÿ îäèíàêîâî ÷àñòî? Ìàëü÷èêè ðîæäà-
þòñÿ îäèíàêîâî ÷àñòî?

18.13 (íåïðåäâçÿòîñòü ýêñïåðèìåíòàòîðà). Êàæ-
äóþ èç 150 ñïè÷åê ðàçëîìàéòå íàóäà÷ó íà äâå ÷àñòè. Ëè-
íåéêîé ñ ìèëëèìåòðîâûì äåëåíèåì èçìåðüòå ñ òî÷íîñòüþ
äî äåñÿòûõ äîëåé ìèëëèìåòðà äëèíó 300 ïîëó÷åííûõ ÷à-
ñòåé. Ïðè ýòîì ïðèäåòñÿ îöåíèâàòü ïåðâûé çíàê ïîñëå
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çàïÿòîé â äåñÿòè÷íîé çàïèñè äëèíû ÷àñòè ñïè÷êè â ìèë-
ëèìåòðàõ. Çàôèêñèðóéòå ýòîò çíàê (ïîñëåäíþþ öèôðó
çàïèñè).

Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â òàêîì âè-
äå:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ni

ãäå i � ïîñëåäíÿÿ öèôðà â çàïèñè ðåçóëüòàòà èçìåðåíèé
äëèíû ÷àñòè ñïè÷êè, i = 0, 1, . . . , 9; ni � ÷èñëî ïîÿâëåíèé
ïîñëåäíåé öèôðû i â èçìåðåíèÿõ.

Ïðîâåðüòå ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ χ2 íåïðåäâçÿòîñòü âà-
øèõ èçìåðåíèé.

Ç àì å ÷ à í è å. Ïðåäâçÿòîñòü ïðè ñíÿòèè ïîêàçàíèé
âñòðå÷àåòñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî. Ñîìíèòåëüíî, ÷òîáû áû-
ëà êàêàÿ-òî îáúåêòèâíàÿ ïðè÷èíà, îáóñëàâëèâàþùàÿ áî-
ëåå ÷àñòîå ïîÿâëåíèå îäíèõ öèôð ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãè-
ìè; ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íåîäèíàêî-
âàÿ ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ öèôð óêàçûâàåò íà ïðåäâçÿòîñòü
íàáëþäàòåëÿ. Äàæå òå íàáëþäàòåëè, êîòîðûå çíàþò î
âîçìîæíîñòè ïðåäâçÿòîñòè è î íåîáõîäèìîñòè îñòîðîæ-
íîñòè ïðè ñíÿòèè ïîêàçàíèé, âñå-òàêè íå âñåãäà ìîãóò
èçáåæàòü åå.

18.14 (îøèáî÷íîå ñîåäèíåíèå òåëåôîííûõ íî-
ìåðîâ). Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î êîëè÷åñòâå îøè-
áî÷íûõ ñîåäèíåíèé òåëåôîííûõ íîìåðîâ. Âñåãî íàáëþäà-
ëîñü 267 íîìåðîâ.

k nk k nk k nk
0 0 6 22 12 18
1 1 7 43 13 12
2 0 8 31 14 7
3 5 9 40 15 6
4 11 10 35 16 2

5 14 11 20 Âñåãî 267

Çäåñü k � êîëè÷åñòâî îøèáî÷íûõ ñîåäèíåíèé; nk � ÷èñ-
ëî íîìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ áûëî çàôèêñèðîâàíî òî÷íî k
îøèáî÷íûõ ñîåäèíåíèé, k = 0, 1, . . . , 16.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè
êîëè÷åñòâà îøèáî÷íûõ ñîåäèíåíèé.



354 Ãëàâà 18. Êðèòåðèé χ2

18.15 (öâåò âîëîñ è öâåò ãëàç). Â òàáëèöå ïðèâå-
äåíû äàííûå î 147 íàóäà÷ó âûáðàííûõ ñòóäåíòàõ, êîòî-
ðûå áûëè ðàñïðåäåëåíû ñîãëàñíî öâåòó èõ âîëîñ (ñâåò-
ëûå, òåìíûå) è ãëàç (ãîëóáûå, êàðèå).

Öâåò Öâåò ãëàç

âîëîñ Ãîëóáûå Êàðèå Âñåãî

Òåìíûå 31 41 72
Ñâåòëûå 40 35 75

Âñåãî 71 76 147

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ñäåëàòü âûâîä
î òîì, ÷òî öâåò ãëàç ñâÿçàí ñ öâåòîì âîëîñ?

18.16 (ïðåäâçÿòîñòü íàáëþäàòåëÿ). Ïåðåä äàò÷è-
êîì, ñîñòîÿùèì èç êðóãëîãî äèñêà, ðàçäåëåííîãî íà 10
îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, çàíóìåðîâàííûõ îò 0 äî 9, ïîñòà-
âèëè íàáëþäàòåëÿ. Äèñê âðàùàëñÿ ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ.
Âðåìÿ îò âðåìåíè ïåðåä íèì âñïûõèâàëà ýëåêòðè÷åñêàÿ
ëàìïî÷êà íà ñòîëü êîðîòêîå âðåìÿ, ÷òî äèñê êàçàëñÿ íåïî-
äâèæíûì. Íàáëþäàòåëü äîëæåí áûë ñìîòðåòü íà äèñê è
çàïèñûâàòü íîìåð òîãî ñåêòîðà, êîòîðûé â ìîìåíò âñïûø-
êè ëàìïî÷êè íàõîäèëñÿ íàïðîòèâ ôèêñèðîâàííîãî óêàçà-
òåëÿ.

Ïðèáîð ïðåäíàçíà÷àëñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë è â ñàìîì äåëå èõ âûäàâàë, êîãäà â ýêñïåðèìåíòå
ó÷àñòâîâàë äðóãîé íàáëþäàòåëü. Îäíàêî íàáëþäàòåëü,
î êîòîðîì øëà ðå÷ü âûøå, ñíèìàë ïîêàçàíèÿ ñ çàìåòíîé
ïðåäâçÿòîñòüþ.

×àñòîòû ïîÿâëåíèÿ öèôð â 10 000 âûïîëíåííûõ íèì
íàáëþäåíèÿõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå (â òàáëèöå ÷àñòîòà
öèôðû � êîëè÷åñòâî åå ïîÿâëåíèé â 10 000 íàáëþäåíè-
ÿõ).

Ïðîâåðèòü, ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î ïðåä-
âçÿòîñòè íàáëþäàòåëÿ.

Öèôðà ×àñòîòà Öèôðà ×àñòîòà

0 1083 5 1007
1 865 6 1081
2 1053 7 997
3 884 8 1025
4 1057 9 948

Âñåãî 10 000
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Ç àì å ÷ à í è å. Åñëè áû íàáëþäàòåëü áûë íåïðåäâçÿ-
òûì, òî öèôðû ïîÿâëÿëèñü áû ïðèáëèçèòåëüíî ñ îäèíà-
êîâîé ÷àñòîòîé. Èç òàáëèöû, îäíàêî, âèäíî, ÷òî îí èìåë
ïðèñòðàñòèå ê ÷åòíûì öèôðàì è ïðåäóáåæäåíèå ïðîòèâ
íå÷åòíûõ öèôð 1, 3 è 9. Ïðè÷èíà òàêîãî ïîâåäåíèÿ è
ïðåäâçÿòîñòè íåïîíÿòíà è çàãàäî÷íà, ïîñêîëüêó íàáëþ-
äàòåëü íå äîëæåí áûë äàâàòü îöåíêó, à äîëæåí òîëüêî
çàïèñûâàòü òî, ÷òî âèäèò, èëè äóìàë, ÷òî âèäèò. Îáú-
ÿñíåíèå, ïî-âèäèìîìó, ñîñòîèò â òîì, ÷òî íàáëþäàòåëü
îòäàâàë çíà÷èòåëüíîå ïðåäïî÷òåíèå íåêîòîðûì öèôðàì,
ïðè ýòîì ôèêñèðîâàë íå òå èç íèõ, êîòîðûå â ìîìåíò
âñïûøêè ëàìïî÷êè â ñàìîì äåëå âèäåë íàïðîòèâ óêàçà-
òåëÿ. Çäåñü ìû èìååì äåëî ñ îäíîé èç ÷ðåçâû÷àéíî ñèëü-
íûõ ôîðì ïñèõîëîãè÷åñêîãî ïðèñòðàñòèÿ.

18.17. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò,
ñîñòîÿùèé â ïîäáðàñûâàíèè ÷åòûðåõ ìîíåò è ðåãèñòðà-
öèè êîëè÷åñòâà âûïàâøèõ ãåðáîâ. Ïðåäëîæèòå ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåðüòå åå àäåê-
âàòíîñòü ýêñïåðèìåíòó. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäèòå ýêñïåðèìåíò
äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç è âîñïîëüçóéòåñü êðèòåðèåì χ2.

Ðåçóëüòàòû ïîäáðàñûâàíèé ÷åòûðåõ ìîíåò óäîáíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå òàáëèöû:

i 0 1 2 3 4
ni

ãäå i � êîëè÷åñòâî ãåðáîâ, âûïàâøèõ íà ÷åòûðåõ ìîíå-
òàõ; ni � êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ âûïàëî i
ãåðáîâ.

Ç àì å ÷ à í è å. Î âûáîðå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà è ïðîâåðêå åå àäåêâàòíîñòè ýêñïåðèìåíòó ñì.
çàäà÷ó 18.1.

18.18 (ïåðåñòðîéêà õðîìîñîì â êëåòêå). Ðåíò-
ãåíîâñêîå îáëó÷åíèå âûçûâàåò â îðãàíè÷åñêèõ êëåòêàõ
îïðåäåëåííûå ïðîöåññû, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ïåðå-
ñòðîéêîé õðîìîñîì. ×èñëî ïåðåñòðîåê õðîìîñîì â êëåò-
êå ñîãëàñíî òåîðèè äîëæíî ïîä÷èíÿòüñÿ ðàñïðåäåëåíèþ
Ïóàññîíà. Â ýêñïåðèìåíòå ïîäñ÷èòûâàëè êîëè÷åñòâî ïå-
ðåñòðîåê õðîìîñîì ïîä äåéñòâèåì ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà îêàçàëèñü ñëåäóþùèìè.

i 0 1 2 3 4 è áîëåå Âñåãî
ni 434 195 44 9 0 682
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Çäåñü i � êîëè÷åñòâî èçìåíåíèé â êëåòêå; ni � êîëè÷å-
ñòâî êëåòîê, â êîòîðûõ ïðîèçîøëî i èçìåíåíèé.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ñ ïðèâåäåííûìè äàííûìè ãèïîòåçà î
ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè ÷èñëà ïåðåñòðîåê?

18.19 (ãëóõîíåìîòà è ïîë). Ïðè ïåðåïèñè íàñåëå-
íèÿ Àíãëèè è Óýëüñà â 1901 ã. áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî
(ñ òî÷íîñòüþ äî òûñÿ÷) 15 729 000 ìóæ÷èí è 16 799 000
æåíùèí, èç íèõ 3497 ìóæ÷èí è 3072 æåíùèí ãëóõîíå-
ìûå îò ðîæäåíèÿ.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ãëóõîíåìîòà íå ñâÿçàíà
ñ ïîëîì.

18.20 (ñëó÷àéíî è ïðîèçâîëüíî). Ñëó÷àéíî íå îç-
íà÷àåò ïðîèçâîëüíî: ñëó÷àéíîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ ñâîèì ñòðî-
ãèì çàêîíàì. Íàïðèìåð, íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî
ïðåäëîæèòü ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð ïðîñòî.
Îäíàêî íà ñàìîì äåëå ýòî ìîãóò ñäåëàòü íåìíîãèå ëþäè.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ öèôð äîëæíà óäîâëåòâî-
ðÿòü ðÿäó òðåáîâàíèé ñëó÷àéíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, îò òà-
êîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè åñòåñòâåííî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû
ïîÿâëåíèå öèôð 0, 1, . . . , 9 áûëî ðàâíîâåðîÿòíûì.

Ïðîâåðüòå ñâîè ñïîñîáíîñòè, à èìåííî: âûïèøèòå ñëó-
÷àéíóþ (ñ âàøåé òî÷êè çðåíèÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: 1) èç
150 �÷åòûðåõçíà÷íûõ� ÷èñåë (íóëü ìîæåò çàíèìàòü ïåð-
âîå ìåñòî ñëåâà, êàê è ëþáàÿ äðóãàÿ öèôðà); 2) èç 600
öèôð. Ïðîâåðüòå ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ χ2, äåéñòâèòåëü-
íî ëè â ïðåäëîæåííûõ âàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ öèôðû
0, 1, . . . , 9 âñòðå÷àþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/10.

Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû ýòèõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Ïðèì å ÷ à í è å. Âûïèñûâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå

ïðîñìàòðèâàéòå è íå èñïîëüçóéòå êàêèì ëèáî èíûì ñïî-
ñîáîì óæå âûïèñàííóþ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: êàæ-
äîå ñëåäóþùåå ÷èñëî (êàæäóþ ñëåäóþùóþ öèôðó) âûïè-
ñûâàéòå òàê, êàê áóäòî âû åãî (åå) ïèøåòå âïåðâûå, êàê
áóäòî äî ýòîãî íè÷åãî íå âûïèñûâàëîñü.

Ç àì å ÷ à í è å. Âñòðå÷àþòñÿ ëþäè, ó êîòîðûõ ïñèõî-
ëîãè÷åñêèå ïðîöåññû íàñòîëüêî õîðîøî ñáàëàíñèðîâàíû,
÷òî îíè ìîãóò ïîëó÷àòü ñëó÷àéíûå âûáîðêè. Îáû÷íî òà-
êèå ëèöà ñ÷èòàþò ñåáÿ ÷ðåçâû÷àéíî îäàðåííûìè. Ñì. òàê-
æå çàìå÷àíèå ê çàäà÷å 18.17.

18.21. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëå-
äîâàòåëüíîì ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû ÷åòûðå ðàçà è ðå-
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ãèñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûïàäåíèå
ãåðáà (Ã) îáîçíà÷àåòñÿ åäèíèöåé, à ðåøåòêè (Ð) � íóëåì.
Òàê ÷òî, âûïàäåíèå, íàïðèìåð, ÃÐÐÃ ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê
1001. Ðàññìîòðèì ýòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç íóëåé è åäè-
íèö êàê çàïèñü ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ, ò. å.
1001 � ýòî çàïèñü â äâîè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ äåâÿò-
êè.

Áóäåì ôèêñèðîâàòü òîëüêî ÷èñëà, ìåíüøèå 10.
Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

òàáëèöû:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ni

ãäå ni � êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ áûëî çà-
ðåãèñòðèðîâàíî ÷èñëî i.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü ïîÿâëåíèå öèôð 0, 1, 2, . . . , 9 â îïè-
ñàííîì ýêñïåðèìåíòå ðàâíîâåðîÿòíûì?

Äàòü îòâåò â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-
òåç. Äëÿ ýòîãî ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåñòè åãî äîñòàòî÷íîå ÷èñ-
ëî ðàç è, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì χ2, ïðîâåðèòü àäåê-
âàòíîñòü ìîäåëè ýêñïåðèìåíòó.

18.22 (óìñòâåííûå ñïîñîáíîñòè è êà÷åñòâî îäåæ-
äû). Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå (ïîëó÷åííûå Ãèëáè)
î 1725 ó÷åíèêàõ, êëàññèôèöèðîâàííûõ â ñîîòâåòñòâèè ñ:
1) êà÷åñòâîì èõ îäåæäû; 2) óìñòâåííûìè ñïîñîáíîñòÿìè.
Ïðè ýòîì äëÿ õàðàêòåðèñòèêè óìñòâåííûõ ñïîñîáíîñòåé
èñïîëüçîâàíà ñëåäóþùàÿ ãðàäàöèÿ: A� óìñòâåííî îòñòà-
ëûé; B � ìåäëèòåëüíûé è íåäîñòàòî÷íî ðàçâèòûé; C �
íåäîñòàòî÷íî ðàçâèòûé; D � ìåäëèòåëüíûé, íî óìíûé;
E � äîñòàòî÷íî óìíûé; F � ÿâíî ñïîñîáíûé; G � î÷åíü
ñïîñîáíûé.

Óìñòâåí- Êà÷åñòâî îäåæäû
íûå ñïî- Î÷åíü Õîðîøåå Ñíîñ- Î÷åíü Âñåãî
ñîáíîñòè õîðîøåå íîå ïëîõîå
A è B 33 41 39 17 130
C 48 100 58 13 219
D 113 202 70 22 407
E 209 255 61 10 535
F 194 138 33 10 375
G 39 15 4 1 59

Âñåãî 636 751 265 73 1725
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Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ñäåëàòü âûâîä,
÷òî êà÷åñòâî îäåæäû ó÷åíèêîâ è èõ óìñòâåííûå ñïîñîá-
íîñòè � íåçàâèñèìûå ïðèçíàêè?

18.23 (áàêòåðèè â ÷àøêå Ïåòðè). Â ÷àøêå Ïåò-
ðè íàáëþäàþòñÿ êîëîíèè áàêòåðèé. Ïîä ìèêðîñêîïîì èõ
âèäíî êàê òåìíûå ïÿòíûøêè. ×àøêà Ïåòðè (åå äíî) ðàç-
äåëåíà íà ìàëåíüêèå êâàäðàòû, â êàæäîì èç êîòîðûõ
ïîäñ÷èòûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî êîëîíèé (ïÿòíûøåê). Ðåçóëü-
òàòû íàáëþäåíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå:

k 0 1 2 3 4 5 6 7
nk 5 19 26 26 21 13 8 0

ãäå k � êîëè÷åñòâî êîëîíèé â êâàäðàòå; nk � êîëè÷åñòâî
êâàäðàòîâ ñ k êîëîíèÿìè.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè
êîëè÷åñòâà êîëîíèé íà êâàäðàò.

18.24. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ â
òåêñòå áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà (âêëþ÷àÿ ïðîáåë, îí îáî-
çíà÷åí ÷åðòî÷êîé).

Âîîáùå ãîâîðÿ, âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ áóêâ â òåêñòå
çàâèñÿò îò åãî õàðàêòåðà, îñîáåííî ýòî çàìåòíî â ñòè-
õàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî íàçâàòü ñòèõîòâîðåíèå
Ê. Ä. Áàëüìîíòà �Êàìûøè�:

Ïîëíî÷íîé ïîðîþ â áîëîòíîé ãëóøè
×óòü ñëûøíî, áåñøóìíî øóðøàò êàìûøè ...
Âñå ïîñòðîåíî íà îáûãðûâàíèè øèïÿùèõ çâóêîâ �÷� è

�ø�, ïîýòîìó ÷àñòîòà èõ ïîÿâëåíèÿ çàìåòíî âûøå ïðèâå-
äåííûõ â òàáëèöå.

� 0,175 è 0,062 ð 0,040 ì 0,026
î 0,090 ò 0,053 â 0,038 ä 0,025
å,¼ 0,072 í 0,053 ë 0,035 ï 0,023
à 0,062 ñ 0,045 ê 0,028 ó 0,021
ÿ 0,018 á 0,014 õ 0,009 ö 0,004
û 0,016 ã 0,013 æ 0,007 ù 0,003
ç 0,016 ÷ 0,012 þ 0,006 ý 0,003
ü,ú 0,014 é 0,010 ø 0,006 ô 0,002

Ðàññìîòðèòå îòðûâîê èç ïîýìû À. Ñ. Ïóøêèíà �Ðóñ-
ëàí è Ëþäìèëà� îò �Ó ëóêîìîðüÿ äóá çåëåíûé ...� äî �...
ñêàçêó ýòó òåïåðü ïîâåäàþ ÿ ñâåòó�.
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Ïðîâåðüòå, ñîãëàñóþòñÿ ëè â ýòîì îòðûâêå ÷àñòîòû
ïîÿâëåíèÿ áóêâ ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ïðèâåäåííûìè â òàáëè-
öå.

18.25. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäñ÷å-
òå ÷èñëà ïîÿâëåíèé ïàðû (1;1) íà 100 ïàð, èçâëå÷åííûõ
èç òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, íàïðèìåð èç òàáë. 22.10.1.

Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåðèòü åå àäåêâàòíîñòü ýêñïåðèìåíòó.
Äëÿ ýòîãî ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç
è âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2.

Äàííûå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
ni

ãäå i � ÷èñëî ïîÿâëåíèé ïàðû (1; 1) íà 100 ïàð, èçâëå÷åí-
íûõ èç òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë; ni � êîëè÷åñòâî òåõ
ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ïàðà (1;1) âñòðå÷àåòñÿ i ðàç.

Ç àì å ÷ à í è å. Î âûáîðå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà è ïðîâåðêå åå àäåêâàòíîñòè ýêñïåðèìåíòó ñì.
çàäà÷ó 18.1.

18.26 (ñåëåêöèÿ ãîðîõà Ã. Ìåíäåëåì). Â ýêñïåðè-
ìåíòàõ ïî ñåëåêöèè ãîðîõà Ã. Ìåíäåëü íàáëþäàë ÷àñòîòó
ïîÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ñåìÿí (â ýòîé çàäà÷å ÷àñòî-
òà � êîëè÷åñòâî ñåìÿí îïðåäåëåííîãî âèäà), ïîëó÷åííûõ
â ðåçóëüòàòå ñêðåùèâàíèÿ ðàñòåíèé ñ êðóãëûìè æåëòû-
ìè è ìîðùèíèñòûìè çåëåíûìè ñåìåíàìè. Ýòè äàííûå è
çíà÷åíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé, îïðåäåëåííûå ñî-
ãëàñíî òåîðèè íàñëåäñòâåííîñòè Ìåíäåëÿ, ïðèâåäåíû â
òàáëèöå.

Âèä ñåìÿí ×àñòîòà Âåðîÿòíîñòü

Êðóãëûå æåëòûå 315 9/16
Ìîðùèíèñòûå æåëòûå 101 3/16
Êðóãëûå çåëåíûå 108 3/16
Ìîðùèíèñòûå çåëåíûå 32 1/16

Âñåãî 556 1

Ñîãëàñóþòñÿ ëè âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî òå-
îðèè Ìåíäåëÿ, ñ ïðèâåäåííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàí-
íûìè?
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18.27 (ñìûøëåíîñòü è êà÷åñòâî ïèòàíèÿ). Â ñî-
öèàëüíîì îáîçðåíèè (Ïèðñîí è Ìîóë, 1925) 618 ìàëü÷è-
êîâ áûëè êëàññèôèöèðîâàíû ñîãëàñíî óðîâíþ èõ ñìûø-
ëåíîñòè è êà÷åñòâó ïèòàíèÿ.

Ðåçóëüòàòû îáñëåäîâàíèé ïðèâåäåíû â òàáëèöå. Ïðè
ýòîì èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ: A � î÷åíü ñïîñîáíûé, B
� ñïîñîáíûé, C � ñìûøëåíûé, D � íåäîñòàòî÷íî ñìûø-
ëåíûé, E � ìåäëèòåëüíûé, F � î÷åíü ìåäëèòåëüíûé.

Êà÷åñòâî Óðîâåíü ñìûøëåíîñòè

ïèòàíèÿ A B C D E F Âñåãî

Õîðîøåå 9 27 60 63 24 5 188
Ïîñðåäñòâåííîå 5 41 126 120 36 6 334
Ïëîõîå 5 12 38 32 8 1 96

Âñåãî 19 80 224 215 68 12 618

Ñóùåñòâóåò ëè ñâÿçü ìåæäó êà÷åñòâîì ïèòàíèÿ äåòåé
è èõ ñìûøëåíîñòüþ?

18.28 (àâòîìîáèëüíûå íîìåðà). Ñòîõàñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ôèêñèðîâàíèè öèôð ÷èñëîâîé ÷à-
ñòè íîìåðîâ àâòîìîáèëåé, ïðîåçæàþùèõ ìèìî íàáëþäà-
òåëÿ. Îòíîñèòåëüíî ïîÿâëåíèÿ öèôð âûäâèãàåòñÿ âïîëíå
åñòåñòâåííàÿ ãèïîòåçà: öèôðû â àâòîìîáèëüíûõ íîìåðàõ
âñòðå÷àþòñÿ îäèíàêîâî ÷àñòî (âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ
öèôð â àâòîìîáèëüíûõ íîìåðàõ îäèíàêîâà).

Ñ öåëüþ ïðîâåðêè âûäâèíóòîé ãèïîòåçû, çàðåãèñòðè-
ðóéòå ÷èñëîâóþ ÷àñòü íîìåðîâ 40�50 àâòîìîáèëåé, ïðî-
åçæàþùèõ ìèìî âàñ (ïî÷åìó ýòîãî áóäåò äîñòàòî÷íî?)
è âîñïîëüçóéòåñü êðèòåðèåì χ2. Äàííûå óäîáíî ïðåäñòà-
âèòü â ñëåäóþùåì âèäå:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
ni

ãäå ni � êîëè÷åñòâî ïîÿâëåíèé öèôðû i â ÷èñëîâûõ ÷à-
ñòÿõ àâòîìîáèëüíûõ íîìåðîâ.

18.29. Âî âðåìÿ Âòîðîé ìèðîâîé âîéíû íà Ëîíäîí
óïàëî 537 ñàìîëåòîâ-ñíàðÿäîâ. Âñþ òåððèòîðèþ Ëîíäî-
íà ðàçáèëè íà 576 ó÷àñòêîâ ïëîùàäüþ 0,25 êì2. Íèæå
ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî νi ó÷àñòêîâ, íà êîòîðûå óïàëî i
ñíàðÿäîâ.
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i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 è áîëåå Âñåãî
νi 229 211 93 35 7 0 0 1 0 576

Âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì χ2, ïðîâåðèòü ãèïîòå-
çó î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè êîëè÷åñòâà ñàìîëåòîâ-
ñíàðÿäîâ, óïàâøèõ íà ó÷àñòîê.

18.30. Îäíîâðåìåííî ïîäáðàñûâàþò 12 èãðàëüíûõ êî-
ñòåé è ðåãèñòðèðóþò çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ �
êîëè÷åñòâà êîñòåé, íà êîòîðûõ âûïàëî ÷èñëî î÷êîâ áîëü-
øåå 3. Äàííûå 4096 ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

i ni i ni
0 0 7 847
1 7 8 536
2 60 9 257
3 198 10 71
4 430 11 11
5 731 12 0

6 948 Âñåãî 4096

Çäåñü i � çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ; ni � êîëè-
÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ
ïðèíÿëà çíà÷åíèå i, i = 0, 1, . . . , 12.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ.

18.31 (öâåò âîëîñ è öâåò áðîâåé). Â òàáëèöå ïðè-
âåäåíî ðàñïðåäåëåíèå öâåòà âîëîñ è öâåòà áðîâåé ó 46 542
øâåäñêèõ ïðèçûâíèêîâ.

Öâåò âîëîñ

Öâåò áðîâåé Ñâåòëûå èëè ðûæèå Òåìíûå Âñåãî

Ñâåòëûå
èëè ðûæèå 30 472 3238 33 710
Òåìíûå 3364 9468 12 832

Âñåãî 33 836 12 706 46 542

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î ñâÿçè ìåæäó öâå-
òîì âîëîñ è öâåòîì áðîâåé?

18.32. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äëèíû èíòåðâàëîâ ìåæ-
äó ïîñëåäîâàòåëüíûìè èìïóëüñàìè âäîëü íåðâíîãî âî-
ëîêíà (åäèíèöà èçìåðåíèÿ 1/50 ñ), ïîëó÷åííûå äîêòîðîì
Ï.Ôåòîì è ïðîôåññîðîì Á.Êàöó (Ëîíäîíñêèé óíèâåðñè-
òåò).
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3,0 25,5 5,5 14,5 18,0 7,0 27,5 14,0
2,0 0,5 47,0 36,5 2,5 3,5 5,5 19,0
10,5 24,5 19,0 19,0 0,5 3,0 6,5 3,0
0,5 8,0 2,5 5,0 8,0 3,0 3,0 3,0
5,5 22,0 2,5 4,5 2,0 13,5 25,0 12,5
12,5 4,0 0,5 35,0 2,0 4,0 8,0 19,0
4,0 16,0 19,5 29,0 28,0 37,0 7,5 13,0
12,5 8,5 32,5 30,5 7,5 13,0 1,5 2,5
17,0 3,5 5,0 4,5 1,0 15,0

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î: à) íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè;
á) ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äëèíû èíòåðâàëà ìåæäó
èìïóëüñàìè.

18.33. Ïîñëåäîâàòåëüíî äâàæäû ïîäáðàñûâàþò ïàðó
ìîíåò è ðåãèñòðèðóþò ÷èñëî ξ âûïàâøèõ ãåðáîâ íà ïàðå
ìîíåò ïðè ïåðâîì ïîäáðàñûâàíèè è η � ïðè âòîðîì, ò. å.
ðåãèñòðèðóþò çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η).

Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåðèòü åå àäåêâàòíîñòü ýêñïå-
ðèìåíòó. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷-
íîå ÷èñëî ðàç è âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2.

Ðåçóëüòàòû ïîäáðàñûâàíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ñëåäóþùåé òàáëèöû:

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ 0 1 2 Ñóììà

0 ν00 ν01 ν02 ν0·

1 ν10 ν11 ν12 ν1·

2 ν20 ν21 ν22 ν2·

Ñóììà ν·0 ν·1 ν·2 n

Çäåñü νij � êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = (ξ, η) ïðèíÿëà çíà÷åíèå (i, j),

νi· =
2∑
j=0

νij , ν·j =
2∑
i=0

νij , i, j = 0, 1, 2, n =
2∑
i=0

2∑
j=0

νij .

Ç àì å ÷ à í è å. Îòíîñèòåëüíî âûáîðà ìîäåëè ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà è ïðîâåðêè åå àäåêâàòíîñòè ýêñïå-
ðèìåíòó ñì. çàäà÷ó 18.1.
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18.34. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î 1426 çàêëþ÷åí-
íûõ, êëàññèôèöèðîâàííûõ ïî îòíîøåíèþ ê àëêîãîëüíîé
çàâèñèìîñòè (àëêîãîëèê, íå àëêîãîëèê) è õàðàêòåðó ïðå-
ñòóïëåíèé, çà êîòîðûå èõ îñóäèëè (äàííûå Ãîðèíãà, öèòè-
ðîâàííûå Ê. Ïèðñîíîì). Ñòîëáöû òàáëèöû óïîðÿäî÷åíû
â ñîîòâåòñòâèè ñ �èíòåëëåêòóàëüíîñòüþ� âèäà ïðåñòóïëå-
íèÿ, õîòÿ ýòî óïîðÿäî÷åíèå äîâîëüíî óñëîâíîå.

Âèä ïðåñòóïëåíèÿ Àëêîãîëèêè Íå àëêîãîëèêè Âñåãî

Ïîäæîã 50 43 93
Èçíàñèëîâàíèå 88 62 150
Íàñèëüñòâåííûå
äåéñòâèÿ 155 110 265
Âîðîâñòâî 379 300 679
Èçãîòîâëåíèå
ôàëüøèâûõ äåíåã 18 14 32
Ìîøåííè÷åñòâî 63 144 207

Âñåãî 753 673 1426

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ñäåëàòü âûâîä
î íàëè÷èè ñâÿçè ìåæäó àëêîãîëèçìîì è õàðàêòåðîì ïðå-
ñòóïëåíèÿ?

18.35 (çàðÿä ýëåêòðîíà). Â òàáëèöå ïðèâåäåíû 58
çíà÷åíèé âåëè÷èíû e, íàéäåííûõ Ð. Ìèëëèêåíîì ïðè îïðå-
äåëåíèè çàðÿäà ýëåêòðîíà, êîòîðûé ðàâåí e · 10−10 åä.
ÑÃÑ.

1 4,740 13 4,769 25 4,778 37 4,788 49 4,795
2 4,747 14 4,771 26 4,779 38 4,788 50 4,797
3 4,749 15 4,771 27 4,779 39 4,789 51 4,799
4 4,758 16 4,772 28 4,779 40 4,789 52 4,799
5 4,761 17 4,772 29 4,781 41 4,790 53 4,801
6 4,764 18 4,772 30 4,781 42 4,790 54 4,805
7 4,764 19 4,774 31 4,782 43 4,790 55 4,806
8 4,764 20 4,775 32 4,783 44 4,791 56 4,808
9 4,765 21 4,775 33 4,783 45 4,791 57 4,809
10 4,767 22 4,776 34 4,785 46 4,791 58 4,810
11 4,768 23 4,777 35 4,785 47 4,792
12 4,769 24 4,777 36 4,785 48 4,792

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ðå-
çóëüòàòîâ èçìåðåíèé âåëè÷èíû e ïðè îïðåäåëåíèè çàðÿäà
ýëåêòðîíà.
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18.36. Ïîñëåäîâàòåëüíî äâàæäû ïîäáðàñûâàþò ïàðó
ìîíåò è ðåãèñòðèðóþò ÷èñëî ξ âûïàâøèõ ãåðáîâ ïðè ïåð-
âîì ïîäáðàñûâàíèè è ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî η ãåðáîâ âû-
ïàâøèõ ïðè ïåðâîì è âòîðîì ïîäáðàñûâàíèÿõ, ò. å. ðåãè-
ñòðèðóþò çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η).

Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåò åãî ïðåä-
ëîæåííàÿ ìîäåëü? ßâëÿþòñÿ ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è
η íåçàâèñèìûìè?

Äàòü îòâåò íà âîïðîñ îá àäåêâàòíîñòè ìîäåëè â òåð-
ìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Äëÿ ýòîãî ïðî-
âåñòè ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç
è âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2. Äàííûå óäîáíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå òàáëèöû.

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ 0 1 2 Ñóììà

0 ν00 ν01 ν02 ν0·

1 ν10 ν11 ν12 ν1·

2 ν20 ν21 ν22 ν2·

Ñóììà ν·0 ν·1 ν·2 n

Çäåñü νij � êîëè÷åñòâî ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = (ξ, η) ïðèíÿëà çíà÷åíèå (i, j), i, j =
= 0, 1, 2;

νi· =
2∑
j=0

νij , ν·j =
2∑
i=0

νij , i, j = 0, 1, 2; n =
2∑
i=0

2∑
j=0

νij .

Ç àì å ÷ à í è å 1. Î âûáîðå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà è ïðîâåðêå åå àäåêâàòíîñòè
ñì. çàäà÷ó 18.1.

Ç àì å ÷ à í è å 2. Ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè g(ζ) ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, η) (â ÷àñòíîñòè, ôóíêöèè g(ζ) =
= g(ξ, η) = (ξ,max{ξ, η})) ïî ðàñïðåäåëåíèþ ζ ìîæíî
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íàéòè, âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì

P{g(ξ, η) = (x, y)} =
∑

{(i,j):g(i,j)=(x,y)}

Pζ(i, j).

18.37 (î òåëåïàòàõ). Â Ãàðâàðäñêîì óíèâåðñèòåòå,
óíèâåðñèòåòå Äþêà è äðóãèõ óíèâåðñèòåòàõ ïðè ïðîâåð-
êå ñïîñîáíîñòåé òåëåïàòîâ �÷èòàòü� ìûñëè, â ÷àñòíîñòè,
ñòàâèëèñü ýêñïåðèìåíòû ïî ÷òåíèþ öèôð 0, 1, . . . , 9.

Ïðîâåäèòå àíàëîãè÷íûé ýêñïåðèìåíò. Íàóäà÷ó çàäó-
ìàéòå öèôðó: 0, 1, . . . , 9 è çàôèêñèðóéòå ðåçóëüòàò. Òåëå-
ïàò ÷èòàåò çàäóìàííóþ âàìè öèôðó è òàêæå ôèêñèðó-
åò ðåçóëüòàò. Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ äîñòàòî÷íîå êîëè-
÷åñòâî ðàç. Åñëè òåëåïàò â ñàìîì äåëå îáëàäàåò ñïîñîá-
íîñòÿìè ÷èòàòü ìûñëè, òî äîëÿ ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûõ
öèôð: íóëü ÷èòàåòñÿ êàê íóëü, åäèíèöà � êàê åäèíèöà, è
ò. ä., äåâÿòêà � êàê äåâÿòêà, ò. å. äîëÿ óñïåõîâ áóäåò áîëü-
øîé (óñïåõ � ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííàÿ öèôðà, íåóäà÷à �
íåïðàâèëüíî ïðî÷èòàííàÿ).

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñäåëàòü
âûâîä îòíîñèòåëüíî ñïîñîáíîñòåé òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè
íà ðàññòîÿíèè.

Óê à ç à í è å. Äëÿ ÷èñòîòû ýêñïåðèìåíòà, çàäóìûâàÿ
öèôðû 0, 1, . . . , 9, ïîëüçóéòåñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷è-
ñåë.

18.38 (íåñ÷àñòíûå ñëó÷àè ñ âîäèòåëÿìè àâòî-
áóñîâ). ×àñòîòíîå ðàñïðåäåëåíèå 166 âîäèòåëåé ëîíäîí-
ñêèõ àâòîáóñîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ êîëè÷åñòâîì íåñ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ, ñëó÷èâøèõñÿ ñ íèìè â òå÷åíèå îäíîãî ãîäà, ïðè-
âåäåíî â òàáëèöå.

i ni i ni
0 45 6 3
1 36 7 2
2 40 8 1
3 19 9 0
4 12 10 è áîëåå 0

5 8 Âñåãî 166

Çäåñü i � ÷èñëî íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ; ni � êîëè÷åñòâî
âîäèòåëåé, ñ êîòîðûìè ñëó÷èëîñü i íåñ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ,
i = 0, 1, . . .
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Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî íåñ÷àñòíûõ ñëó-
÷àåâ, ñëó÷èâøèõñÿ ïðè ó÷àñòèè âîäèòåëÿ â òå÷åíèå ãîäà,
ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèþ Ïóàññîíà?

18.39 (ïèðîæíûå è áàêòåðèàëüíûå êîëîíèè).
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î êîëîíèÿõ áàêòåðèé, ñî-
äåðæàùèõñÿ â òðåõ âèäàõ ïèðîæíûõ (äàííûå À. Àáðà-
õàìñîíà).

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò çàâèñèìîñòü
ìåæäó âèäàìè ïèðîæíûõ è ðàçìåðàìè áàêòåðèàëüíûõ
êîëîíèé, ñîäåðæàùèõñÿ â íèõ?

Âèä Ðàçìåðû êîëîíèè

ïèðîæíûõ Ìàëûå Ñðåäíèå Áîëüøèå Âñåãî

Ýêëåð 92 37 46 175
Íàïîëåîí 53 15 19 87
Îðåõîâîå 75 19 12 106

Âñåãî 220 71 77 368

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç.

18.40 (ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ). Ñèì-
ìåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò ÷åòûðå ðàçà è ðåãè-
ñòðèðóþò çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � ìîìåíò, êîãäà
â ïîñëåäíèé ðàç êîëè÷åñòâî ãåðáîâ ñðàâíÿåòñÿ ñ êîëè÷å-
ñòâîì ðåøåòîê (ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ), ýòèìè
ìîìåíòàìè â ýêñïåðèìåíòå ÿâëÿþòñÿ 0; 2; 4.

Îòíîñèòåëüíî ìîìåíòà ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ âû-
äâèãàåòñÿ ãèïîòåçà: ðàñïðåäåëåíèåì ìîìåíòà ïîñëåäíåãî
óðàâíèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ(

0 2 4
3/8 2/8 3/8

)
(äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà ïîðÿäêà 2).

Ïðîâåðèòü âûäâèíóòóþ ãèïîòåçó. Äëÿ ýòîãî ïîëó÷èòü
âûáîðêó ìîìåíòà ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ (äîñòàòî÷íîãî
îáúåìà) è âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ óäîáíî ïðåä-
ñòàâèòü â òàêîì âèäå:

i 0 2 4
ni
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ãäå i � ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ; ni � êîëè÷åñòâî
íàáëþäåíèé (ýêñïåðèìåíòîâ), â êîòîðûõ ìîìåíò ïîñëåä-
íåãî óðàâíèâàíèÿ îêàçàëñÿ ðàâíûì i.

18.41 (ïîêàçàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñîâ). Ìåõàíè-
÷åñêèå ÷àñû, âûñòàâëåííûå â âèòðèíàõ ÷àñîâûõ ìàãàçè-
íîâ, ïîêàçûâàþò ñëó÷àéíîå âðåìÿ. Âûäâèãàåòñÿ åñòåñòâåí-
íàÿ ãèïîòåçà: ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî
íà èíòåðâàëå [0;12). Ðåçóëüòàòû 1000 íàáëþäåíèé ïðèâå-
äåíû â òàáëèöå (èíòåðâàë [0;12) ðàçáèò íà 12 ðàâíûõ ÷à-
ñòåé: [i, i+ 1), i = 0, 1, . . . , 11).

i ni i ni
0 77 6 73
1 81 7 70
2 95 8 77
3 86 9 82
4 98 10 84
5 90 11 87

Âñåãî 1 000

Çäåñü i � íîìåð èíòåðâàëà îò i-ãî ÷àñà äî (i + 1)-ãî, i =
= 0, 1, . . . , 11; ni � êîëè÷åñòâî ÷àñîâ, ïîêàçàíèÿ êîòîðûõ
ïðèíàäëåæàò i-ìó èíòåðâàëó.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè âûäâèíóòàÿ ãèïîòåçà ñ ýòèìè äàííû-
ìè?

18.42 (ñìûøëåíîñòü è ñëîæåíèå). Â òàáëèöå ïðè-
âåäåíû äàííûå î ñòåïåíè ñìûøëåíîñòè ó÷åíèêîâ c àòëå-
òè÷åñêèì ñëîæåíèåì è ñ íåàòëåòè÷åñêèì.

Ñëîæåíèå Ñòåïåíü ñìûøëåíîñòè

ó÷åíèêà Âûñîêàÿ Íèçêàÿ Âñåãî

Àòëåòè÷åñêîå 581 567 1 148
Íåàòëåòè÷åñêîå 209 351 560

Âñåãî 790 918 1 708

×òî ìîæíî ñêàçàòü îòíîñèòåëüíî ñâÿçè ìåæäó ñìûø-
ëåíîñòüþ ó÷åíèêîâ è èõ ñëîæåíèåì?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç.

18.43. Äàííûå î êîëè÷åñòâå òðåùèí â ñòåðæíå, îá-
íàðóæåííûõ ïðè èñïûòàíèè 600 íåéëîíîâûõ ñòåðæíåé,
ïðèâåäåíû â òàáëèöå
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i 0 1 2 3 4 5 6 è áîëåå Âñåãî
ni 275 207 81 23 8 6 0 600

ãäå i � ÷èñëî òðåùèí â ñòåðæíå; ni � êîëè÷åñòâî ñòåðæ-
íåé, â êîòîðûõ îáíàðóæåíî i òðåùèí.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïóàññîíîâñêîì ðàñïðåäåëåíèè
êîëè÷åñòâà òðåùèí â ñòåðæíå.

18.44 (ýêñïåðèìåíò Ê. Ïèðñîíà). Â ðåçóëüòàòå
24 000 ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû Ê. Ïèðñîí çàðåãèñòðèðî-
âàë 12 012 ñëó÷àåâ ïîÿâëåíèÿ ãåðáà.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ãèïîòåçà î ñèììåòðè÷íîñòè ìîíåòû ñ
ýòèìè äàííûìè?

18.45. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè 500 êîíòåéíåðîâ ñî ñòåê-
ëÿííûìè èçäåëèÿìè ïîëó÷åíû òàêèå äàííûå î êîëè÷å-
ñòâå ïîâðåæäåííûõ èçäåëèé:

i ni i ni
0 199 5 3
1 169 6 1
2 87 7 1
3 31 8 è áîëåå 0

4 9 Âñåãî 500

ãäå i � ÷èñëî ïîâðåæäåííûõ èçäåëèé; ni � êîëè÷åñòâî
êîíòåéíåðîâ ñ i ïîâðåæäåííûìè èçäåëèÿìè, i = 0, 1, . . .

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîâðåæäåííûõ èç-
äåëèé, ïðèõîäÿùååñÿ íà êîíòåéíåð, ïîä÷èíÿåòñÿ ðàñïðå-
äåëåíèþ Ïóàññîíà?

18.46. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ òîëùèíû (â ìè-
êðîìåòðàõ) ïëàñòèêîâîãî ïîêðûòèÿ ìåäíîé ïðîâîëîêè
(â âûáîðêó âîøëè 225 áîáèí ïðîâîëîêè).

Òîëùèíà ×àñòîòà Òîëùèíà ×àñòîòà

145 1 153 37
146 3 154 25
147 3 155 23
148 7 156 11
149 11 157 9
150 25 158 2
151 33 159 0
152 34 160 1

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ñ÷èòàòü, ÷òî
òîëùèíà ïîêðûòèÿ ïðîâîëîêè èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå?
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Ç àì å ÷ à í è å. Â ýòîé çàäà÷å ÷àñòîòà � ýòî êîëè÷å-
ñòâî áîáèí ïðîâîëîêè, äëÿ êîòîðûõ áûëà çàðåãèñòðèðî-
âàíà äàííàÿ òîëùèíà ïîêðûòèÿ.

18.47 (âîçðàñò ìîëîäîæåíîâ è óðîâåíü èõ äî-
õîäîâ). Ïðîâîäèëîñü îáñëåäîâàíèå ñ öåëüþ îáíàðóæå-
íèÿ ñâÿçè ìåæäó âîçðàñòîì âñòóïëåíèÿ â ïåðâûé áðàê è
óðîâíåì äîõîäîâ ìîëîäîæåíîâ. Ðåçóëüòàòû îáñëåäîâàíèÿ
(êîëè÷åñòâî ñåìåéíûõ ïàð) ïðèâåäåíû â òàáëèöå.

Óðîâåíü Âîçðàñò ìîëîäîæåíîâ

äîõîäîâ Äî 18 18�21 Ñòàðøå 21

Íèçêèé 45 25 15
Ñðåäíèé 35 60 25
Âûñîêèé 10 28 24

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î íàëè÷èè
ñâÿçè ìåæäó âîçðàñòîì âñòóïëåíèÿ â ïåðâûé áðàê è óðîâ-
íåì äîõîäîâ ìîëîäîæåíîâ?

18.48. Â ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàëàñü íåîòðèöàòåëüíàÿ
íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ. Äëÿ n = 48 íàáëþäå-
íèé ïîëó÷åíû òàêèå åå çíà÷åíèÿ (óïîðÿäî÷åííûå è îêðóã-
ëåííûå äî 0,01):

0,01 0,04 0,17 0,18 0,22 0,25 0,25 0,29
0,42 0,46 0,47 0,56 0,59 0,67 0,70 0,72
0,76 0,78 0,83 0,85 0,87 0,93 1,00 1,01
1,01 1,02 1,03 1,05 1,32 1,34 1,37 1,47
1,50 1,52 1,54 1,58 1,71 1,90 2,10 2,35
2,46 2,46 2,50 3,73 4,07 6,03 6,21 7,02

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ýòè äàííûå ÿâëÿþòñÿ
ðåàëèçàöèåé âûáîðêè èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðîì λ = 1 (åãî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) =
= 1− e−x, ïðè x > 0).

18.49 (ýêñïåðèìåíò Óýëäîíà). Â îäíîì èç ýêñïå-
ðèìåíòîâ ñ èãðàëüíûìè êîñòÿìè Óýëäîí ïîäáðîñèë êîñòè
49 152 ðàç. Ïðè ýòîì â 25 145 ñëó÷àÿõ âûïàëè ÷èñëà 4, 5
èëè 6.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ñ ýòèìè äàííûìè ãèïîòåçà î ñèììåò-
ðè÷íîñòè êîñòåé?

18.50. Ïðè îáñëåäîâàíèè coat-colour (ìàñòè) 1000 ïàð
÷èñòîêðîâíûõ ñêàêîâûõ ëîøàäåé mother (ìàòåðåé) è dau-
ghter (äî÷åðåé): black, brown, bay, chestnut, grey ïîëó÷åíû
ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå:
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Coat-colour Coat-colour of mother

of daughter Black Brown Bay Chestnut Grey Âñåãî

Black 7 8 11 11 5 42
Brown 7 40 75 20 9 151
Bay 13 95 230 101 42 481
Chestnut 6 23 113 82 17 241
Grey 5 7 18 16 39 85

Âñåãî 38 173 447 230 112 1000

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î ñâÿçè ìåæäó coat-
colour ëîøàäè-ìàòåðè è ëîøàäè-äî÷åðè?

18.51 (îñòðîòà çðåíèÿ). Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàí-
íûå îá îñòðîòå çðåíèÿ íåâîîðóæåííûì ãëàçîì 3242 ìóæ-
÷èí â âîçðàñòå 30�39 ëåò � ñëóæàùèõ Êîðîëåâñêèõ àð-
òèëëåðèéñêèõ çàâîäîâ Âåëèêîáðèòàíèè (1943 � 1946 ãã.).

Ñòåïåíü îñò-

ðîòû çðåíèÿ Ñòåïåíü îñòðîòû çðåíèÿ (ëåâûé ãëàç)

(ïðàâûé ãëàç) Âûñøàÿ Âòîðàÿ Òðåòüÿ Íèçøàÿ Âñåãî

Âûñøàÿ 821 112 85 35 1053
Âòîðàÿ 116 494 145 27 782
Òðåòüÿ 72 151 583 87 893
Íèçøàÿ 43 34 106 331 514

Âñåãî 1052 791 919 480 3242

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ñäåëàòü âûâîä î
òîì, ÷òî îñòðîòà çðåíèÿ ïðàâîãî è ëåâîãî ãëàç íå ñâÿçàíû
ìåæäó ñîáîé?

18.52 (ãèïîòåçà Ä'Àëàìáåðà). Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñ-
ïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè ïàðû ñèììåòðè÷íûõ
ìîíåò. Çàìå÷àòåëüíûé ôðàíöóçñêèé ó÷åíûé è ìàòåìàòèê
Ä'Àëàìáåð ñ÷èòàë, ÷òî ñîáûòèÿ A � �îáå ìîíåòû âûïàëè
ãåðáîì�, B � �îáå ìîíåòû âûïàëè ðåøåòêîé�, C � �ìîíå-
òû âûïàëè ðàçíûìè ñòîðîíàìè�, ðàâíîâåðîÿòíû è, ñëåäî-
âàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü êàæäîãî èç íèõ ðàâíà 1/3. À âïðî-
÷åì, è äî Ä'Àëàìáåðà è ïîñëå íåãî áûë èçâåñòåí ïðàâèëü-
íûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è: ìîíåòû íåîáõîäèìî
ðàçëè÷àòü. Äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ðàçëè÷èìûõ ìîíåò êàæ-
äîìó èñõîäó ÃÃ, ÐÐ, ÃÐ, ÐÃ íåîáõîäèìî ïðèïèñàòü âåðî-
ÿòíîñòü 1/4 (áóêâà Ã îáîçíà÷àåò ïîÿâëåíèå ãåðáà, áóêâà Ð
� ðåøåòêè). Òîãäà

P (A) = P (ÃÃ) = 1/4, P (B) = P (ÐÐ) = 1/4,
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P (C) = P ({ÃÐ,ÐÃ}) = P (ÃÐ) +P (ÐÃ) = 1/4 + 1/4 = 1/2.

Íî, ïî-âèäèìîìó, íåâîçìîæíî ëîãè÷åñêè îáîñíîâàòü, ïî-
÷åìó íå ïðàâ Ä'Àëàìáåð, ñ÷èòàÿ, ÷òî ñîáûòèÿ A,B,C
ðàâíîâåðîÿòíû. Â ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö âñòðå÷à-
þòñÿ ñèòóàöèè, â êîòîðûõ Ä'Àëàìáåð ñêîðåå ïðàâ, ÷åì
íåïðàâ.

Ðàññìîòðèòå äâå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà, ñîñòîÿùåãî â ïîäáðàñûâàíèè äâóõ ìîíåò.

Ìîäåëü 1◦ (ãèïîòåçà Ä'Àëàìáåðà).

Ω∗ = {A,B,C}, P (A) =
1

3
, P (B) =

1

3
, P (C) =

1

3

(ñîáûòèÿ A,B,C îïðåäåëåíû âûøå).
Ìîäåëü 2◦.

Ω = {ÃÃ,ÃÐ,ÐÃ,ÐÐ},

P (ÃÃ) =
1

4
, P (ÃÐ) =

1

4
, P (ÐÃ) =

1

4
, P (ÐÐ) =

1

4
.

Ñ öåëüþ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè îïèñàíèÿ ýòèìè ìî-
äåëÿìè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäèòå åãî äî-
ñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç è ïðîâåðüòå:

1. Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðè-
ìåíò ìîäåëüþ 1◦ (ñîãëàñóåòñÿ ëè ãèïîòåçà Ä'Àëàìáåðà ñ
ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòà)?

2. Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðè-
ìåíò ìîäåëüþ 2◦?

Çàìåòèì, ÷òî, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ îïèñàíèÿ îäíîãî
è òîãî æå ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæíî ïðåäëî-
æèòü íå îäíó ìîäåëü, êîòîðàÿ àäåêâàòíî åãî îïèñûâàåò,
íî èç ïðåäëîæåííûõ âûøå ìîäåëåé îäíà çàâåäîìî íå áó-
äåò àäåêâàòíî îïèñûâàòü ýêñïåðèìåíò, ïîñêîëüêó âåðîÿò-
íîñòè, íàïðèìåð, ñîáûòèÿ �ìîíåòû ëåãëè ðàçíûìè ñòîðî-
íàìè�, âû÷èñëåííûå â ðàçíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàí-
ñòâàõ, ðàçëè÷íû.

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 1◦ áóäåì ôèêñè-
ðîâàòü ÷èñëî ïîäáðàñûâàíèé, â êîòîðûõ îáå ìîíåòû ëåã-
ëè ãåðáîì; îáå � ðåøåòêîé; ìîíåòû ëåãëè ðàçíûìè ñòî-
ðîíàìè.
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Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 2◦ áóäåì ðåãè-
ñòðèðîâàòü ÷èñëî ïîäáðàñûâàíèé, â êîòîðûõ îáå ìîíåòû
ëåãëè ãåðáîì; îáå � ðåøåòêîé; ïåðâàÿ ìîíåòà ëåãëà ãåð-
áîì, à âòîðàÿ � ðåøåòêîé; ïåðâàÿ ìîíåòà ëåãëà ðåøåòêîé,
à âòîðàÿ � ãåðáîì.

Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ óäîáíî çàïèñûâàòü â âèäå
ïðèâåäåííûõ äàëåå òàáëèö (ïåðâàÿ òàáëèöà äëÿ ïðîâåð-
êè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 1◦, âòîðàÿ � ìîäåëè 2◦), ãäå,
íàïðèìåð, Nãð � êîëè÷åñòâî ïîäáðàñûâàíèé èç N ïðî-
âåäåííûõ, â êîòîðûõ íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë ãåðá, íà
âòîðîé � ðåøåòêà.

A B C
NA NB NC

ÃÃ ÐÐ ÃÐ ÐÃ
Nãã Nðð Nãð Nðã

18.53 (ýêñïåðèìåíò Æ. Áþôôîíà). Â ðåçóëüòà-
òå n = 4040 ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû Æ. Áþôôîí çàðåãè-
ñòðèðîâàë ν1 = 2048 ñëó÷àåâ ïîÿâëåíèÿ ãåðáà è ν0 = 1992
ñëó÷àåâ ïîÿâëåíèÿ ðåøåòêè.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ñ ýòèìè äàííûìè ãèïîòåçà: âåðîÿò-
íîñòü âûïàäåíèÿ ãåðáà ðàâíà 1/2?

18.54 (âðåìÿ îæèäàíèÿ). Ðàññìàòðèâàåòñÿ âðåìÿ
îæèäàíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè öåëûõ íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ 100. Äðóãèìè
ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ
êîëè÷åñòâó íå÷åòíûõ ÷èñåë ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè (ñîñåäíèìè) ÷åòíûìè ÷èñëàìè, ìåíüøèìè 100.

Ïðåäëîæèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü (ðàñïðåäåëåíèå)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû � âðåìåíè îæèäàíèÿ ÷åòíîãî ÷èñ-
ëà. Ïðîâåðèòü àäåêâàòíîñòü ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîìó ýêñ-
ïåðèìåíòó. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àéíûõ ÷èñåë
(òàáë. 22.10.1), ïîëó÷èòü âûáîðêó âðåìåíè îæèäàíèÿ ÷åò-
íîãî ÷èñëà (äîñòàòî÷íîãî îáúåìà) è ïðîâåðèòü, ñîãëàñóåò-
ñÿ ëè ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü ñ ðåçóëüòàòîì ýêñïåðèìåíòà
� ïîëó÷åííîé âûáîðêîé.

Ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . .
ni
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ãäå i � âðåìÿ îæèäàíèÿ ÷åòíîãî ÷èñëà; ni � ÷èñëî íà-
áëþäåíèé, â êîòîðûõ âðåìÿ îæèäàíèÿ ðàâíî i.

Ç àì å ÷ à í è å. Î âûáîðå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà è ïðîâåðêå åå àäåêâàòíîñòè ýêñïåðèìåíòó ñì.
çàäà÷ó 18.1.

18.55 (êàòàñòðîôû íà óãîëüíûõ øàõòàõ). Â òàá-
ëèöå ïðèâåäåíû èíòåðâàëû (â äíÿõ, ÷èòàòü ïî ñòðîêàì)
ìåæäó êàòàñòðîôàìè íà óãîëüíûõ øàõòàõ Âåëèêîáðèòà-
íèè ñ 1875 ïî 1951 ã. (äàííûå B. Ìåãüþ, Å. Ïèðñîíà è
A. Âèííà). Maguire B. A., Pearson E. S., Wynn A. H. A. The
time intervals between industrial accidents // Biometrika.
1952. Vol. 39. P. 168 � 180.

Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
èíòåðâàëîâ ìåæäó êàòàñòðîôàìè.

378 36 15 31 215 11 137 4
15 72 96 124 50 120 203 176
55 93 59 315 59 61 1 13
189 345 20 81 286 114 108 188
233 28 22 61 78 99 326 275
54 217 113 32 23 151 361 312
354 58 275 78 17 1205 644 467
871 48 123 457 498 49 131 182
255 195 224 566 390 72 228 271
208 517 1613 54 326 1312 348 745
217 120 275 20 66 291 4 369
338 336 19 329 330 312 171 145
75 364 37 19 156 47 129 1630
29 217 7 18 1357

Ïðèì å ÷ à í è å. Êàòàñòðîôîé ñ÷èòàåòñÿ ñèòóàöèÿ, âëå-
êóùàÿ çà ñîáîé ãèáåëü 10 è áîëåå ÷åëîâåê.

18.56 (ïðåäâçÿòîñòü ýêñïåðèìåíòàòîðà).Êîëè÷å-
ñòâî ñëó÷àåâ ïîÿâëåíèÿ ïîñëåäíåé öèôðû â ðåçóëüòàòàõ
1000 èçìåðåíèé, âûïîëíåííûõ ýêñïåðèìåíòàòîðîì, ïðè-
âåäåíî â òàáëèöå. Ñîìíèòåëüíî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè îáú-
åêòèâíûå ôàêòîðû, îáóñëàâëèâàþùèå áîëåå ÷àñòîå ïî-
ÿâëåíèå îäíèõ öèôð ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè; ïîýòîìó
âïîëíå åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îòêëîíåíèå îò îäè-
íàêîâîé âåðîÿòíîñòè ïîÿâëåíèÿ öèôð ñâèäåòåëüñòâóåò î
ïðåäâçÿòîñòè ýêñïåðèìåíòàòîðà.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î ïðåäâçÿ-
òîñòè ýêñïåðèìåíòàòîðà?

Ïðèì å ÷ à í è å. Î ïðåäâçÿòîñòè ïðè èçìåðåíèÿõ ñì.
çàìå÷àíèå ê çàäà÷å 18.12.
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k nk k nk
0 158 5 71
1 97 6 90
2 125 7 56
3 73 8 125
4 76 9 129

Âñåãî 1 000

Â òàáëèöå k � ïîñëåäíÿÿ öèôðà â ðåçóëüòàòàõ èçìåðå-
íèé; nk � êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé, â êîòîðûõ
ïîñëåäíåé áûëà öèôðà k, k = 0, 1, . . . , 9.

18.57. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò èç èçâåñòíîé çà-
äà÷è Ëüþèñà Êýððîëà (ñì. ïðèìåð 4.1.2) ñîñòîèò â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîì èçâëå÷åíèè èç óðíû äâóõ øàðîâ. Ìîæ-
íî ïðåäëîæèòü ïî ìåíüøåé ìåðå äâå ìîäåëè (äâà âåðî-
ÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâà) ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà (êàê è â ïðèìåðå 4.1.2, áåëûé øàð îáîçíà÷èì ÷å-
ðåçW , ÷åðíûé � ÷åðåç B, áåëûé øàð, êîòîðûé ïîëîæèëè
â óðíó, ïîìåòèì çâåçäî÷êîé è îáîçíà÷èì ÷åðåç W ∗).

Ìîäåëü 1◦.

Ω = {WW,WB,BW},

P (WW ) =
1

3
, P (WB) =

1

3
, P (BW ) =

1

3
.

Ìîäåëü 2◦.

Ω = {WW ∗,W ∗W,W ∗B,BW ∗},

P (WW ∗) =
1

4
, P (W ∗W ) =

1

4
, P (W ∗B) =

1

4
, P (BW ∗) =

1

4
.

Ïðàâäîïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ (ñì. ïðèìåð 4.1.2) ñêëî-
íÿþò íàñ ê ìûñëè, ÷òî àäåêâàòíîé ìîäåëüþ ñòîõàñòè÷å-
ñêîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü 2◦. Íî òàê ëè ýòî íà
ñàìîì äåëå?

Ïðîâåäèòå ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íîå
÷èñëî ðàç è ïðîâåðüòå:

1. Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðè-
ìåíò ìîäåëüþ 1◦?

2. Àäåêâàòíî ëè îïèñûâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðè-
ìåíò ìîäåëüþ 2◦?
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Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ äëÿ îäíîãî è òîãî æå ýêñïåðèìåí-
òà ìîæíî ïðåäëîæèòü íå îäíó ìîäåëü, êîòîðàÿ àäåêâàòíî
åãî îïèñûâàåò, íî äëÿ äàííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà èç ìîäåëåé íå áóäåò àäåêâàò-
íîé ýêñïåðèìåíòó óæå õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî âåðîÿòíîñòè
îäíîãî è òîãî æå ñîáûòèÿ, âû÷èñëåííûå â ðàçëè÷íûõ âå-
ðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàçíûå (ñì. ïðèìåð 4.1.2).

Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò áóäåì ïðîâîäèòü ñëåäó-
þùèì îáðàçîì. Âîçüìåì äâå óðíû: âñïîìîãàòåëüíóþ è
îñíîâíóþ. Âî âñïîìîãàòåëüíîé íàõîäÿòñÿ äâà øàðà: áå-
ëûé è ÷åðíûé. Èç âñïîìîãàòåëüíîé óðíû íàóäà÷ó âûáå-
ðåì îäèí èç øàðîâ è ïåðåëîæèì â îñíîâíóþ, íå ðåãèñòðè-
ðóÿ ðåçóëüòàò. Òàêèì îáðàçîì, â îñíîâíîé óðíå íàõîäèò-
ñÿ áåëûé øàð (ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2) èëè ÷åðíûé. Äàëåå
â îñíîâíóþ óðíó êëàäåì áåëûé øàð, åãî ïðè ïðîâåðêå
àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 2 ïîìåòèì çâåçäî÷êîé. È íàêîíåö,
èç îñíîâíîé óðíû ïîñëåäîâàòåëüíî èçâëåêàåì îáà øàðà,
ôèêñèðóÿ ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà:

WW,WB,BW

� â ñëó÷àå ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 1◦ è

WW ∗,W ∗W,W ∗B,BW ∗

� â ñëó÷àå ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 2◦.
Äàííûå ýêñïåðèìåíòîâ óäîáíî çàïèñàòü â âèäå òàáëèö

(ïåðâàÿ � äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ìîäåëè 1◦, âòîðàÿ
� ìîäåëè 2◦), ãäå, íàïðèìåð, NWW � êîëè÷åñòâî ýêñ-
ïåðèìåíòîâ èç N ïðîâåäåííûõ, â êîòîðûõ èñõîäîì áûëà
ïàðà WW .

WW WB BW
NWW NWB NBW

WW ∗ W ∗W W ∗B BW ∗

NWW∗ NW∗W NW∗B NBW∗

18.58. Ïîäáðàñûâàþò ïàðó ìîíåò è èãðàëüíóþ êîñòü,
ïðè ýòîì ξ � ÷èñëî âûïàâøèõ ãåðáîâ íà ïàðå ìîíåò, η �
÷èñëî âûïàâøèõ î÷êîâ íà èãðàëüíîé êîñòè, ζ = (ξ, θ) �
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñî çíà÷åíèÿìè â R2, ãäå θ = I{2,4,6}(η).
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Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íåçàâèñèìîñòè êîìïîíåíò ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ζ = (ξ, θ). Ñ ýòîé öåëüþ ïîäáðîñèòü
ìîíåòû è èãðàëüíóþ êîñòü äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç è âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2.

Ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
òàáëèöû:

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ θ Ñóììà

íèÿ ξ 0 1

0 ν00 ν01 ν0·

1 ν10 ν11 ν1·

2 ν20 ν21 ν2·

Ñóììà ν·0 ν·1 n

ãäå νij � êîëè÷åñòâî ïîäáðàñûâàíèé, â êîòîðûõ ñëó÷àé-
íàÿ âåëè÷èíà ζ = (ξ, θ) ïðèíÿëà çíà÷åíèå (i, j), i = 0, 1, 2;
j = 0, 1;

νi· =

1∑
j=0

νij , ν·j =

2∑
i=0

νij , i = 0, 1, 2; j = 0, 1.

Ç àì å ÷ à í è å. Î âûáîðå ìîäåëè ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà è ïðîâåðêå åå àäåêâàòíîñòè ñì. çàäà÷ó 18.1.

18.59 (òåëåïàòèÿ è êàðòû Çåííåðà). Íà÷èíàÿ ñ
äâàäöàòûõ ãîäîâ XX ñòîëåòèÿ â Ãàðâàðäñêîì óíèâåðñè-
òåòå, óíèâåðñèòåòå Äþêà è äðóãèõ óíèâåðñèòåòàõ ôèíàí-
ñèðóþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïî òåëåïàòèè
(�÷òåíèè� ìûñëåé íà ðàññòîÿíèè), â êîòîðûõ, â ÷àñòíî-
ñòè, èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå êàðòû Çåííåðà, íà êî-
òîðûõ èçîáðàæåíû ïÿòü ñèìâîëîâ: îêðóæíîñòü, êâàäðàò,
ïëþñ, òðè âîëíèñòûå ëèíèè, çâåçäà (ðèñ. 18.4.1).

Ñ ïîìîùüþ êàðò Çåííåðà ïðîâåðèòü ñïîñîáíîñòè òåëå-
ïàòà �÷èòàòü� ìûñëè íà ðàññòîÿíèè. Ñ ýòîé öåëüþ ïðîâå-
ñòè ñëåäóþùèé ýêñïåðèìåíò. Èç êîëîäû êàðò Çåííåðà âû
íàóäà÷ó âûáèðàåòå îäíó è ôèêñèðóåòå ðåçóëüòàò. Òåëåïàò
÷èòàåò âûáðàííóþ âàìè êàðòó è òàêæå ôèêñèðóåò ðåçóëü-
òàò. Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ äîñòàòî÷íîå ÷èñëî ðàç.
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Åñëè òåëåïàò â ñàìîì äåëå ÷èòàåò ìûñëè, òî ÷àñòîòà
ïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûõ ñèìâîëîâ (îêðóæíîñòü ÷èòàåòñÿ
êàê îêðóæíîñòü, êâàäðàò � êàê êâàäðàò, è ò. ä.), ò. å.
÷àñòîòà óñïåõîâ áóäåò áîëüøîé (óñïåõ � ïðàâèëüíî ïðî-
÷èòàííûé ñèìâîë, íåóäà÷à � íåïðàâèëüíî ïðî÷èòàííûé
ñèìâîë).

Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñäåëàòü
âûâîä îòíîñèòåëüíî ñïîñîáíîñòè òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè
íà ðàññòîÿíèè.

Ðèñ. 18.4.1: Êàðòû Çåííåðà

Óê à ç à í è å 1. Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó ïðîâåðêè ñïî-
ñîáíîñòåé òåëåïàòà ÷èòàòü ìûñëè íà ðàññòîÿíèè êàê çàäà-
÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Â êà÷åñòâå íóëåâîé
ðàññìîòðåòü ãèïîòåçó: òåëåïàò ìûñëè íå ÷èòàåò. Âîñïîëü-
çîâàòüñÿ êðèòåðèåì χ2.

Ó ê à ç à í è å 2. Ïðîâåðèòü òåëåïàòè÷åñêèå ñïîñîáíî-
ñòè ñâîåãî òîâàðèùà, çíàêîìîãî (ïîïðîñèòü ïðî÷èòàòü âà-
øè ìûñëè).

18.60. Ñèììåòðè÷íóþ ìîíåòó ïîäáðàñûâàþò äî ïåð-
âîãî ïîÿâëåíèÿ ãåðáà è ðåãèñòðèðóþò êîëè÷åñòâî µ ðå-
øåòîê, êîòîðûå ïðè ýòîì âûïàëè (êîëè÷åñòâî øàãîâ äî
ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ ãåðáà).

Ïðåäëîæèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåðüòå åå àäåêâàòíîñòü ýêñïå-
ðèìåíòó. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäèòå ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íîå
÷èñëî ðàç è âîñïîëüçóéòåñü êðèòåðèåì χ2.

18.61. Ïîäáðàñûâàþò ïàðó ìîíåò è ðåãèñòðèðóþò ñî-
áûòèå: �íà îáîèõ ìîíåòàõ âûïàë ãåðá�.

Ïðåäëîæèòå ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ýòîãî ñòîõàñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðîâåðüòå åå àäåêâàòíîñòü ýêñïå-
ðèìåíòó. Äëÿ ýòîãî ïðîâåäèòå ýêñïåðèìåíò äîñòàòî÷íîå
÷èñëî ðàç è âîñïîëüçóéòåñü êðèòåðèåì χ2.
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18.62. Íèæå ïðèâåäåíû ìîìåíòû ïðèáûòèÿ ïàöèåí-
òîâ íà ïóíêò ñêîðîé ïîìîùè (Îêñôîðä, äàííûå À. Áàð-
ðîó) â ôåâðàëå, ìàðòå, àïðåëå, ìàå 1963 ã.

4 ôåâðàëÿ 11.00 17 ìàðòà 11.05 29 àïðåëÿ 18.45
17.00 20 ìàðòà 16.00 4 ìàÿ 16.30

8 ôåâðàëÿ 23.15 22 ìàðòà 19.00 6 ìàÿ 22.00
11 ôåâðàëÿ 10.00 24 ìàðòà 17.45 7 ìàÿ 8.45
16 ôåâðàëÿ 12.00 20.20 11 ìàÿ 19.15
18 ôåâðàëÿ 8.45 21.00 13 ìàÿ 15.30

16.00 28 ìàðòà 12.00 14 ìàÿ 12.00
20 ôåâðàëÿ 10.00 12.00 18.15

15.30 30 ìàðòà 18.00 16 ìàÿ 14.00
21 ôåâðàëÿ 20.20 2 àïðåëÿ 22.00 18 ìàÿ 13.00
25 ôåâðàëÿ 4.00 22.00 19 ìàÿ 23.00

12.00 6 àïðåëÿ 22.05 20 ìàÿ 19.05
28 ôåâðàëÿ 2.20 9 àïðåëÿ 12.45 22 ìàÿ 22.00

1 ìàðòà 12.00 19.30 23 ìàÿ 10.05
3 ìàðòà 5.30 10 àïðåëÿ 18.45 12.30
7 ìàðòà 7.30 11 àïðåëÿ 16.15 24 ìàÿ 18.15

12.00 15 àïðåëÿ 16.00 25 ìàÿ 21.05
9 ìàðòà 16.00 16 àïðåëÿ 20.30 28 ìàÿ 21.00
15 ìàðòà 16.00 23 àïðåëÿ 23.40 30 ìàÿ 0.30
16 ìàðòà 1.30 28 àïðåëÿ 20.20

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ çàêëþ÷èòü, ÷òî
ìîìåíò ïðèáûòèÿ ïàöèåíòà ðàñïðåäåëåí ðàâíîìåðíî â òå-
÷åíèå ñóòîê? Åñëè íåò, ïðåäëîæèòå ñâîè âàðèàíòû ðàñ-
ïðåäåëåíèé ìîìåíòà ïðèáûòèÿ ïàöèåíòà.

18.63.Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäå-
ëåíèè äëèíû èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó ïðèáûòèåì ïàöè-
åíòîâ íà ïóíêò ñêîðîé ïîìîùè (ñì. çàäà÷ó 18.62).



Ãëàâà 19

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå
êðèòåðèè

19.1 Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . . ,
. . . , ξn(ω)) � ðåàëèçàöèÿ âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç
íåèçâåñòíîãî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F . Îòíîñèòåëü-
íî F âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: F = G èëè, ÷òî òî æå,
ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) � âûáîðêà èç G, ãäå G � ïîëíîñòüþ
îïðåäåëåííîå íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0, ò. å. ïî ðåàëèçà-
öè âûáîðêè ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ñäåëàòü âûâîä: îòêëîíÿòü
ãèïîòåçó H0 èëè íå îòêëîíÿòü.

Ñòàòèñòèêà Êîëìîãîðîâà. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû
H0: F = G åñòåñòâåííî ââåñòè óêëîíåíèå D(F̂n, G) ýì-
ïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n, ïîñòðîåííîãî ïî âûáîð-
êå ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), îò ãèïîòåòè÷åñêîãî G (ñì. ãë. 18).
À. Í. Êîëìîãîðîâ â êà÷åñòâå óêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ F̂n, ïîñòðîåííîãî ïî âûáîðêå ξ = (ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn), îò ãèïîòåòè÷åñêîãî G ïðåäëîæèë ðàññìàòðèâàòü

D(F̂n, G) = sup
x

∣∣∣G(x)− F̂n(x)
∣∣∣ .

Òàê ââåäåííîå óêëîíåíèå ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0, ò.å. êî-

379
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ãäà F = G, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ

Dn = D(F̂n, F ) = sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣

è ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ óêëîíåíèåì D(F̂n, G),
êîãäà ðàñïðåäåëåíèå G îòëè÷íî îò F (áîëåå òîãî, Dn =

= D(F̂n, F ) � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå óêëîíåíèå). Ïî-
ñëåäíåå âïîëíå åñòåñòâåííî, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ôèê-
ñèðîâàííîãî x ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ
F̂n(x) ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé
F (x). Ê òîìó æå ðàñïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî
óêëîíåíèÿ Dn ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ãèïîòå-
òè÷åñêîãî, âî-ïåðâûõ, íå çàâèñèò îò F (îäíî è òî æå äëÿ
âñåõ íåïðåðûâíûõ F ) è, âî-âòîðûõ, ïðè áîëüøèõ n â êà-
÷åñòâå ðàñïðåäåëåíèÿ íîðìèðîâàííîãî ìèíèìàëüíî âîç-
ìîæíîãî óêëîíåíèÿ

Dn

/ 1√
n

= sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣/ 1√

n

ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàñïðåäåëåíèå Êîëìîãîðîâà, åãî
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

K(λ) =

+∞∑
k=−∞

(−1)k exp{−2k2λ2}.

Ïîñëåäíåå ñëåäóåò èç òåîðåìû Êîëìîãîðîâà:
Ò å î ð åì à. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � âûáîðêà èç íåïðå-

ðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F , F̂n(x) � ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå ξ1, ξ2, . . . , ξn,
òîãäà

lim
n
P

{
sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣/ 1√

n
< λ

}
= K(λ), λ > 0.

Òàê ÷òî ïðè âåðíîé ãèïîòåçå H0: F = G óêëîíåíèå

D(F̂n, G) = sup
x

∣∣∣G(x)− F̂n(x)
∣∣∣ = sup

x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣



19.1. Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà 381

ìàëîå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � áîëüøîå. Ïîýòîìó, ïðîâå-
ðÿÿ ãèïîòåçóH0, åå åñòåñòâåííî îòêëîíÿòü, åñëèD(F̂n, G)
ïðèíÿëî áîëüøîå çíà÷åíèå, è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.

Ãðàíèöû εα;n, îòäåëÿþùèå áîëüøèå çíà÷åíèÿ óêëî-
íåíèÿ D(F̂n, G) îò ìàëûõ, íàõîäÿò ïî èçâåñòíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî óêëîíåíèÿ Dn =
= D(F̂n, F ) ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ãèïîòåòè-
÷åñêîãî. À èìåííî, εα;n íàõîäèòñÿ êàê âåðõíèé α-ïðåäåë
(êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå) ðàñïðåäåëåíèÿ óêëîíåíèÿ

D(F̂n, F ) = sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ ,

ò. å. êàê íàèìåíüøåå ε, äëÿ êîòîðîãî

P

{
sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ ≥ ε} ≤ α.

Çíà÷åíèÿ εα;n äëÿ çàäàííûõ α (óðîâíÿ çíà÷èìîñòè) è n
(îáúåìà âûáîðêè) ïðèâåäåíû â òàáë. 22.7.1. Ïðè áîëüøèõ
n (n ≥ 100), â êà÷åñòâå εα;n ðàññìàòðèâàåòñÿ λα/

√
n, ò. å.

εα;n =
λα√
n
,

ãäå λα � âåðõíèé α-ïðåäåë ðàñïðåäåëåíèÿ Êîëìîãîðîâà,
ò. å. λα � êîðåíü óðàâíåíèÿ K([λα,+∞)) = α.

Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà. Ïóñòü ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
� âûáîðêà èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F . Åñëè ãèïî-
òåçó H0: ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) ÿâëÿåòñÿ âûáîðêîé èç ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ G îòêëîíÿòü ïðè

D(F̂n, G) = sup
x

∣∣∣G(x)− F̂n(x)
∣∣∣ ≥ εα;n

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëî-
íÿòü, êîãäà îíà âåðíà.

Ç àì å ÷ à í è å. Êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà ìîæíî ïîëü-
çîâàòüñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïîòåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëå-
íèå G ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíî è íåïðåðûâíî.
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Ïðèì å ð 19.1.1. Âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé ñëó÷àé-
íûõ ÷èñåë (òàáë. 22.10.1), ïîëó÷èòü âûáîðêó îáúåìîì 10
èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (íîðìàëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1)).

Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ Êîëìîãîðîâà ïðîâåðèòü, äåé-
ñòâèòåëüíî ëè ýòà âûáîðêà ïîëó÷åíà èç óêàçàííîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.

Ðåøåíè å. Åñëè η � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåííàÿ íà ïðîìåæóòêå [0;1] è F (x) � âîç-
ðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

ξ = F−1(η),

èìååò ñâîåé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x). Â ñàìîì äåëå,

Fξ(x) = P{ξ < x} = P{F−1(η) < x} =

= P{η < F (x)} = Fη (F (x)) = F (x).

Ýòî óòâåðæäåíèå äàåò âîçìîæíîñòü ïî âûáîðêå η =
= (η1, η2, . . . , ηn) èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1]
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðîèòü âûáîðêó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) èç äàí-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F , à èìåííî:

ξi = F−1(ηi), i = 1, 2, . . . , n,

� âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ F . Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñ-
òâå F (x) ðàññìîòðåòü ôóíêöèþ ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ

N0;1(x) =
1√
2π

x∫
−∞

exp

{
−s

2

2

}
ds,

òî
ξi = N−1

0;1 (ηi), i = 1, 2, . . . , n,

áóäåò âûáîðêîé èç N0;1.
Âûáîðêó èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, âîñïîëüçîâàâøèñü òàáëèöåé
ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (òàáë. 22.10.1) (ñì. òàêæå çàäà÷ó 19.4).
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Èç òàáë. 22.10.1 âûáåðåì 10 ÷èñåë (äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè � ÷åòûðåõçíà÷íûõ). Âûáîð ìîæíî íà÷èíàòü ñ ëþ-
áîãî ìåñòà òàáëèöû (ñêàæåì, ñ âåðõíåãî ïðàâîãî óãëà) è
ïðîäîëæàòü ëþáûì îãîâîðåííûì íàïåðåä ñïîñîáîì. Íà-
ïðèìåð, äâèãàÿñü ïî äèàãîíàëè, ïîëó÷èì

1009 5420 2689 2529 7080
3407 5718 1656 7048 7835

×èñëà

0,1009 0,5420 0,2689 0,2529 0,7080
0,3407 0,5718 0,1656 0,7048 0,7835

èç ïðîìåæóòêà [0;1] ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåàëèçà-
öèþ âûáîðêè η1, η2, . . . , η10 èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìå-
æóòêå [0; 1] ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïî çíà÷åíèÿì ηi, i = 1, 2, . . . ,
. . . , 10, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî ôóíêöèÿ N0;1(x) òàáóëèðîâàíà
(òàáë. 22.1.1), ïîëó÷èì ðåàëèçàöèþ âûáîðêè èç ñòàíäàðò-
íîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êàê çíà÷åíèÿ

ξi = N−1
0;1 (ηi) :

−1,27 0,11 −0,62 −0,67 0,55
−0,41 0,18 −0,97 0,54 0,78

Ïîñëåäíèé çíàê ïîëó÷åí ìåòîäîì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿ-
öèè.

Äàëåå, ïîëüçóÿñü êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà, ïðîâåðèì
ãèïîòåçó H0: âûáîðêà ïîëó÷åíà èç ðàñïðåäåëåíèÿ N0;1.
Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì

D(F̂n, G) = sup
x

∣∣∣G(x)− F̂n(x)
∣∣∣ ,

ãäå G(x) = N0;1(x) � ôóíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1); F̂n(x) � ðåàëèçàöèÿ ýìïèðè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî âûáîðêå, è
ñðàâíèì åãî ñ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì εα;n. Çíà÷åíèå

D(F̂n, N0;1) = sup
x

∣∣∣N0;1(x)− F̂n(x)
∣∣∣ = 0,21
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(ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ sup
x

∣∣∣G(x)− F̂n(x)
∣∣∣ îïèñàíà â ãë. 15);

êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ε0,05;10 = 0,4087 íàéäåíî ïî òàáë.
22.7.1);

D(F̂n, N0;1) = 0,21 < 0,4087 = ε0,05;10 = εα;n

ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ Êîëìîãîðîâà ãèïîòåçà: âû-
áîðêà ïîëó÷åíà èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðà-
ìåòðàìè (0;1) íå îòêëîíÿåòñÿ.

Äëÿ âûáîðêè îáúåìîì 10 èç íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1) ìàêñèìàëüíîå óêëîíåíèå ìåæäó
ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F̂10(x) è ôóíêöè-
åé ðàñïðåäåëåíèÿ N0;1(x), ðàâíîå 0,21, íå ÿâëÿåòñÿ áîëü-
øèì, òàêîå óêëîíåíèå åñòåñòâåííî è äîïóñòèìî.

19.2 Êðèòåðèé çíàêîâ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è (íàáëþäåíèÿ ïîâòîðíûå).
Èìååì (ξ1(ω), η1(ω)), (ξ2(ω), η2(ω), . . . , (ξn(ω), ηn(ω)) � ðå-
çóëüòàò íàáëþäåíèÿ n ïàð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (ξ1, η1),
(ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn), îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ èçâåñòíî, ÷òî
ðàçíîñòè ζj = ηj − ξj ïðåäñòàâèìû â âèäå

ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,

ãäå θ � êîíñòàíòà, à ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû e1, e2, . . . , en:
1◦ íåçàâèñèìûìè (ñàìè ηj è ξj ìîãóò áûòü çàâèñèìûìè);
2◦ ñèììåòðè÷íî ðàñïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ (ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ej è −ej ñîâïàäàþò) è àáñîëþòíî íåïðåðûâíû
(äàëåå ýòî îãðàíè÷åíèå áóäåò ñíÿòî).

Îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà θ âûäâèãàåòñÿ
ãèïîòåçà

H0 : θ = 0.

Àëüòåðíàòèâà ê ãèïîòåçå H0: θ = 0 ìîæåò áûòü êàê îä-
íîñòîðîííåé � åñëè θ 6= 0, òî θ > 0 (îíà ìîæåò áûòü è
òàêîé: θ < 0), òàê è äâóñòîðîííåé � åñëè θ 6= 0, òî θ > 0
èëè θ < 0. Â êàæäîé çàäà÷å àëüòåðíàòèâà ñâîÿ. Íåîáõî-
äèìî ïîñòðîèòü êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0.
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Ç àì å ÷ à í è å. Ïàðû (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn) ìîæ-
íî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê 2n íàáëþäåíèé � ïî äâà íà-
áëþäåíèÿ íà êàæäûå n îáúåêòîâ, ïàöèåíòîâ, ïðèáîðîâ,
è ò. ä., ïðè ýòîì ξj íàçûâàþò íàáëþäåíèÿìè äî îáðàáîò-
êè, à ηj � íàáëþäåíèÿìè ïîñëå îáðàáîòêè, j = 1, 2, . . . , n.
Ïàðàìåòð θ, íàçûâàþò ýôôåêòîì îáðàáîòêè. Îòêëîíåíèå
ãèïîòåçû H0 ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó íàëè÷èÿ ýôôåêòà
îáðàáîòêè, íåîòêëîíåíèå � â ïîëüçó îòñóòñòâèÿ.

Ñòàòèñòèêà äëÿ ïîñòðîåíèÿ êðèòåðèÿ. Âåðíà ãè-
ïîòåçà H0: θ = 0 èëè íåò, ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ej ,
j = 1, 2, . . . , n, àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, ñèììåòðè÷íî ðàñ-
ïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ è íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñëå-
äóåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ðàâíàÿ êîëè÷åñòâó ej ,
j = 1, 2, . . . , n, êîòîðûå ïðèíÿëè ïîëîæèòåëüíûå çíà÷å-
íèÿ, èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè
(n; 1/2) è ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ âåëè÷èí
ñðåäè ej , j = 1, 2, . . . , n, áëèçêî ê ïîëîâèíå èìåþùèõñÿ,
ò. å. ê n/2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðàç-
íîñòåé ñðåäè

ζj = ηj − ξj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n. (19.2.1)

Åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, ò. å. θ = 0, òî êîëè÷åñòâî ïîëî-
æèòåëüíûõ ðàçíîñòåé ñðåäè (19.2.1) ñîâïàäàåò ñ êîëè÷å-
ñòâîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ej , j = 1, 2, . . . , n, ïðèíÿâøèõ
ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, ìàëî îòëè÷à-
åòñÿ îò n/2 � ïîëîâèíû èìåþùèõñÿ ðàçíîñòåé. Åñëè æå
ãèïîòåçà H0: θ = 0 íåâåðíà, òî êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëü-
íûõ ðàçíîñòåé ñðåäè ζj , j = 1, 2, . . . , n, ñóùåñòâåííî îòëè-
÷àåòñÿ îò n/2 � áóäåò ñóùåñòâåííî áîëüøèì èëè ìåíü-
øèì n/2 (â çàâèñèìîñòè îò çíàêà θ).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ãèïîòåçà H0 âåðíà, êîëè÷åñòâî µ
ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé ñðåäè ζj , j = 1, 2, . . . , n (îáî-
çíà÷èì åãî ÷åðåç µ0) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò n/2 ïî ñðàâíå-
íèþ ñ îòêëîíåíèåì µ îò n/2, êîãäà ãèïîòåçà H0 íåâåðíà.
Ïîýòîìó, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçó H0: θ = 0, åå åñòåñòâåííî
îòêëîíÿòü, åñëè êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé µ
ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò n/2, è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå.

Ãðàíèöû mα;n, îòäåëÿþùèå áîëüøèå çíà÷åíèÿ óêëî-
íåíèé µ îò n/2 îò ìàëûõ, ñòðîÿòñÿ ïî èçâåñòíîìó ðàñïðå-
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äåëåíèþ êîëè÷åñòâà µ0 ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé

ζj = ηj − ξj = ej , j = 1, 2, . . . , n,

êîòîðîå ìèíèìàëüíî îòêëîíÿåòñÿ îò n/2. À èìåííî, mα;n
íàõîäèòñÿ êàê ìèíèìàëüíîå ÷èñëî m, äëÿ êîòîðîãî

P{µ0 > m} ≤ α, (19.2.2)

ãäå µ0 � áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè-
÷èíà ñ ïàðàìåòðàìè (n; 1/2).

Çíà÷åíèÿ mα;n ïî äàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α è
îáúåìó âûáîðêè n òàáóëèðîâàíû (ñì. òàáë. 22.9.1).

Êðèòåðèé çíàêîâ.Ïóñòü (ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn)
� n ïàð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòè ζj =
= ηj − ξj ïðåäñòàâèìû â âèäå

ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ej: 1◦ íåçàâèñèìû, 2◦ ñèììåò-
ðè÷íî ðàñïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ è àáñîëþòíî íå-
ïðåðûâíû; ÷èñëî mα;n îïðåäåëÿåòñÿ èç (19.2.2).

Åñëè ãèïîòåçó H0: θ = 0 îòêëîíÿòü ïðè

µ > mα;n

è íå îòêëîíÿòü ïðè

µ ≤ mα;n,

òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçó H0
áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà (îäíîñòîðîííèé êðè-
òåðèé çíàêîâ, àëüòåðíàòèâà: θ > 0).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

µ 6∈ [n−mα;n; mα;n]

è íå îòêëîíÿòü ïðè

µ ∈ [n−mα;n; mα;n],

òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé 2α, ãèïîòåçó H0
áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà (äâóñòîðîííèé êðè-
òåðèé çíàêîâ, àëüòåðíàòèâà: θ > 0 èëè θ < 0).
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Îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïðè âåðíîé ãè-
ïîòåçå H0: θ = 0 ñëó÷àéíàÿ âeëè÷èíà µ � êîëè÷åñòâî ïî-
ëîæèòåëüíûõ ðàçíîñòåé ζj = ηj − ξj , j = 1, 2, . . . , n, èìå-
åò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; 1/2).
Ïîýòîìó µ, �ïî÷òè âñåãäà� ìàëî óêëîíÿÿñü îò n/2, ìî-
æåò (õîòÿ è èçðåäêà) ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò n/2. Ïðè ýòîì ãèïîòåçó H0: θ = 0
îòêëîíÿåì è òåì ñàìûì äîïóñêàåì îøèáêó ïåðâîãî ðîäà
(åå âåðîÿòíîñòü íå ïðåâûøàåò âûáðàííîãî óðîâíÿ çíà÷è-
ìîñòè).

Åñëè ãèïîòåçàH0 íåâåðíà, íàïðèìåð, θ > 0, òî, íåñìîò-
ðÿ íà òî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà µ (êîëè÷åñòâî ïîëî-
æèòåëüíûõ ðàçíîñòåé) ïî÷òè âñåãäà ïðèíèìàåò áîëüøèå
çíà÷åíèÿ (ñóùåñòâåííî áîëüøèå, ÷åì n/2), îíà ìîæåò, õî-
òÿ è èçðåäêà, ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìàëî îòëè÷à-
þòñÿ îò n/2. Ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì è
òåì ñàìûì äîïóñêàåì îøèáêó âòîðîãî ðîäà.

Ñâÿçè. Åñëè ñíÿòü òðåáîâàíèå îá àáñîëþòíîé íåïðå-
ðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ηj è ξj , òî
ðàçíîñòè ζj = ηj− ξj , j = 1, 2, . . . , n, ìîãóò ïðèíèìàòü íó-
ëåâûå çíà÷åíèÿ ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ (ãîâîðÿò, ÷òî
èìåþòñÿ ñâÿçè). Ìîæíî ëè â ýòîì ñëó÷àå ïîëüçîâàòüñÿ
êðèòåðèåì çíàêîâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0: θ = 0? Îêà-
çûâàåòñÿ � äà, ïðè÷åì â òîé æå ôîðìóëèðîâêå, ÷òî è
ðàíüøå, îòáðîñèâ ðàâíûå íóëþ ðàçíîñòè è ïðèìåíÿÿ êðè-
òåðèé çíàêîâ ê îñòàâøèìñÿ îòëè÷íûì îò íóëÿ ðàçíîñòÿì
(ðàçíîñòè, ðàâíûå íóëþ, íå ó÷èòûâàþòñÿ, êàê áóäòî èõ
âîîáùå íå áûëî).

Êðèòåðèé çíàêîâ ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé. Ïóñòü
(ξ1, η1), (ξ2, η2), . . . , (ξn, ηn) � n ïàð ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
äëÿ êîòîðûõ ðàçíîñòè ζj = ηj − ξj , j = 1, 2, . . . , n, ïðåä-
ñòàâèìû â âèäå

ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , n,

ãäå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ej : 1◦ íåçàâèñèìû; 2◦ ñèììåò-
ðè÷íî ðàñïðåäåëåíû îòíîñèòåëüíî íóëÿ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç s êîëè÷åñòâî ðàçíîñòåé ζj = ηj − ξj ,
j = 1, 2, . . . , n, îòëè÷íûõ îò íóëÿ, à ÷åðåç µ � êîëè÷åñòâî
ïîëîæèòåëüíûõ ñðåäè íèõ. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííî-
ãî s (s = 1, 2, . . . , n) îïðåäåëèì ÷èñëîmα;s êàê ìèíèìàëü-
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íîå m, äëÿ êîòîðîãî

P{µ > m} ≤ α,

ãäå µ � áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà ñ ïàðàìåòðàìè (s; 1/2).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

µ > mα;s

è íå îòêëîíÿòü ïðè

µ ≤ mα;s,

òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé α, ãèïîòåçó H0
áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà îäíî-
ñòîðîííÿÿ: θ > 0).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

µ 6∈ [s−mα;s, mα;s]

è íå îòêëîíÿòü ïðè

µ ∈ [s−mα;s, mα;s],

òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå ïðåâûøàþùåé 2α, ãèïîòåçó H0
áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà äâó-
ñòîðîííÿÿ: θ > 0 èëè θ < 0).

Äâóõâûáîðî÷íûé êðèòåðèé çíàêîâ. Ïóñòü ξ1, ξ2,
. . . , ξn è η1, η2, . . . , ηn � íåçàâèñèìûå âûáîðêè ñîîòâåò-
ñòâåííî èç ðàñïðåäåëåíèé F è G. Ðàñïðåäåëåíèÿ F è G
ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì G(x) = F (x− θ). Ïàðàìåòð θ (ýô-
ôåêò îáðàáîòêè) íåèçâåñòåí. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, îò-
ëè÷íî çíà÷åíèå θ îò íóëÿ èëè íåò. Áóäåì ðåøàòü ïîñòàâ-
ëåííóþ çàäà÷ó, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçó H0: θ = 0 (íóëåâóþ
ãèïîòåçó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è òàê H0: F = G). Àëü-
òåðíàòèâà ê ãèïîòåçå H0: θ = 0 ìîæåò áûòü êàê îäíîñòî-
ðîííåé, òàê è äâóñòîðîííåé.

Ãèïîòåçó H0: θ = 0 ìîæíî ïðîâåðÿòü, ïîëüçóÿñü êðè-
òåðèåì çíàêîâ â òîé æå ôîðìóëèðîâêå, ÷òî è äëÿ ïàðíûõ
íàáëþäåíèé: ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî µ ïîëîæèòåëüíûõ ðàçíî-
ñòåé ζj = ηj − ξj ñðåäè ζ1, ζ2, . . . , ζn è ñðàâíèâàòü åãî
ñ mα;s.
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Ïðèì å ð 19.2.1 (ñìåùåííîñòü ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé
ó êîíòðîëåðîâ). Îäèí èç ìåòîäîâ êîëè÷åñòâåííîãî àíà-
ëèçà ñòåïåíè èçíîñà øèíû ñîñòîèò â èçìåðåíèè ãëóáè-
íû ïðîíèêíîâåíèÿ ùóïà1 â êàíàâêó ïðîòåêòîðà â îïðå-
äåëåííîì ìåñòå øèíû.

Â ðàìêàõ äîðîæíî-ýêñïëóàòàöèîííûõ èññëåäîâàíèé
äâà êîíòðîëåðà èçìåðÿþò ãëóáèíó êàíàâîê íà øèíàõ ïî-
ñëå êàæäîãî ýêñïåðèìåíòà. Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü ïðîâå-
äåíèÿ èçìåðåíèé ñîñòîèò â òîì, ÷òî êàæäûé êîíòðî-
ëåð èìååò ñâîå, ïðèñóùåå òîëüêî åìó ñìåùåíèå ðåçóëü-
òàòîâ èçìåðåíèé, ñâÿçàííîå ñ ñèëîé äàâëåíèÿ íà ùóï
(îò ñèëû äàâëåíèÿ çàâèñèò ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ùó-
ïà â êàíàâêó ïðîòåêòîðà).

Ðåçóëüòàòû 10 èçìåðåíèé, âûïîëíåííûõ êîíòðîëå-
ðàìè â 10 ôèêñèðîâàííûõ òî÷êàõ øèíû, ïðèâåäåíû â òàá-
ëèöå.

Òî÷- Ïåðâûé Âòîðîé Òî÷- Ïåðâûé Âòîðîé
êà êîíòðîëåð êîíòðîëåð êà êîíòðîëåð êîíòðîëåð

1 126 125 6 159 152
2 128 120 7 152 150
3 157 163 8 138 136
4 131 118 9 138 140
5 142 129 10 142 136

Èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïåðâûé êîí-
òðîëåð ïîëó÷àåò áîëåå âûñîêèå ðåçóëüòàòû, ÷åì âòî-
ðîé.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè
ýêñïåðèìåíòà?

Ðåøåíè å. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé, âûïîëíåííûõ ïåð-
âûì êîíòðîëåðîì, îáîçíà÷èì ÷åðåç ηj , à âòîðûì � ÷åðåç
ξj , j = 1, 2, . . . , 10. Ðàçíîñòè ζj = ηj − ξj , j = 1, 2, . . .
. . . , 10, åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ïðåäñòàâèìûìè â âèäå

ζj = θ + ej , j = 1, 2, . . . , 10,

ãäå ej � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ïàðàìåòð θ
õàðàêòåðèçóåò ðàçëè÷èÿ (åñëè îíè èìåþòñÿ) â ñèëå äàâ-
ëåíèÿ íà ùóï ïåðâîãî è âòîðîãî êîíòðîëåðîâ (åñëè θ = 0,
òî îòëè÷èé íåò, à åñëè θ 6= 0, îíè èìåþòñÿ).

1Çäåñü ùóï � òîíêàÿ ïðîäîëãîâàòàÿ ìåòàëëè÷åñêàÿ ïëàñòèíêà
ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû.
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Íåîáõîäèìî ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé ñäåëàòü âûâîä
î çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ, à èìåííî: θ = 0 èëè θ 6= 0. Ñôîð-
ìóëèðóåì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.

Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà θ âûäâèãàåì ãèïîòåçó H0 :
θ = 0, ò. å. êîíòðîëåðû ïîëó÷àþò îäèíàêîâûå ðåçóëüòà-
òû. Ïîñêîëüêó èìååòñÿ ïîäîçðåíèå, ÷òî ïåðâûé êîíòðî-
ëåð ïîëó÷àåò áîëåå âûñîêèå ðåçóëüòàòû, â êà÷åñòâå àëü-
òåðíàòèâû ê îñíîâíîé ãèïîòåçå âûáåðåì îäíîñòîðîííþþ
àëüòåðíàòèâó: θ > 0.

Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû áóäåì òðàêòîâàòü â ïîëüçó áî-
ëåå âûñîêèõ ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî êîíòðîëåðà ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ðåçóëüòàòàìè âòîðîãî, íåîòêëîíåíèå � êàê îòñóò-
ñòâèå ðàçëè÷èé â èçìåðåíèÿõ êîíòðîëåðîâ.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì
çíàêîâ. Èìååì òàêèå çíàêè ðàçíîñòåé:

+ +−+ + + + +−+ .

Âñåãî 10 ðàçíîñòåé (âñå îíè îòëè÷íû îò íóëÿ), êîëè÷åñòâî
µ ïîëîæèòåëüíûõ ñðåäè íèõ ðàâíî 8. Ïðè ýòîì

µ = 8 ≤ 8 = m0,025;10 = mα;n.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ çíàêîâ äëÿ ïðîâåðêè ãèïî-
òåçû H0: θ = 0 ïðîòèâ àëüòåðíàòèâû θ > 0 ãèïîòåçà H0
íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,025 íå îòêëîíÿåòñÿ.

Ýòîò ðåçóëüòàò ìîæíî òðàêòîâàòü òàê. Ýêñïåðèìåíò
íå äàåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû èçìåðå-
íèé (ñì. òàáëèöó), ïîëó÷åííûå ïåðâûì êîíòðîëåðîì, ñó-
ùåñòâåííî âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åí-
íûìè âòîðûì êîíòðîëåðîì. (Òàêèå ðåçóëüòàòû âïîëíå
ìîãëè áûòü ïîëó÷åíû îäíèì è òåì æå êîíòðîëåðîì.)

19.3 Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü ξ(ω) = (ξ1(ω), ξ2(ω), . . .
. . . ξn(ω)) è η(ω) = (η1(ω), η2(ω), . . . , ηm(ω)) � ðåàëèçàöèè
íåçàâèñèìûõ âûáîðîê ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è η = (η1, η2, . . .
. . . , ηm) ñîîòâåòñòâåííî èç íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé F
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è G. Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèé F è G èçâåñòíî ëèøü
òî, ÷òî èõ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèé ñâÿçàíû ñîîòíîøåíè-
åì

G(x) = F (x− θ).

Ïàðàìåòð θ íåèçâåñòíûé. Îòíîñèòåëüíî íåãî âûäâèãàåòñÿ
ãèïîòåçà

H0 : θ = 0.

Àëüòåðíàòèâà ê íóëåâîé ãèïîòåçåH0 ìîæåò áûòü êàê äâó-
ñòîðîííåé: åñëè θ 6= 0, òî θ > 0 èëè θ < 0, òàê è îäíî-
ñòîðîííåé: åñëè θ 6= 0, òî θ > 0 (îäíîñòîðîííÿÿ àëüòåð-
íàòèâà ìîæåò áûòü è òàêîé: θ < 0). Âûáîð àëüòåðíàòèâû
îïðåäåëÿåòñÿ ðåøàåìîé çàäà÷åé.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé Âèëêîêñîíà äëÿ ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû H0: θ = 0.

Ñòàòèñòèêà W (ñòàòèñòèêà Âèëêîêñîíà). Ðàñïî-
ëîæèì âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2, . . . , ηm
â îáùèé âàðèàöèîííûé ðÿä. Èíäåêñû, êàê ïðàâèëî, áóäåì
îïóñêàòü. Ïîëó÷èì ïåðåñòàíîâêó èç n áóêâ ξ è m áóêâ η,
íàïðèìåð

ω = (ξηξηηηξξ . . . ξη). (19.3.1)

Äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè ÷åðåç ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) áóäåì
îáîçíà÷àòü âûáîðêó ìåíüøåãî îáúåìà.

Îïðåäåëèì ðàíã êàæäîãî âûáîðî÷íîãî çíà÷åíèÿ êàê
íîìåð ìåñòà, íà êîòîðîì îíî íàõîäèòñÿ â îáùåì âàðè-
àöèîííîì ðÿäó (19.3.1). Ïîñêîëüêó ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn) è
η = (η1, η2, . . . , ηm) � âûáîðêè èç íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäå-
ëåíèé, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ ñîâ-
ïàäóò, ðàâíà íóëþ, íî íà ïðàêòèêå âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ
ðåãèñòðèðóþòñÿ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíàêîâ è ïîýòîìó îíè
ìîãóò ñîâïàäàòü ñ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòüþ. Â ýòîì ñëó-
÷àå ñîâïàäàþùèì âûáîðî÷íûì çíà÷åíèÿì ìû ïðèïèñû-
âàåì îäèí è òîò æå ñðåäíèé ðàíã. Íàïðèìåð, åñëè
ξi = 7,1; ηj = 7,1, ïðè÷åì èìåþòñÿ ÷åòûðå âûáîðî÷íûå
çíà÷åíèÿ, ìåíüøèõ 7,1, òî êàæäîìó èç âûáîðî÷íûõ çíà-
÷åíèé ξi è ηj , ðàâíûõ 7, 1 (îíè íàõîäÿòñÿ íà 5-ì è 6-ì
ìåñòàõ) ïðèïèñûâàåòñÿ ñðåäíèé ðàíã (5+6)/2=5,5.
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Äàëåå îïðåäåëèì W êàê ñóììó ðàíãîâ âûáîðêè ìåíü-
øåãî îáúåìà (ò. å. âûáîðêè ξ1, ξ2, . . . , ξn), à èìåííî:

W = r1 + r2 + . . .+ rn,

ãäå r1, r2, . . . , rn � ðàíãè âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξ1, ξ2, . . .
. . . , ξn â ïåðåñòàíîâêå (19.3.1).

Âåëè÷èíîé W ìîæíî îïèñûâàòü ìåðó ïåðåìåøàííîñ-
òè áóêâ ξ è η â îáùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó: åñëè ñóììà
ðàíãîâ W áîëüøàÿ (áîëüøèíñòâî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé
ξi ðàñïîëàãàåòñÿ ñïðàâà îò âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ηj) èëè
ìàëàÿ (áîëüøèíñòâî âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ξi ðàñïîëàãà-
þòñÿ ñëåâà îò âûáîðî÷íûõ çíà÷åíèé ηj), òî áóêâû ξ è η â
îáùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó ïåðåìåøàíû ïëîõî, â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå � õîðîøî.

Çàìåòèì, ÷òî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå ñóììû
ðàíãîâ W ðàâíî

1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
,

ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå �

(m+ 1) + (m+ 2) + . . .+ (m+ n) = mn+
n(n+ 1)

2
,

ñðåäíåå �

1

2

(
n(n+ 1)

2
+

(
mn+

n(n+ 1)

2

))
=
n(n+m+ 1)

2
.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå W , êîãäà ãèïîòåçà H0: θ = 0
âåðíà, ðàâíî n(n+m+ 1)/2 (çàìåòèì, ÷òî n(n+m+ 1)/2
� êîîðäèíàòà ñåðåäèíû îòðåçêà ñ êîíöàìè n(n + 1)/2 è
nm+ n(n+ 1)/2).

Âåëè÷èíóW íàçûâàþò ñòàòèñòèêîé Âèëêîêñîíà. Íà
åå îñíîâå ñòðîèòñÿ êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 :
F = G.

Åñëè ãèïîòåçà H0: F = G âåðíà, òî ξ = (ξ1, ξ2, . . . , ξn)
è η = (η1, η2, . . . , ηm) ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè âûáîðêàìè
èç îäíîãî è òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ; ïîýòîìó áóêâû ξ è η
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â ïåðåñòàíîâêå (19.3.1) ïåðåìåøàíû õîðîøî è W ïðèíè-
ìàåò çíà÷åíèÿ, áëèçêèå ê ñâîåìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ

n(n+m+ 1)/2

(ñòàòèñòèêó W , êîãäà ãèïîòåçà âåðíà, áóäåì îáîçíà÷àòü
W0). Åñëè æå ãèïîòåçà H0 íåâåðíà, W ïðèíèìàåò çíà÷å-
íèÿ, êîòîðûå ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò

n(n+m+ 1)/2

(ïðè θ > 0 ñòàòèñòèêà W ïðèíèìàåò ìàëûå çíà÷åíèÿ,
à ïðè θ < 0 � áîëüøèå). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ãèïîòåçà
H0 âåðíà, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà W = W0 ìàëî óêëîíÿåò-
ñÿ îò n(n + m + 1)/2 ïî ñðàâíåíèþ ñ óêëîíåíèåì âåëè-
÷èíû W îò n(n + m + 1)/2, êîãäà ãèïîòåçà H0 íåâåðíà.
Ïîýòîìó, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçó H0, åå åñòåñòâåííî íå îòêëî-
íÿòü, êîãäà W ïðèíÿëî çíà÷åíèå, ìàëî óêëîíÿþùååñÿ îò
n(n+m+1)/2, è îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ãðàíèöû
Wα;n;m è n(n+m+1)−Wα;n;m, îòäåëÿþùèå çíà÷åíèÿ W ,
ìàëî óêëîíÿþùèåñÿ îò n(n + m + 1)/2, îò çíà÷åíèé W ,
îòëè÷àþùèõñÿ îò n(n + m + 1)/2 ñóùåñòâåííî, ñòðîÿòñÿ
ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû W0.

Ïî äàííûì α (óðîâíþ çíà÷èìîñòè) è n,m (îáúåìàì
âûáîðîê) ÷èñëî Wα;n;m íàõîäèì êàê íàèáîëüøåå öåëîå t,
äëÿ êîòîðîãî

P{W ≤ t} ≤ α.

Çíà÷åíèÿ Wα;n;m òàáóëèðîâàíû (ñì. òàáë. 22.8.1).
Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà. Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn è η1, η2,

. . . , ηm � íåçàâèñèìûå âûáîðêè ñîîòâåòñòâåííî èç íå-
ïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé F è G, ïðè÷åì G(x) = F (x−θ).

Åñëè ãèïîòåçó
H0 : θ = 0

îòêëîíÿòü ïðè
W ≤Wα;n;m

è íå îòêëîíÿòü ïðè

W > Wα;n;m,
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òî ñ âåðîÿòíîñòüþ, íå áîëüøåé α, ãèïîòåçó H0 áóäåì
îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîí-
íÿÿ : θ > 0).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

W ≥ n(n+m+ 1)−Wα;n;m

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ, íå ïðåâîñõîäÿùåé α, ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëî-
íÿòü, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ:
θ < 0).

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

W 6∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ, íå áîëüøåé ÷åì 2α, ãèïîòåçó H0 áóäåì îòêëî-
íÿòü, êîãäà îíà âåðíà (àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ :
θ < 0 èëè θ > 0).

Åñëè îáúåìû âûáîðîê n è m áîëüøèå (â êðèòåðèè
Âèëêîêñîíà n èm áîëüøèå, êîãäà min{n,m} ≥ 6, m+n ≥
≥ 20), òî â êà÷åñòâå Wα;n;m èñïîëüçóåòñÿ

Wα;n;m =
1

2
n(n+m+ 1) + zα

√
1

12
nm(n+m+ 1),

ãäå zα � α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðàìè (0;1), ò. å. ðåøåíèå óðàâíåíèÿ N0;1(zα) = α
(ñì. òàáë. 22.1.1). Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè n,m→ ∞,
ñòàòèñòèêà W àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíà ñî ñðåäíèì
n(n+m+ 1)/2 è äèñïåðñèåé nm(n+m+ 1)/12.

Îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Ïðè âåðíîé ãè-
ïîòåçå H0: F = G ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíàW � ñóììà ðàíãîâ
âûáîðêè ìåíüøåãî îáúåìà, ïðèíèìàÿ çíà÷åíèÿ èç ïðîìå-
æóòêà

[n(n+ 1)/2, nm+ n(n+ 1)/2]

è ïî÷òè âñåãäà ìàëî óêëîíÿÿñü îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
n(n+m+ 1)/2, ò. å.

W ∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m) ,
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ìîæåò, õîòÿ è èçðåäêà, ïðèíÿòü çíà÷åíèå, êîòîðîå ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò n(n+m+ 1)/2, ò. å.

W ≤Wα;n;m èëè W ≥ n(n+m+ 1)−Wα;n;m.

Ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì è òåì ñàìûì äîïóñ-
êàåì îøèáêó ïåðâîãî ðîäà.

Åñëè æå ãèïîòåçàH0 íåâåðíà, òîW , ïî÷òè âñåãäà ïðè-
íèìàÿ çíà÷åíèÿ, ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùååñÿ îò ñðåäíåãî
n(n+m+1)/2 (ìàëûå èëè áîëüøèå) ìîæåò, õîòÿ è èçðåä-
êà, ïðèíÿòü çíà÷åíèå, áëèçêîå ê n(n+m+ 1)/2, ò. å.

W ∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m) .

Ïðè ýòîì ìû ãèïîòåçó H0 íå îòêëîíÿåì è òåì ñàìûì äî-
ïóñêàåì îøèáêó âòîðîãî ðîäà.

Ïðèì å ð 19.3.1. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ê
èñòèðàíèþ ýïîêñèäíîé ïëàñòìàññû ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê
íàïîëíèòåëÿ îêèñè àëþìèíèÿ â ðàçíîé êîíöåíòðàöèè èç-
ãîòîâèëè äâå ïàðòèè ïëèòîê.

Ðàññìàòðèâàëèñü äâà çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé êîí-
öåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ â ñìîëå, âûðàæàåìûå îòíîøå-
íèÿìè 1/2 ê 1 è 1 ê 1. Èçãîòîâèëè ïî 18 îáðàçöîâ ïëè-
òîê, ïðè ýòîì äâå èç íèõ ñ êîíöåíòðàöèåé 1/2 ê 1 áûëè
çàáðàêîâàíû è íå èñïûòûâàëèñü. Çàòåì êàæäóþ èç ïëè-
òîê ïðèâîäèëè â âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå
ïî àáðàçèâíîìó ìàòåðèàëó (ïî 10 000 öèêëîâ äëÿ ïëèòêè).

Èçìåðÿëàñü ðàçíîñòü òîëùèíû ïëèòîê äî è ïîñëå
èñïûòàíèé; òî÷íîñòü èçìåðåíèé ñîñòàâëÿëà 10−4 äþé-
ìà (1 äþéì = 0, 0254 ì.).

Êîíöåíòðàöèÿ 1/2 ê 1 : 7,0; 6,4; 7,3; 5,1; 5,7; 6,6; 5,0;
7,7; 6,8; 5,1; 4,6; 5,5; 5,8; 6,2; 4,8; 5,8.

Êîíöåíòðàöèÿ 1 ê 1 : 7,1; 5,0; 6,4; 6,9; 5,7; 6,5; 6,5;
4,0; 6,2; 6,8; 4,0; 7,5; 7,2; 5,2; 7,8; 4,8; 4,4; 6,0.

Ðàçëè÷àþòñÿ ëè ïëèòêè èç ýïîêñèäíîé ïëàñòìàññû
(ïî îòíîøåíèþ ê èñòèðàíèþ), â êîòîðûõ íàïîëíèòåëåì
áûëà îêèñü àëþìèíèÿ â ðàçíûõ êîíöåíòðàöèÿõ? Äðóãè-
ìè ñëîâàìè, âëèÿåò ëè êîíöåíòðàöèÿ íàïîëíèòåëÿ íà
óñòîé÷èâîñòü ïëèòêè ê èñòèðàíèþ?

Ðåøåíè å. Ñôîðìóëèðóåì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê
çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç F è G ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçíîñòè òîë-
ùèíû ïëèòîê (äî è ïîñëå èñïûòàíèé) ñîîòâåòñòâåííî ñ
êîíöåíòðàöèåé íàïîëíèòåëÿ 1/2 ê 1 è 1 ê 1. Ðàñïðåäå-
ëåíèÿ F è G íåïðåðûâíû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G(x) =
= F (x − θ) (θ � ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ðàçëè÷èÿ
â èñòèðàíèè, åñëè îíè èìåþòñÿ).

Îòíîñèòåëüíî ðàçëè÷èé ïëèòîê ñ ðàçíîé êîíöåíòðà-
öèåé íàïîëíèòåëÿ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: êîíöåíòðà-
öèÿ íàïîëíèòåëÿ íå âëèÿåò íà óñòîé÷èâîñòü ïëèòêè ê èñ-
òèðàíèþ. Ýòó ãèïîòåçó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü òàê: H0:
F = G èëè, ÷òî òî æå,H0 : θ = 0. Ïîñêîëüêó îòíîñèòåëüíî
âëèÿíèÿ êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ íà èñòèðàíèå íè÷åãî
íå èçâåñòíî, ðàññìàòðèâàåì äâóñòîðîííþþ àëüòåðíàòèâó:
θ < 0 èëè θ > 0.

Íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0, ò. å. ïî ðåàëèçà-
öèè âûáîðêè ñäåëàòü âûâîä � îòêëîíÿòü ãèïîòåçóH0 èëè
íå îòêëîíÿòü. Îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 áóäåì èíòåðïðå-
òèðîâàòü êàê íàëè÷èå âëèÿíèÿ êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòå-
ëÿ íà èñòèðàíèå ïëèòîê. Åñëè æå ãèïîòåçàH0 íå îòêëîíÿ-
åòñÿ, òî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî â ýêñïåðèìåíòå âëèÿíèå
êîíöåíòðàöèè íàïîëíèòåëÿ íà èñòèðàíèå íå îáíàðóæåíî.

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 âîñïîëüçóåìñÿ êðèòåðèåì
Âèëêîêñîíà. Ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿåì, ïðè

W 6∈ (Wα;n;m;n(n+m+ 1)−Wα;n;m) ,

è íå îòêëîíÿåì â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ñíà÷àëà âû÷èñëèìW � ñóììó ðàíãîâ âûáîðêè ìåíü-

øåãî îáúåìà â îáùåì âàðèàöèîííîì ðÿäó: 4,0; 4,0; 4,4;
4,6; 4,8; 4,8; 5,0; 5,0; 5,1; 5,1; 5,2; 5,5; 5,7; 5,7; 5,8; 5,8; 6,0;
6,2; 6,2; 6,4; 6,4; 6,5; 6,5; 6,6; 6,8; 6,8; 6,9; 7,0; 7,1; 7,2; 7,3;
7,5; 7,7; 7,8 (ïîä÷åðêíóòû âûáîðî÷íûå çíà÷åíèÿ âûáîðêè
ìåíüøåãî îáúåìà).
W = 4 + (5 + 6)/2 + (7 + 8)/2 + (9 + 10)/2 + (9 + 10)/2 +
+12+(13+14)/2+(15+16)/2+(15+16)/2+(18+19)/2+
+(20 + 21)/2 + 24 + (25 + 26)/2 + 28 + 31 + 33 = 273.
Äàëåå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî îáúåìû âûáîðîê áîëüøèå, à èìåí-
íî:

n = 16 > 6, m = 18 > 6, n+m = 34 > 20,
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â êà÷åñòâå Wα;n;m ìîæíî ðàññìîòðåòü

1

2
n(n+m+ 1) + zα

√
1

12
nm(n+m+ 1),

ãäå zα � α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðà-
ìåòðàìè (0;1).

Ïî òàáëèöå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì
zα = z0,025 = −1,96 (ñì. òàáë. 22.1.1). Òàêèì îáðàçîì

Wα;n;m = W0,025;16;18 =
1

2
16(16 + 18 + 1)−

−1,96

√
1

12
16 · 18(16 + 18 + 1) = 223,2;

n(n+m+ 1)−Wα;n;m =

= 16(16 + 18 + 1)−W0,025;16;18 = 336,8.

Äëÿ ñóììû ðàíãîâ W = 273 èìååì

Wα;n;m = W0,025;16;18 = 223,2 < 273 < 336,8 =

= 16 · 35−W0,025;16;18 = n(n+m+ 1)−Wα;n;m.

Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ Âèëêîêñîíà ãèïîòåçà H0:
θ = 0 íå îòêëîíÿåòñÿ. Îíà íå ïðîòèâîðå÷èò ðåçóëüòà-
òàì ýêñïåðèìåíòà. (Ñóììà ðàíãîâ W = 273 åñòåñòâåííà
(òèïè÷íà) äëÿ âûáîðîê îáúåìà n = 16 èm = 18 èç îäíîãî
è òîãî æå ðàñïðåäåëåíèÿ.)

Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå íå äàþò
îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî ïëèòêè ñ ðàçíîé êîíöåíòðà-
öèåé íàïîëíèòåëÿ îòëè÷àþòñÿ óñòîé÷èâîñòüþ ê èñòèðà-
íèþ.
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19.4 Çàäà÷è

ÀÇ: 19.7, 19.11, 19.12.
ÑÇ: 19.1, 19.13, 19.30.

19.1 (àíêåòèðîâàíèå �Ïðåïîäàâàòåëü ãëàçàìè
ñòóäåíòîâ� � ýôôåêò ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêè).
Âîïðîñ î íåïðåäâçÿòîñòè îöåíèâàíèÿ òåõ èëè èíûõ êà-
÷åñòâ, âåëè÷èí, ïàðàìåòðîâ âåñüìà èíòåðåñåí. Ïðè ýòîì
ïðåäâçÿòîñòü â îöåíèâàíèè âñòðå÷àåòñÿ çàìåòíî ÷àùå,
÷åì íåïðåäâçÿòîñòü.

Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ïðè÷èíû ïðåäâçÿòîñòè ìîæ-
íî îáúÿñíèòü, â äðóãèõ îíè àáñîëþòíî çàãàäî÷íû è íåïî-
íÿòíû (ñì., íàïðèìåð, çàäà÷ó 18.17 èç ãë. 18, ãäå ïðèâå-
äåí ïðèìåð ñèëüíîãî ïðèñòðàñòèÿ ïðè ñ÷èòûâàíèè öèôð
ñ âðàùàþùåãîñÿ ñ áîëüøîé ñêîðîñòüþ êðóãà).

Ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ àíêåòèðîâàíèÿ �Ïðåïîäà-
âàòåëü ãëàçàìè ñòóäåíòîâ�, êàê è ïðè ëþáîì äðóãîì îöå-
íèâàíèè, âîçíèêàþò âîïðîñû: 1) î íåïðåäâçÿòîñòè îöåíè-
âàíèÿ (êîòîðóþ åäâà ëè ñëåäóåò îæèäàòü) è 2) î ïðè÷èíàõ
ïðåäâçÿòîñòè (â ýòîì îöåíèâàíèè âïîëíå ïîíÿòíûõ).

Ìû, èññëåäóÿ âîçìîæíûå ïðè÷èíû ïðåäâçÿòîãî îöå-
íèâàíèÿ, ðàññìîòðèì:

1◦ ýôôåêò ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêè (çàäà÷à 19.1);
2◦ ýôôåêò ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ � çàâèñèìîñòü îöåí-

êè ïðåïîäàâàòåëÿ ñòóäåíòàìè îò òîãî, ïðîâîäèò ïðåïîäà-
âàòåëü â ãðóïïå (ïàðàëëåëüíî ñ ÷òåíèåì ëåêöèé) ïðàêòè-
÷åñêèå çàíÿòèÿ èëè íåò (çàäà÷à 19.5);

3◦ ýôôåêò ýêçàìåíà (çàäà÷à 19.17).
Ìîæíî èññëåäîâàòü è äðóãèå ôàêòîðû êàê âîçìîæ-

íûå ïðè÷èíû ïðåäâçÿòîãî îöåíèâàíèÿ.
Ýôôåêò ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêè. Åùå äî íà÷à-

ëà àíêåòèðîâàíèÿ âûñêàçûâàëèñü ñîîáðàæåíèÿ, ÷òî îöåí-
êà õàðàêòåðèñòèê ïðåïîäàâàòåëÿ ñòóäåíòàìè íå ìîæåò
áûòü íåïðåäâçÿòîé. Êàê íà ïðè÷èíó ïðåäâçÿòîãî îöåíè-
âàíèÿ óêàçûâàëîñü íà òî, ÷òî ñòóäåíòó íà ýêçàìåíå ïðåïî-
äàâàòåëü âûñòàâëÿåò îöåíêó, è ïîýòîìó, îöåíèâàÿ ïðåïî-
äàâàòåëÿ, ñòóäåíò ñîçíàòåëüíî èëè ïîäñîçíàòåëüíî ó÷è-
òûâàåò ðåçóëüòàò ýêçàìåíà � ïîëó÷åííóþ îöåíêó, îñîáåí-
íî åñëè îíà íåóäîâëåòâîðèòåëüíàÿ.
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Â ñâÿçè ñ âûäâèíóòîé ãèïîòåçîé î íàëè÷èè ýôôåêòà
ýêçàìåíàöèîííîé îöåíêè âîçíèêàåò âîïðîñ: ñîãëàñóåòñÿ
ëè îíà ñ ýêñïåðèìåíòîì (ðåçóëüòàòàìè àíêåòèðîâàíèÿ)?

Òàá ë èö à 19.4.1. Îöåíêè ñòóäåíòàìè õàðàêòåðèñòèê
ïðåïîäàâàòåëÿ

Õàðàêòåðèñòèêà ïðåïîäàâàòåëÿ Îöåíêà

1 2 3 4 5 6 7

1. Ïðåïîäàåò ÿñíî è äîñòóïíî 8,4 7,3 7,9 7,9 7,1 8,1
2. Ðàçúÿñíÿåò ñëîæíûå ìåñòà 8,3 7,3 8,5 8,0 7,5 8,3
3. Âûäåëÿåò ãëàâíûå ìîìåíòû 8,5 7,5 8,5 8,4 7,8 8,5
4. Óìååò âûçâàòü è ïîääåðæàòü

èíòåðåñ àóäèòîðèè ê ïðåäìåòó 8,6 6,4 7,9 8,7 5,8 7,2
5. Ñëåäèò çà ðåàêöèåé àóäèòîðèè 8,4 8,3 7,9 7,3 6,1 7,6
6. Çàäàåò âîïðîñû, ïîáóæäàåò

ê äèñêóññèè 8,2 5,5 7,2 6,0 4,7 6,7
7. Ñîáëþäàåò ëîãè÷åñêóþ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èçëîæåíèÿ 8,5 7,7 8,9 8,6 8,4 8,8
8. Äåìîíñòðèðóåò êóëüòóðó ðå÷è,

÷åòêîñòü äèêöèè, íîðìàëüíûé
òåìï èçëîæåíèÿ 7,0 3,9 6,5 6,4 5,5 6,5

9. Óìååò ñíÿòü íàïðÿæåíèå 8,1 5,6 7,1 5,8 5,1 6,5
10. Îðèåíòèðóåò íà èñïîëüçîâàíèå

ìàòåðèàëà â áóäóùåé ïðîôåñ-
ñèîíàëüíîé äåÿòåëüíîñòè 6,9 6,1 7,9 5,1 3,9 6,5

11. Òâîð÷åñêèé ïîäõîä è èíòåðåñ
ê ñâîåìó äåëó 8,5 7,2 7,9 7,9 7,1 8,1

12. Äîáðîæåëàòåëüíîñòü è òàêò ïî
îòíîøåíèþ ê ñòóäåíòàì 8,0 6,6 7,9 8,1 7,7 7,9

13. Òåðïåíèå 8,2 5,8 8,5 8,0 7,1 8,3
14. Òðåáîâàòåëüíîñòü 8,8 8,3 8,9 8,7 8,8 8,8
15. Çàèíòåðåñîâàííîñòü â óñïåõàõ

ñòóäåíòîâ 8,4 6,4 8,0 7,7 7,2 7,8
16. Îáúåêòèâíîñòü â îöåíèâàíèè

çíàíèé ñòóäåíòîâ 8,7 6,2 7,4 7,7 7,3 7,5
17. Óâàæèòåëüíîå îòíîøåíèå

ê ñòóäåíòàì 8,6 6,5 8,5 8,3 7,9 8,4
18. Ðàñïîëàãàåò ê ñåáå âûñîêîé

ýðóäèöèåé, ìàíåðîé ïîâåäåíèÿ 8,8 6,5 7,9 8,4 8,1 8,2

Â òàáëèöå 19.4.1 (ñòîëáöû 2 è 3) ïðèâåäåíû ðåçóëüòà-
òû àíêåòèðîâàíèÿ â ñòóäåí÷åñêèõ ãðóïïàõ: ñòîëáåö 2 �
â ãðóïïå ÏÌ-84-4, ñòîëáåö 3 � â ãðóïïå ÏÌ-84-1. Ïðè
ýòîì îáå ñòóäåí÷åñêèå ãðóïïû íàõîäèëèñü â îäèíàêîâûõ
óñëîâèÿõ îòíîñèòåëüíî ïðåïîäàâàòåëÿ: â îáåèõ ãðóïïàõ
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íà ïðîòÿæåíèè ãîäà îí ÷èòàë ëåêöèè, âåë ïðàêòè÷åñêèå è
ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ, ïðèíèìàë çà÷åòû, ýêçàìåíû. Îä-
íàêî ðåçóëüòàòû ýêçàìåíà â ýòèõ ãðóïïàõ çàìåòíî îòëè-
÷àþòñÿ êîëè÷åñòâîì ïîëó÷åííûõ ñòóäåíòàìè äâîåê (ñì.
òàáë. 19.4.2 è ïðèìå÷àíèå 1).

Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó îá ýôôåêòå ýêçàìåíàöèîí-
íîé îöåíêè êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç
è ðåøèòü åå:

âûáðàòü îñíîâíóþ ãèïîòåçó è àëüòåðíàòèâíûå (÷òî
îáîçíà÷àåò îòêëîíåíèå îñíîâíîé ãèïîòåçû? åå íåîòêëî-
íåíèå?);

ïðåäëîæèòü óðîâåíü çíà÷èìîñòè è êðèòåðèé äëÿ ïðî-
âåðêè îñíîâíîé ãèïîòåçû;

ïðîâåðèòü îñíîâíóþ ãèïîòåçó;
äàòü ÷àñòîòíóþ èíòåðïðåòàöèþ ïîëó÷åííûì ðåçóëü-

òàòàì.

Òàá ë èö à 19.4.2. Ðåçóëüòàòû ýêçàìåíà

Îöåíêà íà Êîëè÷åñòâî îöåíîê â ãðóïïàõ

ýêçàìåíå ÏÌ-84-4 ÏÌ-84-1 ÏÌ-85-1 ÏÌ-85-3
ÏÌ-85-2 ÏÌ-85-5

Îòëè÷íî 1 4 3 4
Õîðîøî 7 2 10 6
Óäîâëåòâîðèòåëüíî 4 6 7 6
Íåóäîâëåòâîðèòåëüíî 6 9 11 15

Ïðèì å ÷ à í è å 1. Â òàáëèöå 19.4.1 ïðèâåäåíû ðåçóëü-
òàòû îöåíèâàíèÿ àâòîðà êàê ïðåïîäàâàòåëÿ ñòóäåíòàìè
ãðóïï ÏÌ-84-4, ÏÌ-84-1, ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3,
ÏÌ-85-4, à èìåííî, îöåíêè â áàëëàõ õàðàêòåðèñòèê ïðå-
ïîäàâàòåëÿ � ñðåäíåå â ãðóïïå èëè â íåñêîëüêèõ ãðóï-
ïàõ (ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ îöåíêà õàðàêòåðèñòèêè �
9 áàëëîâ):

ñòîëáåö 2 � â ãðóïïå ÏÌ-84-4; íà ýêçàìåíå øåñòü ñòó-
äåíòîâ ïîëó÷èëè íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå îöåíêè (÷åòâåðî
èç íèõ îòêàçàëèñü îòâå÷àòü ïîñëå îçíàêîìëåíèÿ ñ ñîäåð-
æàíèåì ýêçàìåíàöèîííîãî áèëåòà, ò. å. ôàêòè÷åñêè ñà-
ìè îöåíèëè ñâîè çíàíèÿ êàê íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå (ñì.
òàáë. 19.4.2));
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ñòîëáåö 3 � â ãðóïïå ÏÌ-84-1; íà ýêçàìåíå äåâÿòü
ñòóäåíòîâ ïîëó÷èëè íåóäîâëåòâîðèòåëüíûå îöåíêè (ñì.
òàáë. 19.4.2);

ñòîëáåö 4 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ãäå ëåêòîð
âåë òàêæå ïðàêòè÷åñêèå çàíÿòèÿ;

ñòîëáåö 5 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-3, ÏÌ-85-4, ãäå ëåêòîð
íå âåë ïðàêòè÷åñêèõ çàíÿòèé (èõ ïðîâîäèë äðóãîé ïðå-
ïîäàâàòåëü);

ñòîëáåö 6 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3,
ÏÌ-85-4 (àíêåòèðîâàíèå ïðîâåäåíî äî ýêçàìåíà);

ñòîëáåö 7 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3,
ÏÌ-85-4 (àíêåòèðîâàíèå ïðîâåäåíî ïîñëå ýêçàìåíà).

Àíêåòà ïðèâåäåíà â îðèãèíàëüíîì âèäå.
Ïðèì å ÷ à í è å 2. Â òàáëèöå 19.4.2 ïðèâåäåíû ðåçóëü-

òàòû ïåðâîé ñäà÷è ýêçàìåíà: ðå÷ü èäåò îá ýêçàìåíå ïî
êóðñó �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòè-
êà� íà ôàêóëüòåòå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè Äíåïðîïåò-
ðîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà âî âðåìÿ çèìíèõ
ñåññèé 1986/87 è 1987/88 ó÷åáíûõ ãîäîâ.

19.2. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïîäáðàñûâàíèè ñèììåòðè÷íîé èãðàëüíîé êî-
ñòè òðèæäû è ðåãèñòðàöèè ðåçóëüòàòîâ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ïîÿâëåíèå 1 èëè 2 î÷êîâ îáîçíà÷àåì íóëåì, 3 èëè 4 �
åäèíèöåé, 5 èëè 6 � äâîéêîé. Åñëè, íàïðèìåð, ðåçóëüòàò
ýêñïåðèìåíòà: âûïàëî 3, 5, 1 î÷êîâ, òî ýòî ðåãèñòðèðóåò-
ñÿ êàê 120, åñëè ðåçóëüòàò: âûïàëî 6, 1, 4 î÷êîâ, òî ýòî
ðåãèñòðèðóåòñÿ êàê 201 è ò. ä.

Âìåñòå ñ ýòèìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç íóëåé, åäè-
íèö è äâîåê ðàññìîòðèì ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà [0;1], êîòî-
ðûå â òðîè÷íîé ñèñòåìå èñ÷èñëåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñîîò-
âåòñòâåííî òàê: 0,120; 0,201; . . . Òàê ÷òî 0,120 � ýòî çàïèñü
â òðîè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëà

1 · 1

3
+ 2 · 1

32
+ 0 · 1

33
=

5

9
,

à 0,201 � ÷èñëà

2 · 1

3
+ 0 · 1

32
+ 1 · 1

33
=

19

27
.

Ýêñïåðèìåíò ïðîâîäèòñÿ âîñåìü ðàç.
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Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì
âîñåìü ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèåé âûáîðêè îáúåìîì 8
èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ?

Äàòü îòâåò íà ýòîò âîïðîñ â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì Êîë-
ìîãîðîâà.

19.3. Ðåãèñòðèðóþòñÿ èíòåðâàëû ìåæäó ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè èìïóëüñàìè âäîëü íåðâíîãî âîëîêíà ó èíäèâè-
äóóìîâ A è B (åäèíèöà èçìåðåíèÿ � 1/50 c). Îíè îêàçà-
ëèñü òàêèìè.

Èíäèâèäóóì A: 2,5; 2,0; 7,0; 4,0; 10,5; 1,0; 31,5; 17,5;
0,5; 19,5; 21,5; 1,5; 19,5; 2,0; 8,5; 11,5; 39,0; 7,0; 4,0; 5,5; 3,5;
22,5; 23,0; 10,0; 9,5; 25,5; 4,5; 11,0; 14,5; 0,5.

Èíäèâèäóóì B: 9,5; 3,0; 19,5; 4,0; 1,5; 14,0; 4,5; 8,5;
22,5; 20,0; 3,5; 15,0; 8,0; 12,0; 40,5; 67,5; 0,5; 1,0; 1,5; 3,0;
6,0; 16,5; 32,5; 4,0; 7,5; 34,0; 15,0; 3,0.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå îá îòëè÷èÿõ â èíòåð-
âàëàõ ìåæäó èìïóëüñàìè ó èíäèâèäóóìîâ A è B?

19.4. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì. òàáë.
22.10.1) ìîæíî ïîëó÷èòü (ñìîäåëèðîâàòü) ðåàëèçàöèþ âû-
áîðêè èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñïðåäåëå-
íèÿ îïèñàííûì íèæå ñïîñîáîì (êñòàòè, ïî âûáîðêå èç
ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî
ïîñòðîèòü âûáîðêó èç ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F ñ ìîíî-
òîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèåé F (x) (ñì. ïðèìåð 19.1.1)).

Èç òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì. òàáë. 22.10.1) âûáå-
ðåì n ÷èñåë (ïóñòü, íàïðèìåð, n = 10). Âûáîð ÷èñåë ìîæ-
íî íà÷èíàòü ñ ëþáîãî ìåñòà ëþáûì íàïåðåä îãîâîðåííûì
ñïîñîáîì. Íà÷èíàÿ, ñêàæåì, ñ ëåâîãî âåðõíåãî óãëà òàá-
ëèöû è äâèãàÿñü êíèçó (äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì âûáè-
ðàòü ÷åòûðåõçíà÷íûå ÷èñëà), ïîëó÷èì 1009, 3754, 0842,
9901, 1280, 6606, 3106, 8526, 6357, 7379.

Ðàññìîòðèì ÷èñëà èç ïðîìåæóòêà [0;1], ïîëó÷åííûå
ïî âûáðàííûì ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè: 0,1009; 0,3754; 0,0842;
0,9901; 0,1280; 0,6606; 0,3106; 0,8526; 0,6357; 0,7379.

Âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà, óáåäèòåñü,
÷òî ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ìîæíî ñ÷èòàòü ðåàëè-
çàöèåé âûáîðêè èç ðàâíîìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ.
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19.5 (àíêåòèðîâàíèå �Ïðåïîäàâàòåëü ãëàçàìè
ñòóäåíòîâ� � ýôôåêò ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ).Ïðè
îöåíèâàíèè ñòóäåíòàìè ïðåïîäàâàòåëÿ âûäâèãàåòñÿ ïðåä-
ïîëîæåíèå î íàëè÷èè ýôôåêòà ïðàêòè÷åñêîãî çàíÿòèÿ:
åñëè â ãðóïïå ïàðàëëåëüíî ñ ÷òåíèåì ëåêöèé ïðåïîäà-
âàòåëü âåäåò ïðàêòè÷åñêèå (ëàáîðàòîðíûå) çàíÿòèÿ, òî
îöåíêà åãî ñòóäåíòàìè âûøå.

Â òàáëèöå 19.4.1 ïðèâåäåíû îöåíêè õàðàêòåðèñòèê ïðå-
ïîäàâàòåëÿ ñòóäåíòàìè: ñòîëáåö 4 � â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1 è
ÏÌ-85-2, ãäå ïðåïîäàâàòåëü ÷èòàë ëåêöèè è âåë ïðàêòè-
÷åñêèå è ëàáîðàòîðíûå çàíÿòèÿ, à ñòîëáåö 5 � â ãðóïïàõ
ÏÌ-85-3 è ÏÌ-85-4, ãäå ïðàêòè÷åñêèå è ëàáîðàòîðíûå
çàíÿòèÿ âåë äðóãîé ïðåïîäàâàòåëü (àíêåòèðîâàíèå ïðî-
âåäåíî ïîñëå ýêçàìåíà).

Ïðîâåðèòü, ñóùåñòâóåò ëè ýôôåêò ïðàêòè÷åñêîãî (ëà-
áîðàòîðíîãî) çàíÿòèÿ.

Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó î íàëè÷èè ýôôåêòà ïðàêòè-
÷åñêîãî (ëàáîðàòîðíîãî) çàíÿòèÿ ïðè îöåíèâàíèè ïðåïî-
äàâàòåëÿ êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç è
ðåøèòü åå, ïîäðîáíåå ñì. çàäà÷ó 19.1 (âûáåðèòå 5% óðî-
âåíü çíà÷èìîñòè).

19.6. Ðåøèòü çàäà÷ó 17.8, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðè-
åì Âèëêîêñîíà.

19.7.Øåéêè ðàáî÷åé ÷àñòè ñâåðë îáðàáàòûâàþòñÿ íà
øëèôîâàëüíîì ñòàíêå. Íîìèíàëüíûé äèàìåòð øåéêè ñî-
ñòàâëÿåò 9,8 ìì ñ òåõíè÷åñêèì äîïóñêîì 0,05 ìì.

Èçìåðåíèÿ ðàáî÷åé ÷àñòè øåéêè 20 ñâåðë äàëî òàêèå
ðåçóëüòàòû (â ìèëëèìåòðàõ): 9,76; 9,77; 9,83; 9,79; 9,80;
9,81; 9,79; 9,75; 9,80; 9,78; 9,75; 9,81; 9,82; 9,76; 9,78; 9,77;
9,81; 9,79; 9,77; 9,79.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî íîìèíàëüíûé äèàìåòð øåéêè
ðàâåí 9,8 ìì ñ òåõíè÷åñêèì äîïóñêîì 0,05 ìì ïðè íîðìå
îòõîäà 1%, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òî äèàìåòð øåéêè ñâåðëà
íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ îò 9,75 äî 9,85 ìì ñ âåðîÿòíîñòüþ
0,99?

Ñôîðìóëèðîâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó êàê çàäà÷ó ïðî-
âåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç. Âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðè-
åì Êîëìîãîðîâà.

19.8 (âëèÿíèå ðàáîòû ìåòðîíîìà íà ïëàâíîñòü
ðå÷è). Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà,
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â êîòîðîì èçó÷àëîñü âëèÿíèå ðàáîòû ìåòðîíîìà íà ðå÷ü
ëþäåé, ñòðàäàþùèõ çàèêàíèåì.

Íîìåð ×èñëî çàèêàíèé Íîìåð ×èñëî çàèêàíèé
ó÷àñòíèêà ïðè óñëîâèè ó÷àñòíèêà ïðè óñëîâèè

N R A N R A

1 15 3 5 7 10 0 2
2 11 3 3 8 8 0 3
3 18 1 3 9 13 0 2
4 21 5 4 10 4 1 0
5 6 2 2 11 11 2 4
6 17 0 2 12 17 2 1

Îáñëåäîâàëîñü 12 ÷åëîâåê ñ òÿæåëîé ôîðìîé çàáîëå-
âàíèÿ. Êàæäûé èç íèõ èìïðîâèçèðîâàë òðåõìèíóòíóþ
ðå÷ü ïðè óñëîâèÿõ N, R, A:

N � ãîâîðèòü áåç ìåòðîíîìà;
R� ãîâîðèòü ïðè ðåãóëÿðíîé (ðèòìè÷íîé) ðàáîòå ìåò-

ðîíîìà (120 óäàðîâ çà ìèíóòó), ïðè÷åì ÷åëîâåê áûë ïðåä-
âàðèòåëüíî ïðîèíñòðóêòèðîâàí î íåîáõîäèìîñòè ïðîèç-
íîñèòü îäèí ñëîã ñëîâà íà êàæäûé óäàð ìåòðîíîìà;

A � ãîâîðèòü ïðè íåðèòìè÷íîé ðàáîòå ìåòðîíîìà, ðà-
áîòàþùåãî ñî ñëó÷àéíûìè èíòåðâàëàìè ìåæäó óäàðàìè
(îò 0,3 äî 0,7 ñ), ñîâåðøàÿ ïðè ýòîì â ñðåäíåì òå æå 120
óäàðîâ â ìèíóòó (ïðè óñëîâèè A, êàê è ïðè óñëîâèè R,
÷åëîâåê äîëæåí ïðîèçíîñèòü îäèí ñëîã íà êàæäûé óäàð
ìåòðîíîìà).

Ïðèâåäåííûå äàííûå, áåçóñëîâíî, ñâèäåòåëüñòâóþò î
òîì, ÷òî ðàáîòà ìåòðîíîìà (êàê ðèòìè÷íàÿ òàê è íåðèò-
ìè÷íàÿ) óìåíüøàåò êîëè÷åñòâî çàèêàíèé (ïî÷åìó?). À ñó-
ùåñòâóþò ëè îòëè÷èÿ âî âëèÿíèè íà çàèêàíèå ðèòìè÷íî
è íåðèòìè÷íî ðàáîòàþùèõ ìåòðîíîìîâ?

19.9. Ïðîáû î÷åíü ÷èñòîãî æåëåçà, ïîëó÷åííûå ïî ìå-
òîäàì A è B, èìåëè ñëåäóþùèå òî÷êè ïëàâëåíèÿ (â ãðà-
äóñàõ Öåëüñèÿ).

Ìåòîä A: 1439, 1519, 1518, 1512, 1514, 1489, 1508, 1503.
Ìåòîä B: 1509, 1494, 1512, 1483, 1507, 1491.
Ðàçëè÷àþòñÿ ëè òî÷êè ïëàâëåíèÿ æåëåçà, ïîëó÷åííî-

ãî ðàçíûìè ìåòîäàìè?
19.10 (ñëó÷àéíî è ïðîèçâîëüíî). Ñëó÷àéíî � íå

îçíà÷àåò ïðîèçâîëüíî. Ñëó÷àéíîñòü ïîä÷èíÿåòñÿ ñâîèì
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ñòðîãèì çàêîíàì (ñì. çàäà÷è 18.12, 18.17, 18.20). Âûïè-
ñàòü ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë íå òàê ïðîñòî,
êàê ýòî ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íà ïåðâûé âçãëÿä.

Ïðîâåðüòå ñâîè ñïîñîáíîñòè: âûïèøèòå 50 ñëó÷àéíûõ,
íà âàø âçãëÿä, ÷èñåë èç îòðåçêà [0;1] (äëÿ îïðåäåëåííîñòè
� ñ ÷åòûðüìÿ çíàêàìè ïîñëå çàïÿòîé). Åñëè ïðåäëîæåí-
íûå ÷èñëà â ñàìîì äåëå ñëó÷àéíûå, òî îíè äîëæíû áûòü
ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [0;1].

Âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà, âûÿñíè-
òå, ìîæíî ëè ïðåäëîæåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
ñ÷èòàòü ñëó÷àéíîé.

Ïðèì å ÷ à í è å. Âûïèñûâàÿ ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë èç ïðîìåæóòêà [0;1], íå ïðîñìàòðèâàéòå è íå
èñïîëüçóéòå êàêèì-ëèáî äðóãèì ñïîñîáîì óæå âûïèñàí-
íóþ ÷àñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

19.11. Àñòðîíîìû A è B èçìåðÿëè â ìèíóòàõ áîëü-
øîé äèàìåòð íàèáîëåå ÿðêèõ ãàëàêòèê. Êàæäûé èçìåðèë
äèàìåòðû 18 ãàëàêòèê. Ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïðèâåäåíû
â òàáëèöå.

Íîìåð Àñòðîíîì Íîìåð Àñòðîíîì

ãàëàêòèêè A B ãàëàêòèêè A B

224 2,3 2,4 441 1,1 1,1
272 1,5 1,5 557 5,5 5,6
313 1,5 1,3 563 2,0 2,1
354 4,5 4,1 773 1,7 1,7
377 3,5 4,5 604 1,9 2,2
391 1,5 1,3 638 1,4 1,3
407 1,0 1,2 796 2,3 2,8
427 3,0 2,0 805 2,3 2,6
436 1,2 1,1 808 0,8 1,0

Óêàçûâàþò ëè ýòè äàííûå íà ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå
ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé?

19.12. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè ê èñòèðàíèþ
ýïîêñèäíîé ïëàñòìàññû ñ ðàçíûìè íàïîëíèòåëÿìè èçãî-
òîâèëè äâå ïàðòèè ïëèòîê ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê íàïîë-
íèòåëÿ æåëåçíûõ è ìåäíûõ îïèëîê. Èçãîòîâèëè ïî 27 îá-
ðàçöîâ ïëèòîê ñ êàæäûì íàïîëíèòåëåì. Çàòåì êàæäóþ
ïëèòêó ïðèâîäèëè â âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå
ïî àáðàçèâíîìó ìàòåðèàëó (âûïîëíÿÿ ïðè ýòîì 10 000
öèêëîâ äëÿ êàæäîé ïëèòêè). Èçìåðÿëè ðàçíèöó â òîë-
ùèíå ïëèòîê â äþéìàõ (1 äþéì = 0,0254 ì.) äî è ïîñëå
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èñïûòàíèé; òî÷íîñòü èçìåðåíèé ñîñòàâëÿëà 10−4 äþéìà.
Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

Æåëåçíûå îïèëêè: 3,6; 1,6; 2,3; 3,8; 1,0; 2,5; 2,9; 1,6;
2,4; 2,1; 1,1; 1,7; 2,6; 1,1; 1,0; 1,6; 0,9; 1,4; 2,3; 1,1; 1,8; 2,6;
1,2; 2,0; 2,1; 0,7; 2,4.

Ìåäíûå îïèëêè: 2,8; 1,5; 2,4; 2,6; 1,1; 2,1; 1,9; 1,4; 2,0;
2,1; 1,0; 1,5; 1,0; 1,6; 1,5; 1,2; 1,7; 2,6; 1,3; 2,6; 2,9; 1,5; 3,3;
2,8; 1,2; 2,7; 1,8.

Óêàçûâàþò ëè ýòè äàííûå íà ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå
óñòîé÷èâîñòè ê èñòèðàíèþ îáðàçöîâ ýïîêñèäíûõ ïëàñò-
ìàññ, èçãîòîâëåííûõ ñ ðàçíûìè íàïîëíèòåëÿìè?

19.13 (ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ). Ýêñïå-
ðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîäáðàñûâàíèè ìî-
íåòû 2n = 40 ðàç è ðåãèñòðàöèè ìîìåíòà (íîìåðà èñ-
ïûòàíèÿ), êîãäà â ïîñëåäíèé ðàç êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ
�ãåðáîâ� è �ðåøåòîê� áûëî îäèíàêîâî. Áóäåì ãîâîðèòü:
íàáëþäàåòñÿ ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ êîëè÷åñòâà
�ãåðáîâ� è �ðåøåòîê�. Â ýêñïåðèìåíòå ýòèìè ìîìåíòàìè
ìîãóò áûòü 0, 2, 4, . . . , 40.

Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà ïîñëåäíåãî óðàâ-
íèâàíèÿ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà: ìîìåíò 2k ïîñëåäíåãî óðàâ-
íèâàíèÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà; ïîäðîáíåå � ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà 2k/2n = k/n èìååò ðàñïðåäåëåíèå àðê-
ñèíóñà, ò. å. åå ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

A(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

2
π arcsin

√
x, åñëè 0 < x ≤ 1;

1, åñëè x > 1.

Ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò ïÿòü ðàç, ôèêñèðóÿ ìîìåíò ïî-
ñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ êîëè÷åñòâà �ãåðáîâ� è �ðåøåòîê�.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñ÷èòàòü,
÷òî ìîìåíò ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå
àðêñèíóñà?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç. Âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Ýêñïåðèìåíò óäîáíî ïðîâîäèòü òàê.
Ïîäáðàñûâàåì ìîíåòó è âûïàäåíèå �ãåðáà� îáîçíà÷àåì
÷åðåç +1, à �ðåøåòêè� ÷åðåç −1. Ïîñëå 40 ïîäáðàñûâà-
íèé ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îáðàçîâàííóþ èç ÷è-
ñåë +1 è −1. Ïîñëåäîâàòåëüíî ñêëàäûâàÿ ÷ëåíû ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî, çàôèêñèðóåì ìîìåíò,
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êîãäà ñóììà áóäåò ðàâíà íóëþ � ýòî áóäåò ìîìåíò âòîðî-
ãî óðàâíèâàíèÿ (ìîìåíò ïåðâîãî óðàâíèâàíèÿ ðàâåí íó-
ëþ); è òàê ïðîäîëæàåì, ïîêà íå íàéäåì çíà÷åíèå ìîìåíòà
ïîñëåäíåãî óðàâíèâàíèÿ (ñì. òàêæå çàäà÷ó 19.22).

Ç àì å ÷ à í è å 2. Íèæå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèè ðàñïðåäåëåíèÿ àðêñèíóñà A(x) â òî÷êàõ 0,05 · i, i =
= 0, 1, 2, . . . , 10:

x A(x) x A(x)

0,00 0,000 0,30 0,369
0,05 0,144 0,35 0,403
0,10 0,205 0,40 0,436
0,15 0,253 0,45 0,468
0,20 0,295 0,50 0,500
0,25 0,333

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé A(x), åñëè 0,5 < x < 1,0,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì

A(x) = 1−A(1− x).

19.14. Ïðè èñïûòàíèè íà óñòîé÷èâîñòü ê èñòèðàíèþ
ëþìèíåñöåíòíîé êðàñêè òèïîâ A-102 è A-108 èçìåðÿëè
ïîòåðþ ìàññû (â ãðàììàõ) ÷åðåç îïðåäåëåííûé èíòåðâàë
âðåìåíè, ïðè÷åì èçâåñòíî, ÷òî óñòîé÷èâîñòü ê èñòèðà-
íèþ êðàñêè A-108 íå ìåíüøå, ÷åì êðàñêè A-102. Êðàñêó
êàæäîãî èç äâóõ òèïîâ íàíîñèëè íà âîñåìü ïàíåëåé. Ïî-
ëó÷èëè òàêèå ðåçóëüòàòû:

Ïîòåðÿ ìàññû Ïîòåðÿ ìàññû

A-102 A-108 A-102 A-108

17 19 33 35
10 17 20 25
19 16 22 23
17 12 28 21

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ óòâåðæäàòü, ÷òî
êðàñêè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ ïî óñòîé÷èâîñòè ê èñ-
òèðàíèþ?

19.15. Èç áîëüøîé ãðóïïû ðàáî÷èõ, êîòîðûå ðàáîòà-
þò íà ñáîðî÷íîì êîíâåéåðå, íàóäà÷ó âûáèðàþò äâóõ è
íåñêîëüêî ðàç õðîíîìåòðèðóþò ïðîäîëæèòåëüíîñòü ñáîð-
êè èìè îïðåäåëåííîãî èçäåëèÿ (â ìèíóòàõ). Ïîëó÷èëè òà-
êèå ðåçóëüòàòû.
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Ïåðâûé ðàáî÷èé: 19,4; 21,1; 16,2; 21,2; 21,6; 17,8; 19,6.
Âòîðîé ðàáî÷èé: 19,9; 15,7; 15,2; 19,8; 18,9; 16,1; 16,2;

18,5; 17,3; 20,4.
Ñóùåñòâåííî ëè ðàçëè÷àåòñÿ âðåìÿ ñáîðêè èçäåëèÿ

ýòèìè ðàáî÷èìè?
19.16 (ïîêàçàíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ ÷àñîâ). Ìåõàíè-

÷åñêèå ÷àñû, âûñòàâëåííûå â âèòðèíàõ ÷àñîâûõ ìàãàçè-
íîâ, ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ îñòàíàâëèâàþòñÿ. Ìîìåíò îñ-
òàíîâêè ÷àñîâ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Åñòåñòâåííî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåð-
íî íà ïðîìåæóòêå [0;12]. Íàáëþäåíèÿ 20 ÷àñîâ äàëè ñëå-
äóþùóþ âûáîðêó:
10 ÷àñ 57 ìèí, 3 ÷àñ 28 ìèí, 5 ÷àñ 18 ìèí, 1 ÷àñ 32 ìèí,
3 ÷àñ 21 ìèí, 4 ÷àñ 13 ìèí, 4 ÷àñ 06 ìèí, 10 ÷àñ 10 ìèí,
6 ÷àñ 48 ìèí, 2 ÷àñ 51 ìèí, 0 ÷àñ 44 ìèí, 3 ÷àñ 57 ìèí,
4 ÷àñ 16 ìèí, 4 ÷àñ 58 ìèí, 7 ÷àñ 47 ìèí, 11 ÷àñ 04 ìèí,
7 ÷àñ 54 ìèí, 10 ÷àñ 30 ìèí, 11 ÷àñ 06 ìèí, 11 ÷àñ 52 ìèí.

Ñîãëàñóåòñÿ ëè ñ ýòèìè äàííûìè ãèïîòåçà î ðàâíî-
ìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè íà ïðîìåæóòêå [0;12] ïîêàçàíèé
÷àñîâ?

19.17 (àíêåòèðîâàíèå �Ïðåïîäàâàòåëü ãëàçàìè
ñòóäåíòîâ� � ýôôåêò ýêçàìåíà).Àíêåòèðîâàíèå �Ïðå-
ïîäàâàòåëü ãëàçàìè ñòóäåíòîâ� äîëæíî ïðîâîäèòüñÿ ïî-
ñëå ýêçàìåíà, íî â ãðóïïàõ ÏÌ-85-1, ÏÌ-85-2, ÏÌ-85-3,
ÏÌ-85-4 åãî îøèáî÷íî ïðîâåëè äî ýêçàìåíà (ðåçóëüòàòû
àíêåòèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû â ñòîëáöå 5 òàáë. 19.4.1). Ïî-
òîì àíêåòèðîâàíèå ïðîâåëè è ïîñëå ýêçàìåíà (ðåçóëüòàòû
ïðèâåäåíû â ñòîëáöå 6 òàáë. 19.4.1). Ýòà îøèáêà äàëà âîç-
ìîæíîñòü ãîâîðèòü î ñóùåñòâîâàíèè ýôôåêòà ýêçàìåíà
(à ìîæåò, ýòî ýôôåêò åùå êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî ôàêòî-
ðà?), à èìåííî, âëèÿåò ëè íà îöåíèâàíèå ïðåïîäàâàòåëÿ
ñòóäåíòàìè ïðîâåäåíèå ýêçàìåíà? Â ñâÿçè ñ ýòîé ãèïîòå-
çîé âûÿñíèòü, ñîãëàñóåòñÿ ëè îíà ñ äàííûìè àíêåòèðî-
âàíèÿ. Ðå÷ü èäåò îá ýêçàìåíå ïî ãîäîâîìó êóðñó �Òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà� (ðåçóëüòàòû
ýêçàìåíà ïðèâåäåíû â òàáë. 19.4.2).

Ñôîðìóëèðîâàòü çàäà÷ó î íàëè÷èè ýôôåêòà ýêçàìåíà
ïðè îöåíèâàíèè ïðåïîäàâàòåëÿ êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç è ðåøèòü åå (ïîäðîáíåå ñì. çàäà÷ó
19.1).
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Ïðèì å ÷ à í è å. Ýôôåêò ýêçàìåíà îêàçàëñÿ äîâîëü-
íî íåîæèäàííûì: íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ òðåáîâàòåëüíîñòü
ïðåïîäàâàòåëÿ (ñì. òàáë. 19.4.2, à òàêæå ñòðîêó �Òðåáî-
âàòåëüíîñòü� â òàáë. 19.4.1), äàííûå àíêåòèðîâàíèÿ ïîñëå
ýêçàìåíà çàìåòíî âûøå, ÷åì äî ýêçàìåíà (ñì. ñòîëáöû 5
è 6 òàáë. 19.4.1).

19.18. Ñðåäíèé îáúåì ñòîêà âîäû â ðåêå (â êóáè÷å-
ñêèõ ôóòàõ çà ñåêóíäó, 1 ôóò = 0,3048 ì) ôèêñèðóåòñÿ
åæåìåñÿ÷íî â òå÷åíèå äâóõ ëåò (îáîçíà÷èì èõ I è II).
Ñðàâíèâàÿ ñòîê çà ñîîòâåòñòâóþùèå ìåñÿöû (ñòîê ïîä-
÷èíÿåòñÿ ãîäîâûì öèêëàì), ñäåëàòü âûâîä îòíîñèòåëüíî
îòñóòñòâèÿ (èëè íàëè÷èÿ) èçìåíåíèé îáúåìà ñòîêà âîäû
â ðàçíûå ãîäû.

Ãîä Ãîä

Ìåñÿö I II Ìåñÿö I II

ßíâàðü 14,1 14,2 Èþëü 92,8 88,1
Ôåâðàëü 12,2 10,5 Àâãóñò 74,4 80,0
Ìàðò 104,0 123,0 Ñåíòÿáðü 75,4 75,6
Àïðåëü 220,0 190,0 Îêòÿáðü 51,7 48,8
Ìàé 110,0 138,0 Íîÿáðü 29,3 27,1
Èþíü 86,0 98,1 Äåêàáðü 16,0 15,7

Ïðîâåðèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó îá îòñóòñòâèè ñèñòåìà-
òè÷åñêèõ èçìåíåíèé îáúåìà ñòîêà çà óêàçàííûå ãîäû.

19.19. Ïîëó÷èëè 10 ÷èñåë ñïîñîáîì, îïèñàííûì â çà-
äà÷å 15.37. Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îá-
ðàçîì 10 ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ ðåàëèçàöèåé âûáîðêè èç ðàâíî-
ìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç, âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà.

19.20. Ðåãèñòðèðîâàëèñü èíòåðâàëû áåçîòêàçíîé ðà-
áîòû (â ÷àñàõ) êîíäèöèîíåðîâ íà äâóõ ñàìîëåòàõ �Áîèíã-
720�. Ïîëó÷åíû òàêèå ðåçóëüòàòû.

Ñàìîëåò I: 74, 57, 48, 29, 502, 12, 70, 21, 386, 59, 22,
153, 26, 326.

Ñàìîëåò II: 55, 320, 56, 104, 220, 239, 47, 246, 176, 182,
33, 15, 104, 35.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïðèâåäåííûõ äàííûõ ñäåëàòü
âûâîä, ÷òî âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíäèöèîíåðîâ íà
ýòèõ ñàìîëåòàõ îäèíàêîâî èëè äàííûå ñâèäåòåëüñòâóþò
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î íàëè÷èè ñóùåñòâåííîé ðàçíèöû â äëèòåëüíîñòè áåçîò-
êàçíîé ðàáîòû êîíäèöèîíåðîâ?

19.21. Äëÿ èçãîòîâëåíèÿ êîðäà ñ îäèíàêîâûìè íîìè-
íàëüíûìè äàííûìè äâà çàâîäà (A è B) èñïîëüçóþò ðàç-
íûå ïðîèçâîäñòâåííûå ïðîöåññû. Ïðîâåäåíî ïî 20 èñïû-
òàíèé ïðîäóêöèè êàæäîãî çàâîäà íà ðàçðûâ. Êàòóøêó
êîðäà äëÿ èñïûòàíèé è ìåñòî ðàçðûâà íà íåé âûáèðàëè
íàóäà÷ó.

Ïðèâåäåííûå äàííûå ÿâëÿþòñÿ îòêëîíåíèÿìè ïðî÷-
íîñòè îò 21,5 ôóíòà (1 ôóíò = 453,6 ã). Åäèíèöà èçìåðå-
íèÿ ñîñòàâëÿåò 0,1 ôóíòà.

ÇàâîäA:−1; −5; 1; 10; 2; −3; 6; 10; −1; 4; −8; −1;
−10; −9; −2; −2; −8; 1; 2; 5.

Çàâîä B: 10; 8; 9; 12; 0; 8; 5; 9; −1; −1; 7; 16; −5;
1; 10; 9; −5; 6; 6; 15.

Ñóùåñòâåííî ëè îòëè÷àåòñÿ êîðä, èçãîòîâëåííûé íà
çàâîäàõ A è B?

19.22 (âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà �ïîëîæèòåëüíîé�
ñòîðîíå). Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîä-
áðàñûâàíèè ìîíåòû 2n = 40 ðàç (îäíî ïîäáðàñûâàíèå çà
åäèíèöó âðåìåíè). Ïîÿâëåíèå �ãåðáà� áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç +1, à ïîÿâëåíèå �ðåøåòêè� � ÷åðåç −1. Òàêèì îá-
ðàçîì, íà k-ì øàãå, k = 1, 2, . . . 2n, èìååì ñèìâîë εk,
ðàâíûé +1 èëè −1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêîé ñòîðî-
íîé ëåãëà ìîíåòà. Ïóñòü

sk = ε1 + ε2 + . . .+ εk, s0 = 0, k = 1, 2, . . . , 2n,

ãäå sk � ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì �ïëþñîâ� è �ìè-
íóñîâ� (ìåæäó êîëè÷åñòâîì �ãåðáîâ� è �ðåøåòîê�). Åñëè
âîñïîëüçîâàòüñÿ ãåîìåòðè÷åñêîé òåðìèíîëîãèåé è ñèñòå-
ìîé êîîðäèíàò (t, x), òî ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå ëîìàíîé ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (k, sk),
k = 1, 2, . . . , 2n (ðèñ. 19.4.1).

Âû÷èñëèì âðåìÿ, êîãäà ìîíåòà íàõîäèëàñü íà �ïîëî-
æèòåëüíîé� ñòîðîíå, ò. å. êîãäà ðàçíîñòü ìåæäó êîëè÷å-
ñòâîì �ãåðáîâ� è �ðåøåòîê� áûëà ïîëîæèòåëüíîé. Íàïðè-
ìåð, åñëè â ðåçóëüòàòå ïåðâûõ 10 ïîäáðàñûâàíèé ìîíåòû
ïîëó÷åíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü +1,+1,−1,−1,−1,−1,−1,
+1,+1,−1 (ñì. òàêæå ðèñ. 19.4.1), òî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ
ìîíåòû íà �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå ñîñòàâëÿåò 4 åäèíè-
öû.
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Îòíîñèòåëüíî âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ íà �ïîëîæèòåëü-
íîé� ñòîðîíå âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà: âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ íà
�ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå èìååò ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíó-
ñà. Ïîäðîáíåå, ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà (ñì. çàäà÷ó 19.3)
èìååò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà 2k/2n = k/n, ãäå ÷åðåç 2k îáî-
çíà÷åíî êîëè÷åñòâî åäèíèö âðåìåíè (èç 2n åäèíèö), êîãäà
ìîíåòà ïðåáûâàëà íà �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå.

x

t2n0

4 7 10

Ðèñ. 19.4.1: Ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà � ëîìàíàÿ ñ
âåðøèíàìè â òî÷êàõ (k, sk), k = 0, 1, . . . , 2n

Ïðîâåñòè ýêñïåðèìåíò ïÿòü ðàç, ôèêñèðóÿ âðåìÿ ïðå-
áûâàíèÿ ìîíåòû íà �ïîëîæèòåëüíîé� ñòîðîíå.

Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííûõ äàííûõ çàêëþ-
÷èòü, ÷òî âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ ìîíåòû íà �ïîëîæèòåëüíîé�
ñòîðîíå èìååò ðàñïðåäåëåíèå àðêñèíóñà?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç, âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà è çàìå-
÷àíèåì 1 ê çàäà÷å 19.13.

19.23. ×åòíîå ÷èñëî ìûøåé ðàññàäèëè íàóäà÷ó ïî îä-
íîé â êëåòêó. Çàòåì êëåòêè ñíîâà-òàêè íàóäà÷ó îáúåäèíè-
ëè â äâå îäèíàêîâûå ïî êîëè÷åñòâó ìûøåé ãðóïïû. Ìû-
øè ïåðâîé ãðóïïû (A) ïðåäíàçíà÷àëèñü äëÿ êîíòðîëÿ,
à âòîðîé � ïîäîïûòíîé (B) ïîäâåðãàëèñü äåéñòâèþ îïðå-
äåëåííîãî ïðåïàðàòà. Ïîñëå ýòîãî âñå ìûøè â ñëó÷àéíîì
ïîðÿäêå èíôèöèðîâàëèñü òóáåðêóëåçîì.

Çàìåòèì, ÷òî ýêñïåðèìåíòàòîðû, êàê ïðàâèëî, èíôè-
öèðóþò ñíà÷àëà ìûøåé êîíòðîëüíîé ãðóïïû, à çàòåì �
ïîäîïûòíîé, ÷òî àáñîëþòíî íåâåðíî.
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Äíè ãèáåëè ìûøåé ïîñëå èíôèöèðîâàíèÿ ïðèâåäåíû
â òàáëèöå (äàííûå îá îäíîé èç ìûøåé áûëè óòåðÿíû).

Ãðóïïà A: 5, 6, 6, 7, 8, 9, 11, 12.
Ãðóïïà B: 7, 7, 8, 8, 9, 10, 13, 14, 15.
Â ïðåäûäóùèõ ýêñïåðèìåíòàõ óñòàíîâëåíî, ÷òî èñ-

ïîëüçóåìûé ïðåïàðàò íåòîêñè÷íûé. Ïîýòîìó ìîæíî ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî ìûøè â ïîäîïûòíîé ãðóïïå ãèáíóò íå áûñò-
ðåå, ÷åì â êîíòðîëüíîé ãðóïïå.

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î íàëè÷èè
ýôôåêòà ïðåïàðàòà?

Óê à ç à í è å. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçóH0: ïðåïàðàò íå âëè-
ÿåò íà òå÷åíèå òóáåðêóëåçà. Âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì
Âèëêîêñîíà.

19.24. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè äâóõ ìåòîäîâ
ïðåïîäàâàíèÿ ìàòåìàòèêè ñôîðìèðîâàëè äâå ãðóïïû ó÷å-
íèêîâ (A è B) îäíîãî óðîâíÿ ïîäãîòîâêè, â êàæäîé èç êî-
òîðûõ ìàòåìàòèêó èçó÷àëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîåãî ìå-
òîäà. Ïîñëå îêîí÷àíèÿ ó÷åáíîãî ãîäà êàæäîìó ó÷åíèêó
áûë ïðåäëîæåí òåñò. Ðåçóëüòàòû òåñòà (â áàëëàõ) îêàçà-
ëèñü òàêèìè.

Ãðóïïà A: 94, 92, 90, 86, 86, 84, 82, 90.
Ãðóïïà B: 90, 86, 84, 82, 80, 82, 78.
Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ýòèõ äàííûõ ñäåëàòü âûâîä,

÷òî îöåíêè, ïîëó÷åííûå â ãðóïïàõ A è B, ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ?

19.25. Ïðîâåñòè ñåðèþ èç 10 ýêñïåðèìåíòîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ ñîñòîèò â ïîäáðàñûâàíèè 16 ìîíåò è ðåãèñòðà-
öèè êîëè÷åñòâà si âûïàâøèõ �ãåðáîâ� (i � íîìåð ýêñïåðè-
ìåíòà, i = 1, 2, . . . , 10). Ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
÷èñåë

ξi =
si − 8

2
, i = 1, 2, . . . , 10.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ξ1, ξ2, . . . , ξ10 ÿâëÿåòñÿ âûáîð-
êîé èç ñòàíäàðòíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ?

Èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé âûäâèíóòà ñôîðìóëèðîâàííàÿ
ãèïîòåçà?

Ïðèì å ÷ à í è å. Ýêñïåðèìåíò, ñîñòîÿùèé â ïîäáðàñû-
âàíèè 16 ìîíåò, óäîáíî ïðîâåñòè, íàïðèìåð, òàê: ïîìå-
ñòèòü â êîðîáêó âñå 16 ìîíåò, à ïîòîì, õîðîøî âñòðÿõíóâ
åå íåñêîëüêî ðàç, ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî âûïàâøèõ �ãåð-
áîâ�.
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19.26. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îáúåìîâ áóëîê
(â ìèëëèëèòðàõ), âûïå÷åííûõ èç 100-ãðàììîâûõ ïîðöèé
òåñòà, èçãîòîâëåííîãî èç 12 ðàçíûõ ñîðòîâ ìóêè, ñîäåð-
æàùåé 1 è 2 ìã áðîìèñòîãî êàëèÿ (KBr).

Ñîðò Îáúåì áóëêè, ìë Ñîðò Îáúåì áóëêè, ìë
ìóêè KBr 1 ìã KBr 2 ìã ìóêè KBr 1 ìã KBr 2 ìã
1 1075 1055 7 900 905
2 980 955 8 860 870
3 850 820 9 940 1000
4 815 765 10 1000 1015
5 1040 1065 11 935 965
6 960 985 12 835 870

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î âëèÿíèè
ñîäåðæàíèÿ áðîìèñòîãî êàëèÿ íà îáúåì áóëîê?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç.

19.27. Ïðèáîðû òèïîâ A è B äëÿ èçìåðåíèÿ êîëè÷å-
ñòâà îñàäêîâ ðàçìåùåíû íàóäà÷ó íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå.
Çà îïðåäåëåííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè íàä êîíòðîëèðó-
åìîé îáëàñòüþ ïðîíåñëîñü 14 óðàãàíîâ. Ñðåäíåå êîëè÷å-
ñòâî îñàäêîâ, èçìåðåííîå ñ ïîìîùüþ ïðèáîðîâ A è B,
ïðèâåäåíî â òàáëèöå.

Ïðèáîð òèïà Ïðèáîð òèïà

Óðàãàí A B Óðàãàí A B

1 1,38 1,42 8 2,63 2,69
2 9,69 10,37 9 2,44 2,68
3 0,39 0,36 10 0,56 0,53
4 1,42 1,46 11 0,69 0,72
5 0,54 0,55 12 0,72 0,72
6 6,94 6,15 13 0,95 0,93
7 0,59 0,61 14 0,50 0,53

Ìîæíî ëè çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðèáîðû A è B äàþò îäè-
íàêîâûå ðåçóëüòàòû?

19.28. Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîäáðà-
ñûâàíèè èãðàëüíîé êîñòè ïÿòü ðàç è âû÷èñëåíèè ñóììû
âûïàâøèõ î÷êîâ. Äëÿ i-ãî ýêñïåðèìåíòà îáîçíà÷èì ýòó
ñóììó ÷åðåç si. Ïðîâåäåì ýêñïåðèìåíò 16 ðàç è ðàññìîò-
ðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ξi =
si − 17,5

3,82
, i = 1, 2, . . . , 16.
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Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ξ1,
ξ2, . . . , ξ16 ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ, ñî ñðåäíèì a = 0 è äèñïåðñèåé σ2 = 1?
Èç êàêèõ ñîîáðàæåíèé îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ âûäâèíóòà èìåííî ýòà ãèïîòåçà?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà.

19.29 (êàòàñòðîôû íà óãîëüíûõ øàõòàõ). Â òàá-
ëèöàõ ïðèâåäåíû èíòåðâàëû â äíÿõ ìåæäó êàòàñòðîôàìè
(êàòàñòðîôà âëå÷åò ñìåðòü 10 è áîëåå ÷åëîâåê) íà óãîëü-
íûõ øàõòàõ Âåëèêîáðèòàíèè ñ 1875 ïî 1951 ã. (äàííûå
Â. Ìåãüþ, Ê. Ïèðñîíà, À. Âèííà, èõ ñëåäóåò ÷èòàòü ïî
ñòðîêàì).

Èíòåðâàëû ìåæäó êàòàñòðîôàìè ñ 1875 ïî 1900 ã.

378 36 15 31 215 11 137 4
15 72 96 124 50 120 203 176
55 93 59 315 59 61 1 13
189 345 20 81 286 114 108 188
233 28 22 61 78 99 326 275
54 217 113 32 23 151 361 312
354 58 275 78 17 1205 644

Èíòåðâàëû ìåæäó êàòàñòðîôàìè ñ 1901 ïî 1951 ã.

467 871 48 123 457 498 49 131
182 255 195 224 566 390 72 228
271 208 517 1613 54 326 1312 348
745 217 120 275 20 66 291 4
369 338 336 19 329 330 312 171
145 75 364 37 19 156 47 129
1630 29 217 7 18 1357

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î íàëè÷èè ñóùåñòâåí-
íûõ îòëè÷èé ìåæäó èíòåðâàëàìè âðåìåíè îò êàòàñòðî-
ôû ê êàòàñòðîôå çà ïåðèîä ñ 1875 ïî 1900 ã. è ñ 1901 ïî
1951 ã.?

19.30.Èññëåäîâàëàñü äëèòåëüíîñòü ýêñïëóàòàöèè àâè-
àöèîííûõ ïíåâìàòè÷åñêèõ øèí ìàðîê U è V íà ñàìîëå-
òàõ, áàçèðóþùèõñÿ íà àâèàíîñöàõ. Äëÿ èñïûòàíèé îòî-
áðàëè 10 ñàìîëåòîâ. Ïðèâåäåííûå â òàáëèöå äàííûå �
êîëè÷åñòâî ïîñàäîê äî ðàçðóøåíèÿ øèí.

Ìîæíî ëè ïî ðåçóëüòàòàì ýòèõ èñïûòàíèé ñäåëàòü âû-
âîä î íàëè÷èè îòëè÷èé â äëèòåëüíîñòè ýêñïëóàòàöèè øèí
ìàðîê U è V ?
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Ñàìî- Êîëè÷åñòâî ïîñàäîê Ñàìî- Êîëè÷åñòâî ïîñàäîê

ëåò Ìàðêà U Ìàðêà V ëåò Ìàðêà U Ìàðêà V

1 5 5 6 7 24
2 55 14 7 14 38
3 5 24 8 32 41
4 32 27 9 10 32
5 56 24 10 8 24

19.31 (àâòîìîáèëüíûå íîìåðà). Âûïèøèòå öèô-
ðîâûå ÷àñòè íîìåðîâ 20 àâòîìîáèëåé, ïðîåçæàþùèõ ìè-
ìî (íîìåð ñîäåðæèò ïÿòü öèôð). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ai, bi,
ci, di, ei öèôðû, âñòðåòèâøèåñÿ â íîìåðå, åñëè åãî ÷èòàòü
ñëåâà íàïðàâî.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë

ζi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di + 10−5ei,

ãäå i = 1, 2, . . . , 20.
Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ζi, i =

= 1, 2, . . . , 20, ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé âûáîðêè èç ðàâíî-
ìåðíîãî íà ïðîìåæóòêå [0;1] ðàñïðåäåëåíèÿ?

Ç àì å ÷ à í è å. Åñëè íîìåð àâòîìîáèëÿ ñîäåðæèò ÷å-
òûðå öèôðû, òî ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ζi = 10−1ai + 10−2bi + 10−3ci + 10−4di,

ãäå i = 1, 2, . . . , 20.
19.32 (ýëåêòðîøîê è àêêîìîäàöèÿ). Ïðè ïîñëå-

äîâàòåëüíîì ÷òåíèè âñëóõ ëþäüìè, ñòðàäàþùèìè çàèêà-
íèåì, îäíîãî è òîãî æå òåêñòà íåñêîëüêî ðàç ïîäðÿä ÷èñ-
ëî çàèêàíèé èìååò òåíäåíöèþ ê óìåíüøåíèþ. Ýëåêòðî-
øîê êàê ìåòîä áîðüáû ñ çàèêàíèåì ïðåòåíäóåò íà óñêîðå-
íèå ýòîãî ïðîöåññà (àêêîìîäàöèþ). Öåëü îïèñàííîãî íè-
æå ýêñïåðèìåíòà � îòâåòèòü íà âîïðîñ: òàê ëè ýòî?

Âîñåìíàäöàòü ÷åëîâåê ñòóäåí÷åñêîãî âîçðàñòà, ñòðà-
äàþùèõ çàèêàíèåì, ñîãëàñèëèñü ó÷àñòâîâàòü â ýêñïåðè-
ìåíòå � ÷èòàëè âñëóõ ôðàãìåíò òåêñòà ïîñëåäîâàòåëüíî
ïî ïÿòü ðàç (áåç äåéñòâèÿ ýëåêòðîøîêà). Ïîòîì îíè ÷è-
òàëè âñëóõ ïÿòü ðàç äðóãîé ôðàãìåíò òåêñòà è â ìîìåíò
çàèêàíèÿ ïîäâåðãàëèñü âîçäåéñòâèþ ýëåêòðîøîêà.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå ïî ñïåöèàëüíîé ìå-
òîäèêå îöåíêè àêêîìîäàöèè â áàëëàõ. Âûñîêèé áàëë ñîîò-
âåòñòâóåò ëó÷øåé àêêîìîäàöèè. (Äàííûå èç ðàáîòû: Daly
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D. A. and Cooper E. B. Rate of stuttering adaptation under
condition// Behav. Res. Theory. 1967. Vol. 5. P. 49�54.)

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ýòè äàííûå î òîì, ÷òî øîê â ìî-
ìåíò çàèêàíèÿ âëèÿåò íà àêêîìîäàöèþ?

Íîìåð Áàëëû Íîìåð Áàëëû

ó÷àñò- Áåç Ñ øî- ó÷àñò- Áåç Ñ øî-
íèêà øîêà êîì íèêà øîêà êîì

1 57 51 10 50 50
2 59 56 11 44 56
3 41 44 12 50 46
4 51 44 13 70 74
5 43 50 14 42 57
6 49 54 15 68 74
7 48 50 16 54 48
8 56 40 17 38 48
9 44 50 18 48 44

19.33. Òîêñè÷íîñòü äâóõ ïðåïàðàòîâ (A è B) ñðàâíè-
âàëè íà äâóõ ãðóïïàõ ìûøåé (ïî 50 â êàæäîé). Ìûøàì
ïåðâîé ãðóïïû ââåëè ïðåïàðàò A, à âòîðîé � òàêóþ æå
äîçó ïðåïàðàòà B. Êîëè÷åñòâî ìûøåé, êîòîðûå îñòàëèñü
æèâûìè â êàæäîé ãðóïïå ÷åðåç îïðåäåëåííîå âðåìÿ T
(â ÷àñàõ) ïîñëå ââåäåíèÿ ïðåïàðàòîâ, ïðèâåäåíî â òàáëè-
öå.

Êîëè÷åñòâî æèâûõ ìûøåé

Âðåìÿ T Ïîñëå äåéñòâèÿ A Ïîñëå äåéñòâèÿ B

1 29 35
3 21 23
8 16 16
16 12 13
24 10 10
48 9 8
72 7 8
96 6 7

Ñâèäåòåëüñòâóþò ëè ïðèâåäåííûå äàííûå î ðàçëè÷-
íîé òîêñè÷íîñòè ïðåïàðàòîâ A è B?

19.34. Øåéêè ðàáî÷åé ÷àñòè ñâåðë îáðàáàòûâàþòñÿ
íà øëèôîâàëüíîì ñòàíêå. Íîìèíàëüíûé äèàìåòð øåéêè
ñîñòàâëÿåò 9,8 ìì ñ òåõíè÷åñêèì äîïóñêîì 0,04 ìì.

Áûëè èçìåðåíû äèàìåòðû ðàáî÷åé ÷àñòè øåéêè 16
ñâåðë. Èõ çíà÷åíèÿ (â ìèëëèìåòðàõ) îêàçàëèñü òàêèìè:
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9,76; 9,78; 9,81; 9,77; 9,75; 9,78; 9,75; 9,77; 9,74; 9,78; 9,77;
9,83; 9,78; 9,81; 9,79; 9,80.

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî íîìèíàëüíûé äèàìåòð øåéêè
ðàâåí 9,8 ìì ñ òåõíè÷åñêèì äîïóñêîì 0,04 ìì ïðè íîðìå
îòõîäà 5%, ò. å. íå âûõîäèò çà ïðåäåëû 9,76�9,84 ìì ñ
âåðîÿòíîñòüþ 0,95?

Óê à ç à í è å 1. Ñôîðìóëèðîâàòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó
êàê çàäà÷ó ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç è âîñïîëü-
çîâàòüñÿ êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà.

Óê à ç à í è å 2. Ðåøèòü çàäà÷ó â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ÿâëÿþòñÿ âûáîðêîé èç íîðìàëüíî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. òàêæå ðåøåíèå ê çàäà÷å 19.7).

19.35 (ìàíòèññû ëîãàðèôìîâ ÷èñåë n!). Â òàáëè-
öå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ äåñÿòè÷íûõ ëîãàðèôìîâ ÷èñåë n!

n n! lgn!
1 1 0,000000
2 2 0,301030
3 6 0,778151
4 24 1,380211
5 120 2,079181
6 720 2,857332
7 5040 3,702431
8 40320 4,605521
9 362880 5,559763
10 3628800 6,559763
11 39916800 7,601156
12 47900160 ·10 8,680337
13 62270208 ·102 9,794280
14 87178291 ·103 10,940408
15 13076744 ·105 12,116499
16 20922790 ·106 13,320619

Ìîæíî ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìàíòèññû ëîãàðèôìîâ ÷èñåë
n! ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà ïðîìåæóòêå [0; 1]?

Îòâåò äàòü â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãè-
ïîòåç, âîñïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Êîëìîãîðîâà.

19.36. Íèæå ïðèâåäåíû äàííûå î ïîðèñòîñòè êîíäåí-
ñàòîðíîé áóìàãè äâóõ ïàðòèé (èç êàæäîé ïàðòèè ðóëîíû,
ïîðèñòîñòü áóìàãè â êîòîðûõ èçìåðÿëàñü, áðàëè íàóäà-
÷ó).
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Ïàðòèÿ I : 1,5; 1,5; 2,7; 3,0; 1,6; 1,9; 2,4; 1,6; 1,7; 2,0.
Ïàðòèÿ II : 1,9; 2,3; 1,8; 1,9; 1,5; 2,4; 2,9; 3,5; 4,7.
Ìîæíî ëè ïî ýòèì äàííûì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïîðè-

ñòîñòü êîíäåíñàòîðíîé áóìàãè â ïàðòèÿõ I è II ðàçëè÷íà?
19.37. Ñ ïîìîùüþ òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë (ñì. òàáë.

22.10.1) ïîëó÷èòü âûáîðêó îáúåìîì 16 èç íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì a = 1 è äèñïåðñèåé σ2 = 0,01.

Ïðîâåðèòü, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì Êîëìîãîðî-
âà, äåéñòâèòåëüíî ëè ïîëó÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷è-
ñåë ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé âûáîðêè èç óêàçàííîãî íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.



Ãëàâà 20

Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

20.1 Íîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëå-
äóþùàÿ çàäà÷à.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû y è x ñâÿçàíû ôóíêöè-
îíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

y = a+ bx,

íî êîýôôèöèåíòû (ïàðàìåòðû) a è b íåèçâåñòíû. (Çàâè-
ñèìîñòü ìåæäó y è x ìîæåò áûòü è áîëåå ñëîæíåå, íàïðè-
ìåð, îíà ìîæåò áûòü òàêîé: y = a0 +a1x+a2x

2 èëè òàêîé:
y = a cosx+ b sinx+ cx, y ìîæåò çàâèñåòü îò íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ: y = b0 + b1x1 + b2x2 + . . . + bdxd.) Ìû èìå-
åì âîçìîæíîñòü â äàííûõ âïîëíå îïðåäåëåííûõ òî÷êàõ
x1, x2, . . . , xn íàáëþäàòü çíà÷åíèÿ ξi âåëè÷èíû

yi = a+ bxi, i = 1, 2, . . . , n,

íî íå òî÷íî, à ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ ei, ò. å. ôàêòè-
÷åñêè íàáëþäàåì

ξi = a+ bxi + ei, i = 1, 2, . . . , n.

Ïîãðåøíîñòè ei, i = 1, 2, . . . , n, íåèçâåñòíû, îäíàêî èõ
åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü íåçàâèñèìûìè (íàáëþäåíèÿ ïðîèç-
âîäÿòñÿ íåçàâèñèìî) íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àé-
íûìè âåëè÷èíàìè ñî ñðåäíèì 0 è íåêîòîðîé (íåèçâåñò-
íîé) äèñïåðñèåé σ2. Ïî íàáëþäåíèÿì ξi, i = 1, 2, . . . , n,

419
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íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü (îöåíèòü) íåèçâåñòíûå ïàðàìåò-
ðû a, b, σ2. (Ðàçóìååòñÿ, åñëè çíà÷åíèÿ yi = a + bxi,
i = 1, 2, . . . , n, íàáëþäàþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ, òî ïàðàìåò-
ðû a, b, σ2 òàêæå áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ ñ ïîãðåøíîñòüþ.)

Â ñòðîãîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ýòó çàäà÷ó ìîæ-
íî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξn ñîîòâåòñò-
âåííî ñî ñðåäíèìè yi = a+bxi è äèñïåðñèåé σ2. Ïàðàìåò-
ðû íåèçâåñòíû, èõ íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî ξ1, ξ2, . . . , ξn.
Ôóíêöèþ

y = a+ bx,

áóäåì íàçûâàòü ïðîñòîé íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ðåãðåññè-
åé, êðàòêî � ëèíåéíîé ðåãðåññèåé (�ïðîñòàÿ� îáîçíà÷àåò
çàâèñèìîñòü y îò îäíîé ïåðåìåííîé x, �íîðìàëüíàÿ� �
íàáëþäåíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåíû).

Äàëåå ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ áóäåò óäîáíî çàïèñûâàòü
â âèäå

y = α+ β(x− x̄),

ãäå x = 1
n

n∑
i=1

xi, x1, x2, . . . , xn � çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x;

α, β, σ2 � íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû. Äëÿ îöåíèâàíèÿ íåèç-
âåñòíûõ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2 âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàê-
ñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

x =
1

n

n∑
i=1

xi, S
2
1 =

1

n

n∑
i=1

(xi − x)2, S1 =
√
S2

1 ,

ξ =
1

n

n∑
i=1

ξi, S
2
2 =

1

n

n∑
i=1

(ξi − ξ)2, S2 =
√
S2

2 ,

R12 =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)(ξi − ξ).
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Ò å î ð åì à 20.1.1 (îá îöåíêàõ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäî-
ïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2). Ïóñòü ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçà-
âèñèìûå íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ñî ñðåäíèìè

Mξi = α+ β(xi − x), i = 1, 2, . . . , n,

è äèñïåðñèåé σ2.
Îöåíêàìè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ

α, β, σ2 ëèíåéíîé ðåãðåññèè

y = α+ β(x− x)

ÿâëÿþòñÿ

α̂ = ξ; β̂ =
R12

S2
1

; σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(ξi − (α̂+ β̂(xi − x)))2.

Ç àì å ÷ à í è å. Äëÿ îöåíêè σ̂2 èìååò ìåñòî ïðåäñòàâ-
ëåíèå

σ̂2 = S2
2

(
1−

R2
1,2

S2
1S

2
2

)
.

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå σ̂ =
√
σ̂2.

Ò å î ð åì à 20.1.2 (î ðàñïðåäåëåíèè îöåíîê α, β̂, σ̂2).
Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

α̂ = ξ; β̂ =
R12

S2
1

; σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(ξi − (α̂+ β̂(xi − x)))2

ïàðàìåòðîâ α, β, σ2 íîðìàëüíîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè

y = α+ β(x− x)

îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) α̂, β̂, σ̂2 � íåçàâèñèìûå â ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû;
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2) α̂, β̂ � íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ñî-
îòâåòñòâåííî α è β, σ̂2 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåí-
íàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà σ2;

3)
α̂− α√
σ̂2/(n− 2)

∼ tn−2; (20.1.1)

β̂ − β√
σ̂2/(S2

1(n− 2))
∼ tn−2; (20.1.2)

n
σ̂2

σ2
∼ χ2

n−2; (20.1.3)(
(α̂− α)2 + S2

1(β̂ − β)2
)
/2

σ̂2/(n− 2)
∼ F2;n−2, (20.1.4)

(çíàê ∼ çàìåíÿåò îáîðîò �èìååò ðàñïðåäåëåíèå�).
Ïî èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì îöåíîê α̂, β̂, σ̂2 (ñì.

(20.1.1), (20.1.2), (20.1.3), (20.1.4)) ìîæíî ïîñòðîèòü êðè-
òåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõ α, β, σ2 è äîâåðè-
òåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ íèõ.

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : β = β0.
Åñëè ãèïîòåçó H0 : β = β0 îòêëîíÿòü ïðè∣∣∣∣∣ β̂ − β0

σ̂/(S1

√
n− 2)

∣∣∣∣∣ > tγ;n−2 (20.1.5)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ 2γ ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåð-
íà (àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ).

Â ÷àñòíîñòè, ãèïîòåçà H0 : β = 0 (ãèïîòåçà î çíà÷èìî-
ñòè ëèíèè ðåãðåññèè) ïðîâåðÿåòñÿ ïðè ïîìîùè êðèòåðèÿ:
åñëè ãèïîòåçó H0 : β = 0 îòêëîíÿòü ïðè∣∣∣∣∣ β̂

σ̂/(S1

√
n− 2)

∣∣∣∣∣ > tγ;n−2 (20.1.6)
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è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ 2γ ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåð-
íà (àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ).

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : α = α0.
Åñëè ãèïîòåçó H0 : α = α0 îòêëîíÿòü ïðè∣∣∣∣ α̂− α0

σ̂/
√
n− 2

∣∣∣∣ > tγ;n−2 (20.1.7)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ 2γ ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåð-
íà (àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ).

Â ÷àñòíîñòè, ãèïîòåçà H0 : α = 0 ïðîâåðÿåòñÿ ñ ïî-
ìîùüþ êðèòåðèÿ: åñëè ãèïîòåçó H0 : α = 0 îòêëîíÿòü
ïðè ∣∣∣∣ α̂

σ̂/
√
n− 2

∣∣∣∣ > tγ;n−2 (20.1.8)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ 2γ ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåð-
íà (àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ).

Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0 : σ2 = σ2
0.

Åñëè ãèïîòåçó H0 : σ2 = σ2
0 îòêëîíÿòü ïðè

n
σ̂2

σ2
0

> χ2
γ;n−2; (20.1.9)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ γ ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà
(àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: σ2 > σ2

0).
Êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : α = α0,

β = β0. Åñëè ãèïîòåçó H0 : α = α0, β = β0 îòêëîíÿòü
ïðè (

(α̂− α0)2 + S2
1(β̂ − β0)2

)
/2

σ̂2/(n− 2)
> Fγ;2;n−2 (20.1.10)

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíîñ-
òüþ γ ãèïîòåçà H0 áóäåò îòêëîíÿòüñÿ, êîãäà îíà âåðíà
(àëüòåðíàòèâà: α 6= α0 èëè β 6= β0).
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Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðî-
ñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè 1 − 2γ äëÿ ïàðàìåòðîâ α,
β, σ2 ïðîñòî ïîëó÷èòü èç (20.1.1), (20.1.2), (20.1.3):

α̂− σ̂√
n− 2

tγ;n−2 ≤ α ≤ α̂+
σ̂√
n− 2

tγ;n−2, (20.1.11)

β̂ − σ̂

S1

√
n− 2

tγ;n−2 ≤ β ≤ β̂ +
σ̂

S1

√
n− 2

tγ;n−2, (20.1.12)

nσ̂2

χ2
γ;n−2

≤ σ2 ≤ nσ̂2

χ2
1−γ;n−2

. (20.1.13)

Äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæ-
íîñòè 1 − 2γ äëÿ çíà÷åíèÿ y0 = α + β(x0 − x̄) ëèíèè ðå-
ãðåññèè

y = α+ β(x− x̄),

â òî÷êå x0 ÿâëÿåòñÿ

α̂+ β̂(x0 − x̄)− σ̂tγ;n−2

√
1

n− 2

(
1 +

(x0 − x̄)2

S2
1

)
≤

≤ α+ β(x0 − x̄) ≤

≤ α̂+ β̂(x0 − x̄) + σ̂tγ;n−2

√
1

n− 2

(
1 +

(x0 − x̄)2

S2
1

)
(20.1.14)

Ñîâìåñòíàÿ äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü äëÿ α è β,
äîâåðèòåëüíàÿ îáëàñòü äëÿ ðåãðåññèè. Èç (20.1.4)
ìîæíî ïîëó÷èòü äîâåðèòåëüíóþ îáëàñòü ñ êîýôôèöèåí-
òîì íàäåæíîñòè 1− γ äëÿ ïàðû (α, β):

(α− α̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(n− 2)
+

(β − β̂)2

2Fγ;2;n−2 σ̂2/(S2
1(n− 2))

≤ 1.

(20.1.15)
Ãðàíèöåé ýòîé îáëàñòè ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñ.
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Äîâåðèòåëüíîé îáëàñòüþ ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíî-
ñòè 1− γ äëÿ ëèíèè ðåãðåññèè y = α+ β(x− x̄) ÿâëÿåòñÿ

α̂+ β̂(x− x̄)− σ̂
√
Fγ;2;n−2

√
1

n− 2

(
1 +

(x− x̄)2

S2
1

)
≤

≤ α+ β(x− x̄) ≤

≤ α̂+ β̂(x− x̄) + σ̂
√
Fγ;2;n−2

√
1

n− 2

(
1 +

(x− x̄)2

S2
1

)
(20.1.16)

(ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − γ ëèíèÿ ðåãðåññèè y = α + β(x − x̄)
ïðè âñåõ x ëåæèò â óêàçàííîé îáëàñòè).

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Åñ-
ëè èìåþòñÿ ïîâòîðíûå íàáëþäåíèÿ, òî ìîæíî îòâåòèòü
íà âîïðîñ: �Àäåêâàòíî ëè ëèíèÿ ðåãðåññèè y = α+β(x−x)
îïèñûâàåò äàííûå?�

Ïîä ïîâòîðíûìè íàáëþäåíèÿìè â òî÷êå xj çíà÷åíèÿ
yj = f(xj) áóäåì ïîíèìàòü íåçàâèñèìûå íîðìàëüíî ðàñ-
ïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξj,1, ξj,2, . . . , ξj,nj � ñî
ñðåäíèì

yj = f(xj) : Mξj,ν = f(xj), ν = 1, 2, . . . , nj , (20.1.17)

è äèñïåðñèåé σ2. Âñåãî èìååòñÿ k òî÷åê xj , â êîòîðûõ ïðî-
âîäèëèñü íàáëþäåíèÿ, ò. å. j = 1, 2, . . . , k. ×èñëî (êîëè÷å-
ñòâî) íàáëþäåíèé, êàê è ðàíåå, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç n,
òàê ÷òî

n =

k∑
j=1

nj .

Äëÿ äèñïåðñèè σ2 íàáëþäåíèé (äèñïåðñèè ñëó÷àéíûõ
âåëè÷èí ξj,ν , ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k) ìîæíî ïðåä-
ëîæèòü îöåíêó

s2
1 =

1

n− k

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(ξj,ν − ξj)2,
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ãäå

ξj =
1

nj

nj∑
ν=1

ξj,ν , j = 1, 2, . . . , k, n =

k∑
j=1

nj .

Îöåíêà s2
1 îïèñûâàåò ðàçáðîñ íàáëþäåíèé ξj,ν âíå çàâè-

ñèìîñòè îò òîãî, ãîâîðèì ìû î ðåãðåññèè èëè íåò.
Îöåíêà

s2
2 =

1

k − 2

k∑
j=1

nj(ξj − (α̂+ β̂(xj − x))2

îïèñûâàåò ðàçáðîñ íàáëþäåíèé ξj,ν îòíîñèòåëüíî ýìïè-
ðè÷åñêîé ëèíèè ðåãðåññèè

y = α̂+ β̂(x− x).

Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ (20.1.17), è ôóíêöèÿ
f(x) èìååò âèä

f(x) = α+ β(x− x),

òî îòíîøåíèå s2
2/s

2
1 èìååò Fk−2;n−k-ðàñïðåäåëåíèå. Ïîýòî-

ìó äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû

H0 : Mξj,ν = α+ β(xj − x), ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k

(ãèïîòåçû îá àäåêâàòíîñòè îïèñàíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññè-
åé äàííûõ) èìååì ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Åñëè ãèïîòåçó H0 îòêëîíÿòü ïðè

s2
2

s2
1

> Fγ;k−2;n−k

è íå îòêëîíÿòü â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, òî ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ γ ãèïîòåçó áóäåì îòêëîíÿòü, êîãäà îíà âåðíà.

Ç àì å ÷ à í è å 1. Âûïèñûâàÿ îöåíêè α̂, β̂, σ̂2 ñîîòâåò-
ñòâåííî ïàðàìåòðîâ α, β, σ2 è çíà÷åíèå x, â ñëó÷àå ïî-
âòîðíûõ íàáëþäåíèé óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äâîéíûìè èí-
äåêñàìè íå òîëüêî äëÿ íàáëþäåíèé:

ξj,ν , ν = 1, 2, . . . , nj ; j = 1, 2, . . . , k,
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íî è äëÿ òî÷åê xj , â êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü íàáëþäåíèÿ,
à èìåííî

xj,ν = xj , ν = 1, 2, . . . , nj , j = 1, 2, . . . , k.

Ïðè ýòîì äëÿ x, S2
1 , ξ, S

2
2 , R12 (ñì. òåîðåìó 20.1.1 îá îöåí-

êàõ ïàðàìåòðîâ) ìû ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

x =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

xj,ν =
1

n

k∑
j=1

njxj ;

S2
1 =

1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(xj,ν − x)2 =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(xj − x)2 =

=
1

n

k∑
j=1

nj(xj − x)2;

ξ =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

ξj,ν , S
2
2 =

1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(ξj,ν − ξ)2;

R12 =
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(xj,ν − x)(ξj,ν − ξ) =

=
1

n

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(xj − x)(ξj,ν − ξ).

Ç àì å ÷ à í è å 2. Åñëè ïîâòîðíûå íàáëþäåíèÿ îòñóò-
ñòâóþò, ò. å. nj = 1, j = 1, 2, . . . , k, òî

n =

k∑
j=1

nj =

k∑
j=1

1 = k, ξj = ξj , j = 1, 2, . . . , k.

Ïðè ýòîì îöåíêó s2
1 äèñïåðñèè σ2 ïîëó÷èòü íåâîçìîæíî

è, êàê ñëåäñòâèå, íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü è êðèòåðèé äëÿ
ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè.
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Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè òåîðèè ýêñïåðèìåíòó.
Ïóñòü x1, x2, . . . , xn � òåîðåòè÷åñêè ïðåäñêàçàííûå çíà-
÷åíèÿ íåêîòîðîé èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû, à ξ1, ξ2, . . . , ξn �
ôàêòè÷åñêèå åå íàáëþäåíèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ � ìîæíî
ëè ñ òî÷íîñòüþ äî ïîãðåøíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî òåîðèÿ ñî-
ãëàñóåòñÿ ñ íàáëþäåíèÿìè. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìîæíî ëè
ðàñõîæäåíèÿ ξ1−x1, ξ2−x2, . . . , ξn−xn îáúÿñíèòü ïîãðåø-
íîñòüþ íàáëþäåíèé èëè îíè ñâèäåòåëüñòâóþò î íåàäåê-
âàòíîñòè òåîðèè?

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà y è òåîðåòè-
÷åñêè ïðåäñêàçàííàÿ x ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

y = α+ β(x− x)

(x = 1
n

n∑
i=1

xi ââåäåíî äëÿ óäîáñòâà). Â ýêñïåðèìåíòå ìû

íàáëþäàåì
ξi = α+ β(xi − x) + ei,

i = 1, 2, . . . , n, ãäå ei � ïîãðåøíîñòè íàáëþäåíèé. Ïî íà-
áëþäåíèÿì ξ1, ξ2, . . . , ξn ìîæíî îöåíèòü íåèçâåñòíûå ïà-
ðàìåòðû è ïðîâåðèòü îòíîñèòåëüíî íèõ ñïåöèàëüíûì îá-
ðàçîì âûáðàííûå ãèïîòåçû: 1)H0;1: β = 0; 2)H0;2: β = 1;
3) H0;4: β = β0 = 1; α = α0 = x. Â çàâèñèìîñòè îò òî-
ãî, îòêëîíÿþòñÿ ýòè ãèïîòåçû èëè íåò, ìîæíî ãîâîðèòü î
ñîãëàñèè èëè íåñîãëàñèè òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì.

1. Ãèïîòåçà H0;1 : β = 0. Íåîòêëîíåíèå ãèïîòåçû îáî-
çíà÷àåò, ÷òî ïðåäñêàçàííûé òåîðèåé ýôôåêò âîîáùå îò-
ñóòñòâóåò.

2. Ãèïîòåçà H0;2 : β = 1. Íåîòêëîíåíèå ãèïîòåçû ñâè-
äåòåëüñòâóåò â ïîëüçó ñîãëàñèÿ òåîðèè ñ ýêñïåðèìåíòîì,
åñëè ïðè ýòîì α−x 6= 0, òî ïðèñóòñòâóåò ñèñòåìàòè÷åñêàÿ
îøèáêà.

3. Ãèïîòåçà H0;4 : β = β0 = 1; α = α0 = x. Íåîòêëîíå-
íèå ãèïîòåçû òðàêòóåòñÿ êàê ñîãëàñèå òåîðèè ñ ýêñïåðè-
ìåíòîì.

Ïðèì å ð 20.1.1 (ýêñïåðèìåíò Ýääèíãòîíà). Ðàññìîò-
ðèì ïðèìåð ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè òåîðèè ýêñïåðèìåí-
òó. Ðå÷ü èäåò î ïðîâåðêå îáùåé òåîðèè îòíîñèòåëüíî-
ñòè ïî îòêëîíåíèþ ëó÷à ñâåòà â ïîëå òÿãîòåíèÿ. Äàí-
íûå äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè âçÿòû èç ñáîðíèêà
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ñòàòåé Àëüáåðòà Ýéíøòåéíà: �Ôèçèêà è ðåàëüíîñòü�
(Ì.,�Íàóêà�, 1965).

Ñõåìà îïûòà, ïðîâåäåííîãî ïîä ðóêîâîäñòâîì Ýääèíã-
òîíà, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì (ñì. ðèñ. 20.1.1). Ïóñòü çâåç-
äà ëåæèò ïðèìåðíî â ïëîñêîñòè çåìíîé îðáèòû. Òîãäà
â ìîìåíò, êîãäà Çåìëÿ íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè 1, çâåçäà
âèäíà â íàïðàâëåíèè 1.

×åðåç ïîëãîäà Çåìëÿ îêàæåòñÿ â ïîëîæåíèè 2, è åñ-
ëè áû ëó÷ ñâåòà â ïîëå òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà íå îòêëî-
íÿëñÿ, çâåçäà èç ïîëîæåíèÿ 2 Çåìëè â íàïðàâëåíèè 2 íå
íàáëþäàëàñü áû. Íî çâåçäà èç ïîëîæåíèÿ 2 òåì íå ìå-
íåå íàáëþäàåòñÿ (ñì. ðèñ. 20.1.1), îíà êàê áû ñìåùàåò-
ñÿ, è ýòî ñìåùåíèå ìîæíî âû÷èñëèòü. (Ðàçóìååòñÿ, íà-
áëþäàòü çâåçäó èç ïîëîæåíèè 2 Çåìëè â íàïðàâëåíèè 2
ìîæíî ëèøü â ìîìåíò ïîëíîãî ñîëíå÷íîãî çàòìåíèÿ.)

*

*

Солнце

Луна

 Земная

орбита

    Земля в

положении 1 Направление 1 Звезда

Направление 2    Земля в

положении 2

   Видимое

положение

    звезды

         Луч света,

отклонённый Солнцем

Ðèñ. 20.1.1: Îòêëîíåíèå ëó÷à ñâåòà çâåçäû â ïîëå
òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà

Äëÿ íàáëþäåíèÿ áûëî âûáðàíî 7 çâåçä. Èõ âèäèìûå
ïåðåìåùåíèÿ (âåêòîðû íà íåáåñíîé ñôåðå, êîòîðûå èç-çà
ìàëîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîðàìè íà ïëîñêîñòè) ðàç-
ëàãàëèñü ïî äâóì îñÿì êîîðäèíàò. Ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû (â óãëîâûõ ñåêóíäàõ) ïðèâåäåíû â òàáë. 20.1.1,
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20.1.2, ãäå xi � âû÷èñëåííàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ïåðå-
ìåùåíèÿ, ξi � íàáëþäåííàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà ïåðå-
ìåùåíèÿ.

Ñîãëàñóþòñÿ ëè âû÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò âåê-
òîðîâ ïåðåìåùåíèé ñ íàáëþäåííûìè?

Òàá ë èö à 20.1.1. Ïåðâàÿ êîîðäèíàòà

xi −0, 22 +0, 31 +0, 10 +0, 12 +0, 04 +0, 09 +0, 85
ξi −0, 19 +0, 29 +0, 11 +0, 20 +0, 10 −0, 08 +0, 95

Òàá ë èö à 20.1.2. Âòîðàÿ êîîðäèíàòà

xi +0, 02 −0, 43 +0, 74 +0, 87 +0, 40 +0, 32 −0, 09
ξi +0, 16 −0, 46 +0, 83 +1, 00 +0, 57 +0, 35 −0, 27

Ðåøåíè å. Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ñîãëàñèè âû÷èñëåí-
íûõ çíà÷åíèé êîîðäèíàò ñ íàáëþäåííûìè äëÿ ïåðâîé êî-
îðäèíàòû (ñì. òàáë. 20.1.1).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âû÷èñëåííûå (ïðåäñêàçàí-
íûå òåîðèåé) çíà÷åíèÿ x êîîðäèíàò è íàáëþäåííûå y ñâÿ-
çàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ

y = α+ β(x− x),

ãäå

x =
1

7

7∑
i=1

xi = 0, 184.

Ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé (ñì. òàáë. 20.1.1) ïîëó÷èì
îöåíêè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè:

α̂ = ξ = 0, 197; β̂ = 1, 081, σ̂2 = 0, 006, S2
1 = 0, 0948

(ñì. òåîðåìó 20.1.1).
Ñíà÷àëà ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0;1 : β = 0, íåîòêëî-

íåíèå êîòîðîé ñâèäåòåëüñòâóåò îá îòñóòñòâèè êàêîé-ëèáî
ñâÿçè ìåæäó òåîðèåé è ýêñïåðèìåíòîì.

Ñîãëàñíî (20.1.6),∣∣∣∣∣ β̂

σ̂/(S1

√
n− 2)

∣∣∣∣∣ =
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=

∣∣∣∣∣ 1, 081√
0, 006/(0, 0948 · 5)

∣∣∣∣∣ = 9, 61 > t0,01;5 = 3, 365.

Òàê ÷òî îáèäíàÿ äëÿ Ýéíøòåéíà ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè
ñâÿçè òåîðèè ñ îïûòîì îòêëîíÿåòñÿ.

Äàëåå ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0;2 : β = β0 = 1.
Ñîãëàñíî (20.1.5),∣∣∣∣∣ β̂ − β0

σ̂/(S1

√
n− 2)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣ 1, 081− 1√
0, 006/(0, 0948 · 5)

∣∣∣∣∣ = 0, 72 < t0,01;5 = 3, 365.

È, ñëåäîâàòåëüíî, ãèïîòåçà H0;2 : β = β0 = 1 íå îòêëîíÿ-
åòñÿ. Ïîñëåäíåå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñîãëàñèå îïûòà ñ
ýêñïåðèìåíòîì, íî ïðè ýòîì âîçìîæíà ñèñòåìàòè÷åñêàÿ
îøèáêà (åñëè α 6= x).

Â ñîãëàñèè (èëè íåñîãëàñèè) òåîðèè ñ îïûòîì ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçó

H0 : β = 1; α = 0, 184.

Ñîãëàñíî (20.1.10)

((α̂− α)2 + S2
1(β̂ − β)2)/2

σ̂2/(n− 2)
=

=
((0, 197− 0, 184)2 + 0, 0948(1, 081− 1)2)/2

0, 006/5
=

= 0, 33 < F0,01;2;5 = 13, 3.

Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî β = 1; α = 0, 184, à, ñëåäî-
âàòåëüíî, çàâèñèìîñòü y îò x èìååò âèä

y = x,

ïîäòâåðæäàþùèé ñîãëàñèå òåîðèè ñ îïûòîì.
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Ïðèì å ð 20.1.2. Â �Îñíîâàõ õèìèè� Ä. È. Ìåíäåëå-
åâà ïðèâåäåíû äàííûå î ðàñòâîðèìîñòè àçîòíî-êèñëîãî
íàòðèÿ NaNO3 â çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû âîäû.
Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î êîëè÷åñòâå óñëîâíûõ ÷àñ-
òåé NaNO3, êîòîðûå ðàñòâîðÿþòñÿ â 100 ÷àñòÿõ âîäû
ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ òåìïåðàòóðàõ (x � òåìïåðàòó-
ðà â ãðàäóñàõ, ξ � ðàñòâîðèìîñòü â óñëîâíûõ ÷àñòÿõ íà
100 ÷àñòåé âîäû).

x ξ x ξ
0 66,7 29 92,9
4 71,0 36 99,4
10 76,3 51 113,6
15 80,6 68 125,1
21 85,7

Òåîðåòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ äàþò îñíîâàíèÿ ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ðàñòâîðåííîãî âå-
ùåñòâà îò òåìïåðàòóðû ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé:

ξ = α+ β(x− x).

Íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåò-
ðîâ α, β è äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èí-
òåðâàëû äëÿ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0 : β = 0
î çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè .

Ðåøåíè å.

x =
1

9

9∑
i=1

xi =
234

9
= 26; ξ =

1

9

9∑
i=1

ξi =
811, 3

9
= 90, 14,

S2
1 =

1

9

9∑
i=1

(xi − x)2 =
4060

9
= 451, 11,

S2
2 =

1

9

9∑
i=1

(ξi − ξ)2 =
3083, 98

9
= 342, 66,

R12 =
1

9

9∑
i=1

(xi − x)(ξi − ξ) =
3534, 8

9
= 392, 75.
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Îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ êîýôôèöèåí-
òîâ α, β ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè:

α̂ = ξ = 90, 14; β̂ =
R12

S2
1

=
392, 75

451, 11
= 0, 87.

Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ äèñïåðñèè σ2:

σ̂2 = S2
2

(
1− R2

12

S2
1S

2
2

)
=

= 342, 66

(
1− 392, 752

451, 11 · 342, 66

)
= 0, 72.

Óðàâíåíèå ýìïèðè÷åñêîé ëèíèè ðåãðåññèè

y = 90, 14 + 0, 87(x− 26).

Ïðîâåðèì ãèïîòåçó H0 : β = 0 î çíà÷èìîñòè ëèíèè
ðåãðåññèè. Ñîãëàñíî (20.1.6)∣∣∣∣∣ β̂

σ̂/
√
S2

1(n− 2)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 0, 87√
0, 7158/451, 11(9− 2)

∣∣∣∣∣ =

= 57, 83 > t0,05;7 = 1, 895,

ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿåòñÿ, ëèíåéíàÿ ðå-
ãðåññèÿ çíà÷èìàÿ.

Ñîãëàñíî (20.1.11), (20.1.12), (20.1.13) äîâåðèòåëüíû-
ìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè íàäåæíîñòè 0,90 äëÿ
ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ÿâëÿþòñÿ: (89,54; 90,75) � äëÿ α;
(0,84; 0,90) � äëÿ ïàðàìåòðà β; (0,46; 2,97) � äëÿ ïàðà-
ìåòðà σ2.

20.2 Çàäà÷è

20.1 (òîðìîçíîé ïóòü). Ïðè èçó÷åíèè äâèæåíèÿ
óëè÷íîãî òðàíñïîðòà ôèêñèðîâàëîñü ðàññòîÿíèå s, ïðîé-
äåííîå àâòîìîáèëåì ïî èíåðöèè ïîñëå ñèãíàëà �îñòàíî-
âèòüñÿ� (òîðìîçíîé ïóòü) â çàâèñèìîñòè îò ñêîðîñòè v.
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Íàáëþäåíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ ðàçëè÷íûõ àâòîìîáèëåé,
ñ ðàçíûìè âîäèòåëÿìè, ðàçëè÷íûì ïîâåðõíîñòíûì ïî-
êðûòèåì äîðîãè è ò. ä. Ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé ïðèâå-
äåíû â òàáëèöå, ãäå s � òîðìîçíîé ïóòü â ìåòðàõ, v �
ñêîðîñòü àâòîìîáèëÿ â êì/÷àñ.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó òîðìîçíûì
ïóòåì àâòîìîáèëÿ è ñêîðîñòüþ ëèíåéíàÿ:

s = α+ β(v − v),

íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ
α, β è äèñïåðñèè σ2; ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû
äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2; ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìî-
ñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó îá àäåêâàò-
íîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè.

v s v s v s v s
6 0,6 19 7,3 26 9,8 32 14,6

3,0 8,5 12,2 15,6
11 1,2 21 7,9 27 9,8 17,1

6,7 10,4 12,2 19,5
13 4,9 10,4 15,2 35 20,1
14 3,0 14,0 29 12,8 37 16,5
16 5,5 23 7,9 17,1 39 21,3

7,9 11,0 23,2 28,0
10,4 18,3 25,6 28,4

18 5,2 24,4 31 11,0 36,6
8,5 24 6,1 14,0 40 25,9

19 4,3 7,9 20,8
6,1 16,5 32 9,8

Íà ïëîñêîñòè (v, s) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.2. Èññëåäóåòñÿ ñîäåðæàíèå àñêîðáèíîâîé êèñëîòû,
ñîõðàíèâøåéñÿ â îâîùàõ â ïðîöåññå èõ ñóøêè è õðàíåíèÿ.

Äàëåå ïðèâåäåíî ñîäåðæàíèå ñóõîãî âåùåñòâà â ñâå-
æåì øïèíàòå è ñîäåðæàíèå àñêîðáèíîâîé êèñëîòû, ñî-
õðàíèâøåéñÿ ïîñëå ñóøêè øïèíàòà ïðè òåìïåðàòóðå 900C
(x � ñîäåðæàíèå ñóõîãî âåùåñòâà â ñâåæåì øïèíàòå â
ïðîöåíòàõ; y � ñîäåðæàíèå àñêîðáèíîâîé êèñëîòû ïîñëå
ñóøêè â ïðîöåíòàõ).

Èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ñî-
äåðæàíèÿ ñîõðàíèâøåéñÿ àñêîðáèíîâîé êèñëîòû îò ñî-
äåðæàíèÿ ñóõîãî âåùåñòâà ëèíåéíàÿ:

y = α+ β(x− x).
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Íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåò-
ðîâ α, β ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè è äèñïåðñèè σ2, ïî-
ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β,
è σ2, ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè, ãèïî-
òåçó îá àäåêâàòíîñòè ëèíèè ðåãðåññèè.

x y x y x y
7,8 69,4 10,0 66,7 11,2 89,6
8,2 50,9 88,9 83,8
8,9 74,0 10,1 76,0 67,9

58,6 10,2 77,2 11,8 79,9
9,0 66,4 10,3 69,8 12,3 83,1
9,2 80,6 10,7 69,0 12,5 74,2
9,5 61,9 10,8 65,2 12,9 86,0
10,0 70,9 11,1 77,2 14,9 88,2

Íà ïëîñêîñòè (x, y) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.3. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ êîëè÷åñòâà òåïëà, âûäåëÿåìîãî â
ïðîöåññå çàòâåðäåíèÿ ïîðòëàíäñêîãî ûöåìåíòà â çàâèñè-
ìîñòè îò ñîñòàâà êëèíêåðîâ (x � ñîäåðæàíèå â êëèíêå-
ðàõ àëþìèíàòà êàëüöèÿ 3CaO ·Al2O3 â ïðîöåíòàõ îò âåñà
êëèíêåðîâ; y � êîëè÷åñòâî òåïëà, âûäåëåííîãî íà ïðîòÿ-
æåíèè 180 äíåé, â êàëîðèÿõ íà ãðàìì öåìåíòà).

x y x y x y
1 74,3 7 78,5 11 109,2

72,5 95,9 113,3
83,8 10 109,4 21 115,9

2 93,1 11 104,3
3 102,7 87,6

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî òåïëà ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íîé ôóíêöèåé ñîäåðæàíèÿ àëþìèíàòà êàëüöèÿ:

y = α+ β(x− x),

íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ
α, β ïðîñòîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè è äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðî-
èòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2,
ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè, ãèïîòåçó îá
àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè.
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Íà ïëîñêîñòè (x, y) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.4. Îáðàçöû ìåäíî-íèêåëåâîãî ñïëàâà, êàæäûé ñ
îïðåäåëåííûì ñîäåðæàíèåì æåëåçà, áûëè èñïûòàíû íà
êîððîçèîííóþ óñòîé÷èâîñòü â óñòàíîâêå ñ êîëåñîì. Êî-
ëåñî âðàùàëîñü â ñîëåíîé ìîðñêîé âîäå ñî ñêîðîñòüþ 30
ôóòîâ â ñåêóíäó íà ïðîòÿæåíèè 60 äíåé. Êîððîçèÿ îïðå-
äåëÿëàñü ïî ïîòåðå âåñà ñïëàâà (x � ñîäåðæàíèå æåëåçà
â ñïëàâå; y � ïîòåðÿ âåñà ñïëàâà, ìã/ñì2).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ïîòåðè âåñà îáðàçöà îò
ñîäåðæàíèÿ æåëåçà â ñïëàâå ëèíåéíàÿ:

y = α+ β(x− x),

à ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ïîòåðü âåñà � íåçàâèñèìûå íîð-
ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ äèñïåð-
ñèåé σ2, íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïà-
ðàìåòðîâ α, β è äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2, ïðîâåðèòü ãèïîòåçó
î çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè, ãèïîòåçó îá àäåêâàòíîñòè ëèíåé-
íîé ðåãðåññèè.

x y x y x y
0,01 127,6 0,71 110,8 1,41 91,4

130,1 113,1 1,96 83,7
128,0 0,95 103,9 86,2

0,48 124,0 1,19 101,5
122,0 1,44 92,3

Íà ïëîñêîñòè (x, y) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.5 (ïîòðåáëåíèå âèíà è ñìåðòü îò ñåðäå÷íî-
ãî ïðèñòóïà). Ïîëåçíî ëè âèíî äëÿ çäîðîâüÿ? Èìåþòñÿ
äàííûå, ñâèäåòåëüñòâóþùèå î òîì, ÷òî óïîòðåáëåíèå âè-
íà â óìåðåííûõ êîëè÷åñòâàõ ñïîñîáñòâóåò ïðåäîòâðàùå-
íèþ ñåðäå÷íûõ ïðèñòóïîâ.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î ãîäîâîì ïîòðåáëåíèè
âèíà íà ÷åëîâåêà (â ëèòðàõ l àëêîãîëÿ, âûïèòîãî ñ âèíîì)
è êîëè÷åñòâå n ñìåðòåé â ãîä îò ñåðäå÷íûõ çàáîëåâàíèé
(n � ÷èñëî ñìåðòåé íà 100 000 ÷åëîâåê) â 19 ðàçâèòûõ
ñòðàíàõ.



20.2. Çàäà÷è 437

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó êîëè÷åñòâîì n
ñìåðòåé îò ñåðäå÷íûõ ïðèñòóïîâ è ïîòðåáëåíèåì l âèíà
ëèíåéíàÿ:

n = α+ β(l − l),
íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ
α, β è äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-
ëû äëÿ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ðåãðåñ-
ñèè.

Ñòðàíà l n Ñòðàíà l n
Àâñòðàëèÿ 2,5 211 Íèäåðëàíäû 1,8 167
Àâñòðèÿ 3,9 167 Íîâàÿ Çåëàíäèÿ 1,9 266
Áåëüãèÿ 2,9 131 Íîðâåãèÿ 0,8 227
Êàíàäà 2,4 191 Èñïàíèÿ 6,5 86
Äàíèÿ 2,9 220 Øâåöèÿ 1,6 207
Ôèíëÿíäèÿ 0,8 297 Øâåéöàðèÿ 5,8 115
Ôðàíöèÿ 9,1 71 Âåëèêîáðèòàíèÿ 1,3 285
Èñëàíäèÿ 0,8 211 ÑØÀ 1,2 199
Èðëàíäèÿ 0,7 300 Ãåðìàíèÿ 2,7 172
Èòàëèÿ 7,9 107

Íà ïëîñêîñòè (l, n) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.6 (îñòåîïåíèÿ è êîëè÷åñòâî âûâîäèìîãî èç
îðãàíèçìà êàëüöèÿ). Ïîòåðÿ êàëüöèÿ â êîñòíîé òêàíè
÷åëîâåêà �� îñòåîïåíèÿ 1, 2, 3, 4 ñòåïåíè â ñâîèõ òÿæå-
ëûõ ôîðìàõ (4-ÿ ñòåïåíü îñòåîïåíèè �� îñòåîïîðîç) âåäåò
ê ðàçðóøåíèþ êîñòíîé òêàíè. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îñòåî-
ïîðîç ïðèîáðåòàåò ôîðìû øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîãî çà-
áîëåâàíèÿ. Ñòåïåíü ïîòåðè êàëüöèÿ â êîñòíîé òêàíè ÷å-
ëîâåêà îïðåäåëÿþò ïðè ïîìîùè óëüòðàçâóêîâîé äåíñèòî-
ìåòðèè, êîòîðàÿ ìàëî äîñòóïíà êàê ïî ïðè÷èíå åå äî-
ðîãîâèçíû, òàê è íåäîñòàòî÷íîé îáåñïå÷åííîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé àïïàðàòóðîé. Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä äèàãíîñòè-
ðîâàíèÿ ñòåïåíè îñòåîïåíèè � ïî ñîäåðæàíèþ êàëüöèÿ,
âûâîäèìîãî ñ ìî÷îé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ðåçóëüòàò äåíñè-
òîìåòðè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùåãî ïëîò-
íîñòü êîñòíîé òêàíè è ñîäåðæàíèå êàëüöèÿ â íåé. Åñ-
ëè çíà÷åíèå T ïðèíàäëåæèò ïðîìåæóòêó [−i− 1;−i), òî
ñîñòîÿíèå êîñòíîé òêàíè îïðåäåëÿåòñÿ êàê i-ÿ ñòåïåíü
îñòåîïåíèè, i = 1, 2, 3, 4. Ïðè çíà÷åíèè T èç ïðîìåæóòêà
[−2;−1) ñòåïåíü îñòåîïåíèè êëàññèôèöèðóåòñÿ êàê ñðåä-
íÿÿ, ïðè T ≤ −2 � êàê òÿæåëàÿ. ×åðåç Ca îáîçíà÷èì
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êîëè÷åñòâî êàëüöèÿ, âûâîäèìîãî ñ ìî÷îé. Èñõîäÿ èç äàí-
íûõ Èíñòèòóòà ãàñòðîýíòåðîëîãèè Àêàäåìèè ìåäèöèíñêèõ
íàóê Óêðàèíû (ñì. òàáëèöó), óáåäèòüñÿ, ÷òî ìåæäó âåëè-
÷èíàìè T è Ca ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü � ïî-
ñòðîéòå ëèíåéíóþ ðåãðåññèþ T íà Ca. Ïðîâåðüòå ãèïîòå-
çû î çíà÷èìîñòè è àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè. Ïî
èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè T îò Ca äèôôåðåíöèðóéòå òÿæå-
ëóþ ôîðìó îñòåîïåíèè (îñòåîïîðîç) ïî êîëè÷åñòâó âûâî-
äèìîãî Ca.

Ca T Ca T Ca T Ca T
2,2 0,23 3,12 −1, 63 3, 84 −2, 1 4, 4 −1, 77

0, 6 3, 2 −0, 21 4, 1 −1, 51 4, 63 −1, 61
2, 24 −1, 21 2, 06 4, 12 −1, 86 4, 8 −1, 04
2, 32 −0, 04 −1, 2 −0, 65 5, 8 −2, 13
2, 5 0, 14 −1, 49 4, 2 −0, 8 5, 84 −2, 94
2, 6 0, 49 3, 35 −0, 9 −0, 6 5, 9 −2, 34

0, 07 3, 5 −1, 4 0, 54 6, 1 −2, 56
2, 62 −0, 02 0, 23 −2, 23 6, 7 −1, 62
2, 64 −0, 27 3, 6 −0, 15 4, 24 0, 15 6, 8 −2, 67
2, 67 −1, 62 −0, 2 0, 0 6, 82 −2, 96
2, 76 −0, 05 −0, 2 4, 3 −1, 43 7, 82 −4, 08
2, 8 −1, 84 1, 0 4, 32 −1, 8 −3, 61

−2, 04 3, 64 −1, 46 4, 4 −1, 61 −2, 91

Íà ïëîñêîñòè (Ca, T ) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è
ïîñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.7. Â òàáëèöå ïðèâåäåíî ñîäåðæàíèå â ïðîöåíòàõ
êðàõìàëà è ïðîòåèíà â çåðíàõ ïøåíèöû, êîòîðûì õàðàê-
òåðèçóåòñÿ êà÷åñòâî ïøåíèöû (y � ñîäåðæàíèå ïðîòåèíà,
x � ñîäåðæàíèå êðàõìàëà). Îïðåäåëåíèå ïðîòåèíà òðåáó-
åò ñëîæíîãî õèìè÷åñêîãî àíàëèçà, òîãäà êàê ñîäåðæàíèå
êðàõìàëà îïðåäåëÿòü ïðîñòî.

y x y x y x
10,3 60 10,8 45 14,4 85
12,2 75 11,4 51 15,8 96
14,5 87 11,0 17 15,6 92
11,1 55 10,2 36 15,0 94
10,9 34 17,0 97 13,3 84
18,1 98 13,8 74 19,0 99
14,0 91 10,1 24

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ñîäåðæàíèÿ ïðîòåèíà
îò ñîäåðæàíèÿ êðàõìàëà ëèíåéíàÿ:

y = α+ β(x− x),
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íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ
α, β è äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-
ëû äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷è-
ìîñòè ðåãðåññèè.

Íà ïëîñêîñòè (x, y) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.8. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ñêî-
ðîñòåé v (â êì/ñåê) è ðàññòîÿíèé s äî Çåìëè (â ìèëëèîíàõ
ïàðñåê) äëÿ äåñÿòè âíåãàëàêòè÷åñêèõ òóìàííîñòåé.

v s v s
1,20 630 9,12 4820
1,82 890 10,97 5230
3,31 2350 14,45 7500
7,24 3810 22,91 11800
8,92 4630 36,31 19600

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñêîðîñòü ãàëàêòèêè ëèíåéíî çàâè-
ñèò îò ðàññòîÿíèÿ:

v = α+ β(s− s),

íàéòè îöåíêè ïàðàìåòðîâ α, β è äèñïåðñèè σ2; ïîñòðîèòü
äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2. Ïðî-
âåðèòü ãèïîòåçó H0 : β = 0 î çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè.

Íà ïëîñêîñòè (s, v) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.9 (ñòîèìîñòü ýêñïëóàòàöèè ñàìîëåòà è åãî
�âîçðàñò�). Äèðåêöèÿ àâèàêîìïàíèè ñ öåëüþ ïëàíèðî-
âàíèÿ ðàñõîäîâ õî÷åò óñòàíîâèòü êîëè÷åñòâåííóþ çàâè-
ñèìîñòü ñòîèìîñòè ýêñïëóàòàöèè ñàìîëåòà îò ïðîäîëæè-
òåëüíîñòè åãî ýêñïëóàòàöèè (îò �âîçðàñòà� ñàìîëåòà). Ñî
âðåìåíåì èç-çà ñòàðåíèÿ äåòàëåé è óçëîâ ñàìîëåòà êîì-
ïàíèÿ íåñåò áîëüøèå çàòðàòû íà ïîääåðæàíèå åãî â ðà-
áî÷åì ñîñòîÿíèè, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìî ÷àùå ïðîâî-
äèòü ðåìîíòíî-ïðîôèëàêòè÷åñêèå ðàáîòû, çàìåíÿòü îò-
äåëüíûå óçëû.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå î ñòîèìîñòè ýêñïëóàòà-
öèè ñàìîëåòîâ è èõ �âîçðàñòå� (x � �âîçðàñò ñàìîëåòà�
â ãîäàõ; y � ñòîèìîñòü ýêñïëóàòàöèè ñàìîëåòà â òå÷åíèå
ïîëóãîäà â äîëëàðàõ).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ñòîèìîñòè ýêñïëóàòà-
öèè ñàìîëåòà îò åãî �âîçðàñòà� ëèíåéíàÿ, íàéòè îöåíêè
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ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ α, β è äèñïåð-
ñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ëèíåé-
íîé ðåãðåññèè, ãèïîòåçó îá àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðåã-
ðåññèè.

x y x y
4,5 619 5,5 987

1049 0,5 163
1033 182

4,0 495 6,0 764
723 1373
681 1,0 978

5,0 890 466
1522 549
1194

Íà ïëîñêîñòè (x, y) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.10. Íèæå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïî
èçó÷åíèþ íîâîãî ìåòîäà èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè êðîâè â îð-
ãàíèçìå ÷åëîâåêà (x � ñêîðîñòü êðîâè, íàéäåííàÿ ñòàí-
äàðòíûì ìåòîäîì, y � ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà).

x y x y x y
1190 1115 1900 1830 2720 2630
1455 1425 1920 1920 2710 2740
1550 1515 1960 1970 2530 2390
1730 1795 2295 2300 2900 2800
1745 1715 2335 2280 2760 2630
1770 1710 2490 2520 3010 2970

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè êðîâè, èçìå-
ðåííîé ñ ïîìîùüþ íîâîãî ìåòîäà è ñòàíäàðòíîãî, ëèíåé-
íà:

y = α+ β(x− x),

íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ
α, β è äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-
ëû äëÿ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ðåãðåñ-
ñèè.

Íà ïëîñêîñòè (x, y) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.
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20.11.Ôóíêöèîíàëüíîé è ñòðóêòóðíîé åäèíèöåé íåðâ-
íîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ íåéðîí (íåðâíàÿ êëåòêà), ñîñòàâëÿ-
þùåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ äåíäðèò (îí ïî ôîðìå íàïîìèíà-
åò äåðåâî). Áîëüøèíñòâî õàðàêòåðèñòèê äåíäðèòà íåéðî-
íà � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, â ÷àñòíîñòè, äèàìåòð ñåãìåíòà
äåíäðèòà íåéðîíà.

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé (â ìêì)
äèàìåòðà y íà÷àëà äî÷åðíåãî ñåãìåíòà è äèàìåòðà x êîí-
öà ìàòåðèíñêîãî ñåãìåíòà. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü
y îò x ëèíåéíàÿ:

y = α+ β(x− x),

íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ
α, β è äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-
ëû äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà-
÷èìîñòè ðåãðåññèè, ãèïîòåçó îá àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé
ðåãðåññèè.

x y x y x y x y
0,40 0,40 0,60 0,60 0,75 0,60 1,00 0,45
0,45 0,45 0,60 0,70 0,55

0,45 0,60 0,75 0,75
0,45 0,65 0,35 0,75 0,85
0,45 0,45 0,80 0,40 0,85
0,45 0,45 0,50 1,00

0,5 0,40 0,45 0,50 1,05 0,60
0,40 0,50 0,50 0,65
0,45 0,50 0,60 0,75
0,45 0,50 0,60 1,10 0,90
0,50 0,60 0,80 1,15 0,60
0,50 0,60 0,85 0,50 0,65
0,70 0,65 0,55 1,20 0,65

0,55 0,35 0,65 0,55 1,25 0,85
0,40 0,65 0,60 1,00
0,45 0,65 0,65 1,30 0,85
0,45 0,65 0,65 1,35 0,90
0,55 0,70 0,45 0,65 0,90
0,55 0,45 0,85 1,00
0,55 0,50 0,90 0,90 1,60
0,55 0,50 0,90 1,40 0,75
0,55 0,55 0,95 0,60 1,45 0,75
0,55 0,65 0,60 1,50 0,90

0,60 0,50 0,80 0,80 1,60 0,95
0,55 0,75 0,50 0,95 1,65 0,65
0,60 0,50 1,05
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Íà ïëîñêîñòè (x, y) èçîáðàçèòü èñõîäíûå äàííûå è ïî-
ñòðîèòü ýìïèðè÷åñêóþ ëèíèþ ðåãðåññèè.

20.12. Ïðîâåðèòü, ñîãëàñóåòñÿ ëè òåîðèÿ ñ ýêñïåðè-
ìåíòîì ïî âòîðîé êîîðäèíàòå (ñì. ïðèìåð 20.1.1 è äàííûå
òàáëèöû 20.1.2).

Íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåò-
ðîâ α, β è äèñïåðñèè σ2, ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåð-
âàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ α, β, σ2.

20.13 (áàðîìåòðè÷åñêîå äàâëåíèå è òî÷êà êèïå-
íèÿ âîäû). Èññëåäîâàëàñü çàâèñèìîñòü ìåæäó áàðîìåò-
ðè÷åñêèì äàâëåíèåì è òî÷êîé êèïåíèÿ âîäû. Öåëü èññëå-
äîâàíèÿ � îöåíèòü âûñîòó íàä óðîâíåì ìîðÿ ïî òåìïå-
ðàòóðå êèïåíèÿ âîäû. Â ãîðíûõ óñëîâèÿõ äëÿ îïðåäåëå-
íèÿ áàðîìåòðè÷åñêîãî äàâëåíèÿ óäîáíåå èçìåðÿòü òåìïå-
ðàòóðó êèïåíèÿ âîäû. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû äàííûå îá
èçìåðåíèÿõ áàðîìåòðè÷åñêîãî äàâëåíèÿ è òî÷êè êèïåíèÿ
âîäû â 17 ýêñïåðèìåíòàõ.

Äàâ- Òî÷êà Äàâ- Òî÷êà
Íîìåð ëåíèå êèïåíèÿ Íîìåð ëåíèå êèïåíèÿ

1 20,79 194,5 10 24,01 201,3
2 20,79 194,3 11 25,14 203,6
3 22,40 197,9 12 26,57 204,6
4 22,67 198,4 13 28,49 209,5
5 23,15 199,4 14 27,76 208,6
6 23,35 199,9 15 29,04 210,7
7 23,89 200,9 16 29,88 211,9
8 23,99 201,1 17 30,66 212,2
9 24,02 201,4

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî çàâèñèìîñòü áàðîìåòðè÷åñêîãî äàâ-
ëåíèÿ îò òî÷êè êèïåíèÿ âîäû ëèíåéíàÿ:

y = α+ β(x− x),

íàéòè îöåíêè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðîâ
α, β è äèñïåðñèè σ2. Ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâà-
ëû äëÿ α, β, σ2. Ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ðåãðåñ-
ñèè.
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Ðåøåíèÿ, óêàçàíèÿ,
îòâåòû

21.1 Ê ãëàâå 1

1.1◦. mn. 1.2◦. 49; 42. 1.3◦. 17 · 16 · 15.
1.4◦. 4 · 5 · 5. 1.5◦. 4 · 4 · 3. 1.6◦. 7!
1.7◦. A6

10. 1.8◦. 9 · 10 · 10 · 10 · 2. 1.9◦. 262 · 104.
1.10. 16 · 15 · 14 · C2

13. 1.11◦. C4
9 . 1.12◦. C3

5 .
1.13◦. 4! 1.14. (α1 + 1)(α2 + 1) . . . (αn + 1).
1.15. 2 · (n−1)! 1.16◦. A4

25. 1.17◦. A4
8. 1.18. (n−2)!

1.19. C4
9 , óêàçàííûå ÷èñëà îäíîçíà÷íî çàäàþòñÿ ìíî-

æåñòâîì ñâîèõ öèôð.
1.20. C4

10.
1.21∗. Çàïîëíÿåì âñå êëåòêè òàáëèöû, êðîìå êëåòîê

ïîñëåäíåé ñòðîêè è ïîñëåäíåãî ñòîëáöà (ïðàâîãî), ÷èñ-
ëàìè +1 è −1 (ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ, ýòî ìîæíî
ñäåëàòü 2(n−1)(m−1) ñïîñîáàìè). Çàïîëíÿåì n − 1 êëåòîê
ïîñëåäíåé ñòðîêè, êðîìå ïîñëåäíåé (ïðàâîé) òàê, ÷òîáû
ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå ðàâíÿëîñü +1. Çà-
ïîëíÿåì êëåòêè ïîñëåäíåãî ñòîëáöà òàê, ÷òîáû ïðîèçâå-
äåíèå ÷èñåë â êàæäîé èç m− 1 ïåðâûõ ñòðîê è â ïîñëåä-
íåì ñòîëáöå ðàâíÿëîñü +1. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå
÷èñåë â êàæäîì ñòîëáöå áóäåò ðàâíî +1 è â êàæäîì èç
m− 1 ïåðâûõ ñòðîê áóäåò ðàâíî +1, íî òîãäà ïðîèçâåäå-
íèå ÷èñåë è â ïîñëåäíåé ñòðîêå áóäåò ðàâíî +1, ïîñêîëüêó
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â òàáëèöå ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë ïî ñòðîêàì ðàâíî ïðîèçâå-
äåíèþ ïî ñòîëáöàì.

Îòâåò: 2(n−1)(m−1).
1.22. Èç p + 1 ïðîìåæóòêîâ ìåæäó áåëûìè øàðàìè

(ó÷èòûâàÿ äâà êðàéíèå áåñêîíå÷íûå ïðîìåæóòêà) âûáå-
ðåì q, â êîòîðûõ ðàñïîëîæèì ÷åðíûå øàðû. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü Cqp+1 ñïîñîáàìè.

1.23 (3).Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîâîäèì íà ïëîñêîñòè ïðÿ-
ìûå. Ïóñòü ïðîâåäåíî n − 1 ïðÿìûõ è An−1 � ÷èñëî ÷à-
ñòåé ïëîñêîñòè, êîòîðûå ïðè ýòîì îáðàçîâàëèñü. Ïðîâå-
äåì n-þ ïðÿìóþ. Ê An−1 ÷àñòÿì n-ÿ ïðÿìàÿ äîáàâèò åùå
n ÷àñòåé, ïîýòîìó

An = An−1 + n.

Ïîäðîáíåå: A1 = 2, A2 = A1 + 2, . . . , An = An−1 + n, . . .
Ñêëàäûâàÿ ïî÷ëåííî ïåðâûå n ðàâåíñòâ, ïîëó÷èì

An =
n(n+ 1)

2
+ 1.

Îòâåòû: 1)C2
n; 2)C

3
n; 3)n(n+1)/2+1; 4) 2n � êîëè÷å-

ñòâî íåîãðàíè÷åííûõ ÷àñòåé, n(n−3)/2+1 � êîëè÷åñòâî
îãðàíè÷åííûõ.

1.24. n(n− 3)/2.
1.25. Êàæäàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé çàäàåò

÷åòûðå âåðøèíû n-óãîëüíèêà è íàîáîðîò, ïîýòîìó ÷èñëî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ðàâíî C4

n.
1.26∗. Âñåãî äèàãîíàëåé N = n(n − 3)/2 (ñì. çàäà÷ó

1.24). Ïóñòü k − 1 ïåðâûõ äèàãîíàëåé äåëÿò ìíîãîóãîëü-
íèê íà Ak−1 ÷àñòåé. Ïðîâåäåì k-þ äèàãîíàëü. Îáîçíà÷èì
÷åðåç pk ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ k-é äèàãîíàëè ñ ïåðâû-
ìè k − 1 äèàãîíàëÿìè. Òîãäà

Ak = Ak−1 + (pk + 1).

Îòâåò: 1 + C4
n + n(n− 3)/2.

1.27. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-
äóêöèè.

1.28. Çàïèñàòü ýëåìåíòû â ñïèñîê è ïðèïèñàòü êàæ-
äîìó èç íèõ íîìåð ìåñòà â ñïèñêå.
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1.29. Âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì óìíîæåíèÿ.
1.30. Ñ îäíîé ñòîðîíû, n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ìîæ-

íî óïîðÿäî÷èòü n! ñïîñîáàìè. Ñ äðóãîé � Cknk!(n−k)! ñïî-
ñîáàìè � ñíà÷àëà ðàçáèòü åãî íà äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâà (Ckn ñïîñîáàìè), à çàòåì óïîðÿäî÷èòü êàæ-
äîå èç íèõ (ñîîòâåòñòâåííî k! è (n − k)! ñïîñîáàìè). Ïî-
ýòîìó n! = Cknk!(n− k)!

1.32. Ñ îäíîé ñòîðîíû, n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ìîæ-
íî óïîðÿäî÷èòü n! ñïîñîáàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû �

Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km!

ñïîñîáàìè � ñíà÷àëà ðàçáèòü åãî íàm íåïåðåñåêàþùèõñÿ
ïîäìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km
ýëåìåíòîâ (ýòî ìîæíî ñäåëàòü Cn(k1, k2, . . . , km) ñïîñîáà-
ìè), à çàòåì óïîðÿäî÷èì êàæäîå èç íèõ ñîîòâåòñòâåííî
k1!, k2!, . . . , km! ÷èñëîì ñïîñîáîâ. Ïîýòîìó

n! = Cn(k1, k2, . . . , km)k1!k2! . . . km!

1.33. Ñëîâî çàäàåòñÿ âûáîðîì ìåñò ïîä áóêâó êàæäî-
ãî òèïà (ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà).

1.34. Cm+n+s(m,n, s). 1.35. C3n(n, n, n).
1.36. Ñëîâó äëèíîé n èç r1 áóêâ a1, r2 áóêâ a2, . . . ,

rk áóêâ ak (à òàêèõ ñëîâ n!/(r1!r2! . . . rk!)) ñîîòâåòñòâóåò
ïðîèçâåäåíèå ar11 a

r2
2 . . . arkk .

1.37. Êàæäîìó ñî÷åòàíèþ ñ ïîâòîðåíèÿìè èç m ýëå-
ìåíòîâ ïî n ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü èç n íóëåé, ðàçäåëåííûõ m − 1 åäèíèöàìè
(ïðè÷åì ÷èñëî íóëåé ìåæäó åäèíèöàìè ðàâíî ÷èñëó ýëå-
ìåíòîâ äàííîãî òèïà) è íàîáîðîò.

21.2 Ê ãëàâå 2

2.1◦. à) A � ãåðá íå âûïàë; á) B � õîòÿ áû îäèí
ïðîìàõ â òðåõ âûñòðåëàõ â) C � íè îäíîãî ïîïàäàíèÿ â
òðåõ âûñòðåëàõ.

2.2◦. à) A = A1 ∩ A2 ∩ A3; á) B = A1 ∩ A2 ∩ A3;
â) C = (A1 ∩ A2 ∩ A3)∪ (A1 ∩ A2 ∩ A3)∪ (A1 ∩ A2 ∩ A3);
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ã) D = (A1 ∩A2 ∩A3) ∪ (A1 ∩A2 ∩A3) ∪ (A1 ∩A2 ∩A3) ∪
∪(A1 ∩A2 ∩A3).

2.3◦. à)A ∩ B ∩ C; á)A ∩ B ∩ C; â)A ∩ B ∩ C;
ã) A∪B ∪C; ä) (A∩B ∩C)∪ (A∩B ∩C)∪ (A∩B ∩C);
å) A ∩B ∩ C.

2.4.

A =
n⋂
i=1

Ai, B =
n⋃
i=1

Ai,

C = (A1 ∩A2 ∩A3 ∩ . . . ∩An) ∪ (A1 ∩A2 ∩A3 ∩ . . .

. . . ∩An) ∪ . . . ∪ (A1 ∩A2 ∩A3 ∩ . . . ∩An).

2.5.

A =
m⋃
j=1

n⋃
i=1

Aji, B =
m⋂
j=1

n⋃
i=1

Aji.

2.7◦. Ïðîñòðàíñòâî Ω � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ
ïàð (i, j), i, j = 1, 2, . . . , 6, ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ
n(Ω) = 6 · 6 = 36; A = {(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)},
n(A) = 5; B � ìíîæåñòâî ïàð (i, j), â êîòîðûõ âñòðå÷à-
åòñÿ 6, n(B) = 11; C � ìíîæåñòâî ïàð (i, j), â êîòîðûõ i
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 2, 4, 6, n(C) = 18; D = {(i, j) : i, j =
1, 3, 5}, n(D) = 9.

2.11. Ïðîñòðàíñòâî Ω ñîñòîèò èç n-ýëåìåíòíûõ ïîä-
ìíîæåñòâ N -ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà èçäåëèé; â ñîáûòèå
A âõîäÿò òå èç íèõ, êîòîðûå ñîäåðæàò ðîâíî m áðàêîâàí-
íûõ èçäåëèé; n(Ω) = CnN ; n(A) = CmMC

n−m
N−M .

2.12.Ïðîñòðàíñòâî Ω ñîñòîèò èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
äëèíîé 7, îáðàçîâàííûõ èç 10 ÷èñåë (íîìåðîâ ýòàæåé, íà
êîòîðûõ îñòàíàâëèâàåòñÿ ëèôò); â ñîáûòèå A âõîäÿò ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè, ñîñòîÿùèå èç ðàçëè÷íûõ ÷èñåë;
n(Ω) = 107; n(A) = 10 · 9 . . . 4.

2.13. Ω = {Ã,ÐÃ,ÐÐÃ, . . .}; A = {ÐÐ . . .ÐÃ︸ ︷︷ ︸
k

}, B =

= {Ã,ÐÃ,ÐÐÃ, . . . ,ÐÐ . . .ÐÃ︸ ︷︷ ︸
k−1

}; C = {Ã,ÐÐÃ,ÐÐÐÐÃ, . . .};

D = {ÐÃ,ÐÐÐÃ,ÐÐÐÐÐÃ, . . .}.
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2.14. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ïðî-
ñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ýòîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà. Åñëè îáîçíà÷èòü áåëûé øàð ÷åðåç W , ÷åð-
íûé � ÷åðåç B, òî ìíîæåñòâîì èñõîäîâ ñòîõàñòè÷åñêîãî
ýêñïåðèìåíòà áóäåò Ω = {WW,WB,BW}.

Åñëè áåëûé øàð, êîòîðûé êëàäóò â óðíó, îáîçíà÷èòü,
íàïðèìåð, ÷åðåç W ∗, òî Ω∗ = {WW ∗,W ∗W,BW ∗,W ∗B}.

2.15. Ω ñîñòîèò èç ñëîâ äëèíîé n, îáðàçîâàííûõ èç
�áóêâ� 1, 2, . . . , 6; n(Ω) = 6n. Ñîáûòèå A îïèñûâàåòñÿ
ñëîâàìè äëèíîé n, îáðàçîâàííûìè èç n1 áóêâ 1, n2 áóêâ 2,
. . . , n6 áóêâ 6; n(A) = n!/(n1!n2! . . . n6!).

2.16. n(Ω) = Cn2n; n(A) = Cn−1
2n−2C

1
2 ; n(B) = Cn−2

2n−4C
2
4 .

Ñì. òàêæå çàäà÷ó 3.3. è 3.11.
2.17. n(Ω) = 12r; n(A) = 12r − 12 · 11 . . .

. . . (12−(r−1)); n(B) = r11r−1; n(C) = 12r−11r; n(D) =
= 11r.

2.18. n(Ω) = n!; n(A) = (n− 1)!; n(B) = (n− 2)!
2.19. Ω � ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê, ñîñòàâ-

ëåííûõ èç ÷èñåë îò 1 äî 6; A � ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî-
÷åííûõ òðîåê, â êîòîðûõ 1 âñòðå÷àåòñÿ îäèí ðàç; B � â
êîòîðûõ 6 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî äâà ðàçà; C � ñîñòàâëåíî
èç ðàçëè÷íûõ ÷èñåë; D = {(1; 1; 1), (2; 2; 2), . . . , (6; 6; 6)};
n(Ω) = 63; n(A) = C1

352; n(B) = C2
35; n(C) = 6 · 5 · 4;

n(D) = 6.
2.20. Ω � ìíîæåñòâî âñåõ áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòåé, îáðàçîâàííûõ áóêâàìè Ã, Ð íà íå÷åòíûõ ìå-
ñòàõ è öèôðàìè 1, 2, . . . , 6 íà ÷åòíûõ. Ñîáûòèå A îïèñûâà-
åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç Ω, êîòîðûå çàïèñûâàþòñÿ
äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ áóêâû Ã áóêâàìè Ð íà íå÷åòíûõ
ìåñòàõ è öèôðàìè 1, 2, . . . , 5 � íà ÷åòíûõ. Ñîáûòèå B
îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç Ω, êîòîðûå çàïè-
ñûâàþòñÿ äî ïåðâîãî ïîÿâëåíèÿ öèôðû 5 áóêâàìè Ð íà
íå÷åòíûõ ìåñòàõ è öèôðàìè 1, 2, 3, 4, 6 � íà ÷åòíûõ.

2.21∗. Êàæäîé ÷àñòèöå ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íî-
ìåð ÿ÷åéêè, â êîòîðîé îíà îêàçàëàñü. Ω � ìíîæåñòâî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, äëèíîé n, ñîñòàâëåííûõ èç ÷èñåë
1, 2, . . . ,m. Ñîáûòèå A îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿ-
ìè äëèíîé n, ñîñòàâëåííûìè èç k1 åäèíèö, k2 äâîåê, . . . ,
km ÷èñåë m.

2.22∗. Ω � ìíîæåñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (x1, x2, . . .
. . . , xm), ñîñòàâëåííûõ èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë, òàêèõ,
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÷òî
x1 + x2 + . . .+ xm = n.

Ñîáûòèå A îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè (x1, x2, . . .
. . . , xm), îáðàçîâàííûìè ïîëîæèòåëüíûìè öåëûìè ÷èñëà-
ìè.

21.3 Ê ãëàâå 3

3.1. P (A) = 1− P (Ā) = 1−Ar365/365r.
3.2. P (A) = 1−Ar12/12r, åñëè r ≤ 12, è P (A) = 1, åñëè

r > 12.
3.3. Ìû áóäåì ðàçëè÷àòü ïîäãðóïïû: ïîäãðóïïà 1◦

è ïîäãðóïïà 2◦. Èñõîä ýêñïåðèìåíòà � óïîðÿäî÷åííàÿ
ïàðà n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ 2n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà (ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé � ìíîæåñòâî
âñåõ òàêèõ ïàð). Ïðè ýòîì âûáîð îäíîãî èç n-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ïàðû (îäíîé èç ïîäãðóïï, íàïðèìåð ïîä-
ãðóïïû 1◦), îïðåäåëÿåò ñîñòàâ äðóãîãî ïîäìíîæåñòâà
(ïîäãðóïïû 2◦). Ïîýòîìó èñõîäîâ âñåãî Cn2n. Ìîäåëü êëàñ-
ñè÷åñêàÿ.

Ñîáûòèå A � �äâå íàèáîëåå ñèëüíûå êîìàíäû îêàçà-
ëèñü â ðàçíûõ ïîäãðóïïàõ� � îïèñûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åí-
íûìè ïàðàìè n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, â ñîñòàâ êàæ-
äîãî èç êîòîðûõ âõîäèò ðîâíî îäíà èç íàèáîëåå ñèëüíûõ
êîìàíä. Ïîýòîìó

P (A) = C1
2C

n−1
2n−2/C

n
2n.

Ñîáûòèå B � �äâå íàèáîëåå ñèëüíûå êîìàíäû îêàçà-
ëèñü â îäíîé ïîäãðóïïå� îïèñûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè
ïàðàìè n-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ òàêèìè, ÷òî â ñîñòàâ
îäíîãî n-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà âõîäÿò äâå íàèáîëåå
ñèëüíûå êîìàíäû, â ñîñòàâ äðóãîãî � íè îäíîé. Ïîýòîìó
ñíà÷àëà âûáåðåì ïîäãðóïïó (1◦ èëè 2◦), â ñîñòàâ êîòîðîé
âîéäóò äâå íàèáîëåå ñèëüíûå êîìàíäû (C1

2 ñïîñîáàìè), à
çàòåì äîïîëíèì åå äî ïîëíîãî ñîñòàâà Cn−2

2n−2 ñïîñîáàìè.
Îòñþäà

P (B) = C1
2C

n−2
2n−2/C

n
2n.
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3.4◦. 1/5! 3.5. 2/n.
3.6. 1)C3

20/C
3
25; 2) C

2
20C

1
5/C

3
25; 3) C

2
20C

1
5/C

3
25+C

3
20/C

3
25;

4) 1− C3
20/C

3
25 − C2

20C
1
5/C

3
25.

3.7. 1/26.
3.9. Ðåøåíè å 1. Áóäåì ñ÷èòàòü áóêâû ðàçëè÷èìû-

ìè, íàïðèìåð, À1,À2,À3,Ì1,Ì2,Ò1,Ò2. Èñõîä ýêñïåðèìåí-
òà � ïåðåñòàíîâêà èç 10 ðàçëè÷èìûõ áóêâ. Ìîäåëü êëàñ-
ñè÷åñêàÿ. Ñîáûòèå A � ïîëó÷èëîñü ñëîâî �ìàòåìàòèêà�
� îáðàçóþò ïåðåñòàíîâêè, â êîòîðûõ áóêâû ñòîÿò íà ñâî-
èõ ìåñòàõ. Òàêèõ ïåðåñòàíîâîê 3!2!2! Ïîýòîìó P (A) =
= 3!2!2!/10!

Ðåøåíè å 2. Èñõîä ýêñïåðèìåíòà � ñëîâî äëèíîé
10, ñîñòàâëåííîå èç áóêâ À,À,À,Å,È,Ê,Ì,Ì,Ò,Ò. Òà-
êèõ ñëîâ 10!/3!2!2! Ñîáûòèå A ñîñòîèò èç îäíîãî ñëîâà,
ïîýòîìó P (A) = 3!2!2!/10!

3.10. Èñõîä ýêñïåðèìåíòà � ïåðåñòàíîâêà èç n ýëå-
ìåíòîâ. Ñîáûòèå �ìåæäó A è B ðàñïîëîæåíû r ÷åëîâåê�
îïèñûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè, â êîòîðûõ ìåæäó ýëåìåí-
òàìè A è B ðàçìåùåíî r ýëåìåíòîâ. ×èñëî òàêèõ ïåðå-
ñòàíîâîê ðàâíî (n− r− 1)2!(n− 2)! Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü
ðàâíà 2(n− r − 1)/(n(n− 1)).

3.11. à) C1
2C

9
18/C

10
20 ; á) C2

4C
8
16/C

10
20 .

3.12. (k − 1)(n− k)/C2
n.

3.13. Êàæäîìó ïàññàæèðó ïðèïèøåì íîìåð âàãîíà,
â êîòîðûé îí ñàäèòñÿ, ω � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé 9,
ñîñòàâëåííàÿ èç ÷èñåë 1,2,3 (ñëîâî äëèíîé 9, îáðàçîâàí-
íîå �áóêâàìè� 1,2,3); ìîäåëü êëàññè÷åñêàÿ.

Ñîáûòèå �â êàæäûé âàãîí ñÿäóò ïî òðè ïàññàæèðà�
îïèñûâàåòñÿ ñëîâàìè äëèíîé 9, îáðàçîâàííûìè 3 åäèíè-
öàìè, 3 äâîéêàìè, 3 òðîéêàìè; òàêèõ ñëîâ 9!/(3!3!3!). Ïî-

ýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
9!/(3!3!3!)

39 .

Ñîáûòèå �â îäèí âàãîí ñÿäóò ÷åòûðå, âòîðîé � òðè,
òðåòèé � äâà ïàññàæèðà� îïèñûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òÿìè (ñëîâàìè) äëèíîé 9, îáðàçîâàííûìè öèôðàìè (áóê-
âàìè) 1, 2, 3, ïðè÷åì îäíà öèôðà âñòðå÷àåòñÿ ÷åòûðå, äðó-
ãàÿ òðè, òðåòüÿ äâà ðàçà. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî òàêèõ ñëîâ.
Ïåðâûì äåéñòâèåì âûáèðàåì áóêâó (öèôðó), êîòîðàÿ
âñòðå÷àåòñÿ ÷åòûðå ðàçà (òðåìÿ ñïîñîáàìè), çàòåì òó, êî-
òîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ òðè ðàçà (äâóìÿ ñïîñîáàìè); âñòðå÷à-
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þùóþñÿ äâà ðàçà, ìîæåò áûòü âûáðàíà îäíèì ñïîñîáîì.
Âòîðûì äåéñòâèåì èç âûáðàííûõ áóêâ (öèôð) îáðàçóåì
ñëîâî äëèíîé 9 ñ çàäàííûì ÷èñëîì áóêâ (9!/(4!3!2!) ñïîñî-
áàìè). Ïîýòîìó îïèñàííûõ âûøå ñëîâ, ñîãëàñíî ïðàâèëó
óìíîæåíèÿ, 3! · 9!/(4!3!2!). Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðî-
ÿòíîñòü ðàâíà

3!9!/(4!3!2!)

39 .

3.14. A7
10/107, ÷òî ïðèáëèæåííî ðàâíî 0, 06.

3.15. 12!/1212. 3.16.
CmMC

n−m
N−M

CnN
,

min{M,n}∑
k=m+1

CkMC
n−k
N−M

CnN
.

3.17.
min{m,r}∑
s=1

CsmC
r−s
n−m

Crn
, åñëè r ≤ n − m, è 1, åñëè

r > n−m.

3.18.
min{n,k}∑
s=r

CsnC
k−s
N−n

CkN
.

3.19. Ar = {ó÷àñòíèê óãàäàë r âèäîâ}, r = 3, 4, 5, 6;
P (A3) = 0, 017650, P (A4) = 0, 000969, P (A5) = 0, 000018,
P (A6) = 0, 00000007151, P{ó÷àñòíèê ïîëó÷èë âûèãðûø} =
= P (A3∪A4∪A5∪A6) = P (A3)+P (A4)+P (A5)+P (A6) =
= 0, 01863707115.

3.20. 12!/(26612), ÷òî ñîñòàâëÿåò ïðèáëèçèòåëüíî 0,0034.
3.21. n!/(6nn1!n2! . . . n6!). 3.22◦. 1/4!
3.24◦. P (A) = 3/8, P (B) = 7/8, P (A ∩ B) = 3/8,

P (B/A) = 1.
3.25. 1/6n−1. 3.26◦. 1/65.
3.27. Åñëè ëèöà ñàäÿòñÿ â ðÿä, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

ðàâíà 2/n.
Ñïîñîáû ðàçìåùåíèÿ ëèö çà êðóãëûì ñòîëîì îòëè÷à-

þòñÿ âçàèìíûì ðàçìåùåíèåì ëèö ìåæäó ñîáîé.
Ñíà÷àëà ðàçìåùàåì çà êðóãëûì ñòîëîì ïåðâîå èç äâóõ

óêàçàííûõ ëèö (íå èìååò çíà÷åíèÿ íà êàêîì ìåñòå � ñòîë
êðóãëûé). Äàëåå ïåðåíóìåðóåì îñòàâøèåñÿ ìåñòà, íàïðè-
ìåð ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, è ðàñïîëîæèì íà íèõ îñòàëü-
íûå (n−1) ëèö, (n−1)! ñïîñîáàìè. Ïðè ýòîì ÷èñëî ñïîñî-
áîâ, êîãäà äâà óêàçàííûå ëèöà áóäóò ñèäåòü ðÿäîì, ðàâíî
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2!(n − 2)! Ïîýòîìó èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
(2!(n− 2)!)/(n− 1)! = 2/(n− 1).

3.28∗. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ åäèíèöû õîòÿ áû îäèí
ðàç â ÷åòûðåõ ïîäáðàñûâàíèÿõ ðàâíà 1−(5/6)4, à ïîÿâëå-
íèå ïàðû (1, 1) õîòÿ áû îäèí ðàç â 24 ïîäáðàñûâàíèÿõ ïà-
ðû êóáèêîâ ðàâíî 1−(35/36)24. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî
1 − (5/6)4 > 1 − (35/36)24. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíî-
âèòü, ÷òî (35/36)24 > (5/6)4 èëè (35/36)6 > 5/6. Ïîñëåä-
íåå ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç íåðàâåíñòâà (1 + x)n > 1 + nx
(ãäå x > −1, n ≥ 1) äëÿ n = 6, x = −1/36.

3.29. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî∑
ω∈Ω

P (ω) = 1.

3.31. Êàæäîé èç n ÷àñòèö ïðèïèøåì íîìåð ÿ÷åéêè,
â êîòîðóþ îíà ïîïàëà. Èñõîä ω ñòîõàñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (ñëîâî) äëèíîé n, ñîñòàâ-
ëåííàÿ èç ÷èñåë 1, 2, . . . ,m. Ñîãëàñíî ïðàâèëó óìíîæåíèÿ
èñõîäîâ âñåãî � mn. Ïîñêîëüêó îòíîñèòåëüíî ÿ÷ååê âñå
÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ, òî êàæäîìó
èñõîäó åñòåñòâåííî ïðèïèñàòü îäíó è òó æå âåðîÿòíîñòü
(ìîäåëü êëàññè÷åñêàÿ). Ñîáûòèå �â ïåðâîé, âòîðîé, . . . ,
m-é ÿ÷åéêàõ áóäåò ñîîòâåòñòâåííî k1, k2, . . . , km ÷àñòèö�
îáðàçóþò ñëîâà äëèíîé n, ñîñòàâëåííûå èç k1 åäèíèö, k2
äâîåê, . . . , km ÷èñåëm. Âñåãî òàêèõ ñëîâ n!/(k1!k2! . . . km!).
È ïîñêîëüêó ìîäåëü êëàññè÷åñêàÿ, òî èñêîìàÿ âåðîÿò-
íîñòü ðàâíà n!

k1!k2! . . . km!mn .

3.32. 6
(n− 2)(n− 1)

(ñì. òàêæå ðåøåíèå ê çàäà÷å 3.27).

3.36. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûðåõçíà÷íûé íîìåð
ñîñòîèò èç ðàçíûõ öèôð, ðàâíà 10 · 9 · 8 · 7

104 .

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûðåõçíà÷íûé íîìåð èìååò

òîëüêî äâå îäèíàêîâûå öèôðû, ðàâíà
10C2

94!/(2!1!1!)
104 .

×åòûðåõçíà÷íûé àâòîìîáèëüíûé íîìåð � óïîðÿäî-
÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé 4 (ñëîâî), îáðàçîâàí-
íîå öèôðàìè 0, 1, 2, . . . , 9; âñåãî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé 104. Íîìåðà, èìåþùèå äâå ïàðû îäèíàêîâûõ öèôð,
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� ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíîé 4 (ñëîâà), îáðàçîâàí-
íûå äâóìÿ ðàçíûìè öèôðàìè, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ïî
äâà ðàçà, èõ âñåãî C2

104!/(2!2!). (Ñíà÷àëà èç 10 öèôð âû-
áèðàåì äâå (C2

10 ñïîñîáàìè), à çàòåì èç íèõ îáðàçóåì ñëî-
âî äëèíîé 4, â êîòîðîå êàæäàÿ áóêâà âõîäèò äâàæäû �
4!/(2!2!) ñïîñîáàìè.) Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷å-
òûðåõçíà÷íûé íîìåð èìååò äâå ïàðû îäèíàêîâûõ öèôð,

ðàâíà
C2

104!/(2!2!)
104 (ñì. òàêæå çàäà÷ó 3.13).

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûðåõçíà÷íûé íîìåð èìååò

òðè îäèíàêîâûå öèôðû, ðàâíà
10 · 9 · 4!/(3!1!)

104 .

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷åòûðåõçíà÷íûé íîìåð ñîñòîèò
èç îäèíàêîâûõ öèôð, ðàâíà 1/103.

3.38.Èñõîä ω � óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà ÷èñåë (i, j), i 6= j;
i, j ≤ N ; n(Ω) = N(N−1). Ñîáûòèå A = {ξ1 < ξ2} îïèñû-
âàåòñÿ ìíîæåñòâîì ïàð (i, j), äëÿ êîòîðûõ i < j; n(A) âû-
÷èñëÿåì òàê: åñëè ïåðâîå ÷èñëî ðàâíî k, òî âòîðîå ìîæíî
âûáðàòü (N − k) ñïîñîáàìè, ïîýòîìó

n(A) =
N−1∑
k=1

(N − k) =
1

2
N(N − 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, P{ξ1 < ξ2} = 1/2.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó äëÿ òðåõ ÷èñåë. Ïóñòü k � ïåðâîå

÷èñëî (1 ≤ k ≤ N − 2), òîãäà äâà äðóãèõ íåîáõîäèìî
âûáðàòü èç ìíîæåñòâà ÷èñåë {k + 1, . . . , N} òàê, ÷òîáû
ξ2 < ξ3, à ýòî ðàññìîòðåíî âûøå.

3.40. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà
äàííîé (âûáðàííîé âàìè) äâåðüþ, ðàâíà 1/3, à ñëåäîâà-
òåëüíî, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà äàííîé äâåðüþ àâòîìî-
áèëÿ íåò, ò. å. àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà îäíîé èç äâóõ
äðóãèõ äâåðåé, ðàâíà 2/3. Ïîýòîìó ñëåäóåò îòêàçàòüñÿ
îò ïåðâîíà÷àëüíîãî âûáîðà äâåðè è âûáðàòü îñòàâøóþñÿ
äâåðü (îäíó äâåðü âåäóùèé óæå îòêðûë è çà íåé àâòî-
ìîáèëÿ íå îêàçàëîñü). (Çàìåòèì, ÷òî îòêðûâàåò âåäóùèé
äâåðü èëè íåò, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àâòîìîáèëü íàõîäèò-
ñÿ çà îñòàâøèìèñÿ, íå âûáðàííûìè Âàìè, äâåðÿìè ðàâ-
íà 2/3.)
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Ïðåäëîæåííîå ðåøåíèå îñîáåííî �ïðîçðà÷íî�, åñëè àâ-
òîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà îäíîé èç n äâåðåé (íàïðèìåð,
n = 1000).

Âåðîÿòíîñòü àâòîìîáèëþ íàõîäèòüñÿ çà âûáðàííîé âà-
ìè äâåðüþ ðàâíà 1/n, è ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü ïðî-
òèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ � àâòîìîáèëü íàõîäèòñÿ çà îä-
íîé èç n− 1 îñòàâøèõñÿ äâåðåé, ðàâíà 1− 1/n. Ïðè n =
= 1000 ýòà âåðîÿòíîñòü ñîñòàâëÿåò 0, 999. Òàê ÷òî îòêðûâ
îñòàâøóþñÿ äâåðü, âû ïî÷òè íàâåðíÿêà óåäåòå äîìîé íà
àâòîìîáèëå.

21.4 Ê ãëàâå 4

4.2◦.

à)
n∏
i=1

(1− pi); á) 1−
n∏
i=1

(1− pi); â)
n∑
i=1

pi
n∏

k=1,k 6=i
(1− pk).

4.3◦. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ñîáûòèå �îáúåêò îáíàðóæåí
â i-ì öèêëå�, i = 1, 2, . . . , n; ñîáûòèÿ Ai, i = 1, 2, . . . , n,
íåçàâèñèìû. Ñîáûòèå C � �îáúåêò îáíàðóæåí� � ÷åðåç

ñîáûòèÿ A1, A2, . . . , An ìîæíî âûðàçèòü òàê: C =
n⋃
i=1

Ai;

P (C) = = 1− P (C) = 1− P (
n⋂
i=1

Ai) = 1− (1− p)n.

4.4◦. Ai � ñîáûòèå �i-é áëîê ðàáîòàåò�, i = 1, 2, . . . , n;

ñîáûòèÿ Ai íåçàâèñèìû. A =
n⋂
i=1

Ai � ñîáûòèå �ïðèáîð

ðàáîòàåò�; P (A) = P (
n⋂
i=1

Ai) = pn (ñì. òàê æå çàäà÷ó 4.6).

4.5. 1) 1− (1− p)2; 2) 1− (1− p)(1− pp1).
4.6. 1) 1− (1− p)n;
2) A1 � �ïðèáîð ðàáîòàåò�; Ai � �ðàáîòàåò i-é äóáëè-

ðóþùèé ïðèáîð�, i = 2, 3, . . . , n; Bi � �ðàáîòàåò ïðèáîð
âêëþ÷åíèÿ i-ãî äóáëèðóþùåãî ïðèáîðà�, i = 2, 3, . . . , n
(âñå ñîáûòèÿ íåçàâèñèìû); C � �ñèñòåìà íå ðàáîòàåò�,

C = A1

n⋂
i=2

(
Bi

⋃(
Bi
⋂
Ai

))
;
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P (C) = 1− P (C) = 1− (1− p)(1− pp1)n−1;

×òîáû íàäåæíîñòü ñèñòåìû áûëà íå ìåíüøåé P , ÷èñëî
äóáëèðóþùèõ ïðèáîðîâ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå

ln(1− P )
/

ln(1− p).

4.7◦. à) 1/3; á) 3/11. 4.8◦. 1/2.

4.9◦. 1
N

N∑
i=1

mi
ni . 4.10◦. m1 + n1m2

n1(n2 + 1)
.

4.11◦. 4/11.
4.12. 1− (1− pp1 − (1− p)p0)n.

4.13. 1− (1− pp2 − (1− p)p1)n. 4.14◦. n+ 2
2(n+ 1)

.

4.15◦. Âåðîÿòíîñòü ïðåäïîëîæåíèÿ �â óðíå k áåëûõ
øàðîâ� ðàâíà 2k/(n(n+ 1)).

4.17. Âåðîÿòíåå, ÷òî ñòðåëîê C â ìèøåíü ïîïàë.
4.18. 48/95. 4.19. 0, 52. 4.20. np2

p1 + np2
.

4.21∗. Ïîìåòèì îäíó èç êîðîáîê, íàïðèìåð, çâåçäî÷-
êîé. Ïîñêîëüêó êîðîáêè áåðóò íàóäà÷ó, òî âåðîÿòíîñòü
âçÿòü ìå÷åíóþ êîðîáêó ðàâíà 1/2.

Åñëè îäíà èç êîðîáîê îêàçàëàñü ïóñòîé, à äðóãàÿ ñî-
äåðæèò r ñïè÷åê, òî êîðîáêè áðàëè 2N − r ðàç.

Ðàññìîòðèì 2N−r èñïûòàíèé Áåðíóëëè (êîðîáêè áðà-
ëè 2N − r ðàç) ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â îäíîì èñïûòàíèè
1/2 (óñïåõ � âçÿëè ìå÷åíóþ êîðîáêó). Åñëè ïóñòîé îêàçà-
ëàñü ìå÷åíàÿ êîðîáêà, òî âåðîÿòíîñòü N óñïåõîâ â 2N−r
èñïûòàíèÿõ ðàâíà CN2N−r/2

2N−r, à åñëè ïóñòîé îêàçàëàñü
íå ìå÷åíàÿ êîðîáêà, òî âåðîÿòíîñòü N−r óñïåõîâ â 2N−r
èñïûòàíèÿõ

CN−r2N−r/2
2N−r = CN2N−r/2

2N−r.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

CN2N−r/2
2N−r.

4.22. 1/9; 2/9.
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4.23. Ïóñòü ñîáûòèå S � �÷åëîâåê áîëåí�, S � �÷åëî-
âåê çäîðîâ�, RS � �ðåçóëüòàò ðåíòãåíîâñêîãî àíàëèçà ïî-
ëîæèòåëüíûé� (÷åëîâåê ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó ðåíòãåíîâ-
ñêîãî àíàëèçà ïðèçíàí áîëüíûì). Ïî óñëîâèþ çàäà÷è

P (RS |S) = 1− β, P (S) = γ, P (S) = 1− γ, P (RS |S) = α.

Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü P (S|RS).

P (S|RS) = α(1− γ)/(α(1− γ) + (1− β)γ).

4.24. Ïóñòü ñîáûòèå S � �èçäåëèå ñòàíäàðòíîå�, S �
�èçäåëèå íåñòàíäàðòíîå�, DS � �êëàññèôèêàöèÿ èçäåëèÿ
êàê ñòàíäàðòíîãî�. Ïî óñëîâèþ

P (S) = 0, 96, P (DS |S) = 0, 98, P (DS |S) = 0, 05.

Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü P (S|DS).
P (S|DS) = 0, 9978.
4.25◦. 2/5. 4.26. 5/13.
4.27.

NkMk

(Nk +Mk)(Nk +Mk − 1)

(
3∑
i=1

NiMi

(Ni +Mi)(Ni +Mi − 1)

)−1

.

4.28. Çàäà÷ó î ðàçäåëå ñòàâêè Ïàñêàëü è Ôåðìà ðàñ-
ñìàòðèâàëè êàê âåðîÿòíîñòíóþ.

Ïóñòü âìåñòî èãðîêîâ, êîòîðûå ïðåðâàëè èãðó, åå ïðî-
äîëæàþò äâîå íîâûõ èãðîêîâ (îäèí çà ïåðâîãî, äðóãîé �
çà âòîðîãî, ìû ïî-ïðåæíåìó áóäåì íàçûâàòü èõ ïåðâûì
è âòîðûì èãðîêàìè). Îíè èãðàþò äî âûèãðûøà îäíèì èç
èãðîêîâ øåñòè ïàðòèé. Ïðè ýòîì 6 ïàðòèé ìîæåò âûèã-
ðàòü êàê ïåðâûé èãðîê, òàê è âòîðîé. Âîò òîëüêî ñ ðàç-
íûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Âïîëíå åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ñïðà-
âåäëèâûì ðàçäåë ïðèçà ïðîïîðöèîíàëüíî âåðîÿòíîñòÿì
âûèãðàòü 6 ïàðòèé ñîîòâåòñòâåííî ïåðâûì è âòîðûì ïðè
ïðîäîëæåíèè èãðû.

Èãðà áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ íå áîëåå ÷åì òðè ïàðòèè.
Ïóñòü ñîáûòèå Ai � �ïåðâûé èãðîê âûèãðàë i-þ ïàðòèþ�,
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Bi � �âòîðîé èãðîê âûèãðàë i-þ ïàðòèþ�, i = 1, 2, 3;
C � èãðó âûèãðàë ïåðâûé. Î÷åâèäíî,

C = A1 ∪ (B1 ∩A2) ∪ (B1 ∩B2 ∩A3) ,

C � îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ñîáûòèé, ïðè÷åì ñî-
áûòèÿ Ai è Bj ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ èíäåêñîâ íåçàâèñè-
ìû, ïîýòîìó

P (C) = P (A1) + P (B1)P (A2) + P (B1)P (B2)P (A3) =

=
1

2
+

1

22
+

1

23
=

7

8
.

Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà èãðû âòîðûì èãðîêîì ðàâíà 1/8.
Ïîýòîìó ïðèç íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü â îòíîøåíèè 7 : 1.

4.29. Ïðèç íåîáõîäèìî ðàçäåëèòü â îòíîøåíèè 15 : 1.
4.30. Øàð, êîòîðûé èçíà÷àëüíî íàõîäèòñÿ â óðíå,

îáîçíà÷èì ÷åðåç W , åñëè îí áåëûé, è ÷åðåç B, åñëè îí
÷åðíûé, à áåëûå øàðû, êîòîðûå êëàäóò â óðíó îáîçíà-
÷èì ÷åðåç Wi, i = 1, 2, . . . , n (áóäåì ñ÷èòàòü èõ ðàçëè-
÷èìûìè). Ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîì èç-
âëå÷åíèè èç óðíû (n + 1) øàðîâ. Èñõîä ýêñïåðèìåíòà
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû (n + 1), ñîñòàâëåííàÿ èç
áóêâ W1,W2, . . . ,Wn,W èëè èç áóêâ W1,W2, . . . ,Wn, B.
Ïîñêîëüêó ñíà÷àëà â óðíå ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 íàõîäèòñÿ
áåëûé èëè ÷åðíûé øàð, òî åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ìîäåëü
êëàññè÷åñêîé. Ïóñòü An � ñîáûòèå �ïåðâûå n èçâëå÷åí-
íûõ øàðîâ áåëûå�, A � �ïîñëåäíèé èçâëå÷åííûé øàð áå-
ëûé�. ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü

P (A/An) =
P (A ∩An)

P (An)
.

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè P (An) è P (A∩An) ïî ôîðìó-
ëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ðàññìàòðèâàÿ êàê ïîëíóþ ãðóï-
ïó ñîáûòèÿ: W � �ñíà÷àëà â óðíå íàõîäèòñÿ áåëûé øàð�,
B � �ñíà÷àëà â óðíå íàõîäèòñÿ ÷åðíûé øàð�. Èìååì

P (An) = P (An/W )P (W ) + P (An/B)P (B) =

= 1 · 1

2
+

n!

(n+ 1)!
· 1

2
=

1

2

(
1 +

1

n+ 1

)
;
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P (A∩An) = P ((A∩An)/W )P (W )+P ((A∩An)/B)P (B) =

= 1 · 1

2
+ 0 · 1

2
=

1

2
.

Òàê ÷òî

P (A/An) =
1/2

(1/2)(1 + 1/(n+ 1))
=
n+ 1

n+ 2
.

Èíòåðåñíî, ÷òî êîãäà n→∞, òî

P (A/An)→ 1.

Ïîñëåäíåå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ íàøåé èíòóèöèåé. Ïðè
íàëè÷èè â óðíå ÷åðíîãî øàðà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåð-
âûå n âûáðàííûõ øàðîâ áóäóò áåëûìè, ðàâíà

P (An/B) =
n!

(n+ 1)!
=

1

n+ 1
,

à âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ n èçâëå÷åííûõ øà-
ðîâ îêàæåòñÿ ÷åðíûé �

P (An/B) =
n

(n+ 1)
,

ïîñëåäíÿÿ ïðè áîëüøèõ n áëèçêà ê 1. Åñëè â óðíå ñíà÷àëà
áûë áåëûé øàð, òî P (An/W ) � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
ïåðâûå n èçâëå÷åííûõ øàðîâ áóäóò áåëûìè, ðàâíà 1. È
ïîñêîëüêó ïåðâûå n øàðîâ îêàçàëèñü áåëûìè, òî ñêîðåå
âñåãî ñíà÷àëà â óðíå áûë áåëûé øàð, à ñëåäîâàòåëüíî,
âåðîÿòíîñòü P (A/An) áëèçêà ê 1.

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà n = 1, ìû èìååì
äåëî ñ çàäà÷åé Ëüþèñà Êýððîëà, ïðè ýòîì

P (A/A1) =
n+ 1

n+ 2
=

2

3
,

÷òî ñîâïàäàåò ñ îòâåòîì ê ýòîé çàäà÷å.
4.32. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Aji ñîáûòèå �îáúåêò áóäåò îá-

íàðóæåí j-é ñòàíöèåé â i-ì öèêëå�, j = 1, 2, . . . ,m;
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i = 1, 2, . . . , n; ÷åðåç Aj ñîáûòèå � �îáúåêò áóäåò îáíà-
ðóæåí j-é ñòàíöèåé�, j = 1, 2, . . . ,m. Î÷åâèäíî,

Aj =

n⋃
i=1

Aji;

A =
m⋃
j=1

Aj =
m⋃
j=1

n⋃
i=1

Aji;

B =

m⋂
j=1

Aj =

m⋂
j=1

(
n⋃
i=1

Aji

)
.

Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèéAji, j = 1, 2, . . .
. . . ,m; i = 1, 2, . . . , n, èìååì

P (A) = 1− P (A) = 1− P

 m⋃
j=1

n⋃
i=1

Aji

 =

= 1− P

 m⋂
j=1

n⋂
i=1

Aji

 = 1− (1− p)nm;

P (B) = P

 m⋂
j=1

(
n⋃
i=1

Aji

) =

m∏
j=1

P

(
n⋃
i=1

Aji

)
=

=
m∏
j=1

(
1− P

(
n⋃
i=1

Aji

))
=

m∏
j=1

(
1− P

(
n⋂
i=1

Aji

))
=

=
m∏
j=1

(1− (1− p)n) = (1− (1− p)n)m.

4.33. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A ñîáûòèå �çà âûáðàííîé Âàìè
äâåðüþ íàõîäèòñÿ àâòîìîáèëü�, ÷åðåç B � �çà îòêðûòûìè
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âåäóùèì n − 2 äâåðÿìè íàõîäèòñÿ àâòîìîáèëü�. Âû÷èñ-
ëèì P (B), ðàññìîòðåâ A è A â êà÷åñòâå ïîëíîé ãðóïïû
ñîáûòèé:

P (B) = P (B/A)P (A) + P (B/A)P (A) =

= 0 · 1

n
+
n− 2

n− 1
· n− 1

n
=
n− 2

n
.

Çàìåòèì, ÷òî P (B) = 1− (n− 2)/n = 2/n � âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî çà îòêðûòûìè âåäóùèì äâåðÿìè àâòîìîáèëÿ
íåò (íî ýòî íå âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà àâòîìîáèëÿ Âàìè).

Âû÷èñëèì P (A/B) è P (A/B):

P (A/B) =
P (B/A)P (A)

P (B/A)P (A) + P (B/A)P (A)
=

=
1/n

1/n+ (1/(n− 1))((n− 1)/n)
=

1

2
,

à çíà÷èò, è P (A/B) = 1/2.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè àâòîìîáèëÿ íåò çà âûáðàííûìè

âåäóùèì äâåðÿìè, òî îí ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 íàõîäèòñÿ çà
ïåðâîíà÷àëüíî âûáðàííîé Âàìè äâåðüþ (è ñ òàêîé æå �
çà îñòàâøåéñÿ).

Âû÷èñëèì P (B ∩A) è P (B ∩A).
Î÷åâèäíî, A ⊂ B, ïîýòîìó B∩A = A, è, ñëåäîâàòåëü-

íî,
B = (B ∩A) ∪ (B ∩A) = A ∪ (B ∩A).

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà P (B ∩A) = P (A) = 1/n èìååì

P (B) = P (A) + P (B ∩A),

2

n
=

1

n
+ P (B ∩A).

Òàê ÷òî

P (B ∩A) =
1

n
, P (B ∩A) =

1

n
.

Ïîýòîìó, êàêóþ áû äâåðü âû íè âûáðàëè (ïîñëå âûáî-
ðà âåäóùåãî), âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ Âàñ ñîñòàâëÿ-
åò 1/n.
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21.5 Ê ãëàâå 5

5.1◦.

xi −
√

3/2 0
√

3/2

Pξ(xi) 1/3 1/3 1/3

5.2◦.

yj −1 1

Pη(yj) 3/7 4/7

5.3◦.

xi 0 1 2

Pξ(xi) 0, 27 0,58 0,15

5.4◦.

P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξn = kn} =
n∏
i=1

p(1− p)ki ;

k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ; . . . ; kn = 0, 1, . . .
5.6∗. (µ, s) = (µ(ζ∗), s(ζ∗)) �ôóíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåê-

òîðà ζ∗ = (sign ξ1, sign ξ2, . . . , sign ξn).
Ñíà÷àëà íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ζ∗:

P{ζ∗ = x} =

= P{(sign ξ1, sign ξ2, . . . , sign ξn) = (x1, x2, . . . , xn, )} =

=

n∏
i=1

P{sign ξi = xi} = pµ(x)qs(x)−µ(x)fn−s(x),

ãäå xi, i = 1, 2, . . . , n, ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ −1, 0, 1,
s(x) � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò âåêòîðà x îòëè÷íûõ îò íó-
ëÿ, µ(x) � ðàâíûõ +1.

P{µ = k, s = j} = P{µ(ζ∗) = k, s(ζ∗) = j} =
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=
∑

x:µ(x)=k,s(x)=j

Pζ∗(x) =

=
∑

x:µ(x)=k,s(x)=j

pµ(x)qs(x)−µ(x)fn−s(x) =

= CjnC
k
j p

kqj−kfn−j ,

k = 1, 2, . . . , j; j = 1, 2, . . . , n.

5.7. Ñì. 5.8.
5.8. Ðåøåíè å ê ï ó í ê ò ó 2(æ). Ñíà÷àëà íàéäåì

ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η).
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = ζ(ω) = (ξ(ω), η(ω)) ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå {Ω, P}. Ïðî-
ñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îáðàçóþò ïàðû (i, j),
i = 1, 2, . . . , 6, j = 1, 2, . . . , 6, à P (i, j) = 1/36 äëÿ âñåõ (i, j)
(âûáðàíà êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü, ïîñêîëüêó êîñòè ñèììåò-
ðè÷íû). Ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèåì ζ = (ξ, η) ÿâëÿåòñÿ

Pζ(i, j) = P{ζ = (i, j)} = 1/36, i, j = 1, 2, . . . , 6.

Òàáëè÷íàÿ ôîðìà çàïèñè ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû ζ = (ξ, η) ïðèâåäåíà â òàáë. 21.5.1.

Òàá ë èö à 21.5.1. Ðàñïðåäåëåíèå ζ = (ξ, η)

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ η

íèÿ ξ 1 2 3 4 5 6

1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

2 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

3 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

4 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

5 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36
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Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ζ = (ξ, η) (ñì. òàáë. 21.5.1), ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5.1.2)
(ãäå g = g(s, t) = max{s, t}, B = [3,+∞)), íàõîäèì

P{max{ξ, η} ≥ 3} = 1− P{max{ξ, η} < 3} =

= 1−
∑

(i,j):max{i,j}<3

Pζ(i, j) = 1− (Pζ(1, 1) + Pζ(1, 2)+

+Pζ(2, 1) + Pζ(2, 2)) = 1− 4/36 = 8/9.

Ðåøåíè å ê ï ó í ê ò ó 3(â). Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ξ è min{ξ, η} (ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà (ξ,min{ξ, η}))
íàõîäèì êàê ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè

θ = g(ξ, η) = (ξ,min{ξ, η})

îò ζ = (ξ, η) ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ζ = (ξ, η)
(ñì. òàáë. 21.5.1). Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé (5.1.2), âû÷èñëèì
íåñêîëüêî çíà÷åíèé Pθ(i, j) = P{(ξ,min{ξ, η}) = (i, j)}.
Èìååì

P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, 1)} =
∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,1)

Pζ(i, j) =

= Pζ(1, 1) + Pζ(1, 2) + . . .+ Pζ(1, 6) = 6/36;

P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, 2)} =
∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,2)

Pζ(i, j) = 0;

P{(ξ,min{ξ, η}) = (1, k)} =
∑

(i,j):(i,min{i,j})=(1,k)

Pζ(i, j) = 0;

k = 3, 4, 5, 6.
Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è min{ξ, η} (ðàñïðåäåëå-

íèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ = (ξ,min{ξ, η})) ïðèâåäåíî â
òàáë. 21.5.2.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è min{ξ, η} íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè, ïîñêîëüêó èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå îò-
ëè÷íî îò ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ξ è min{ξ, η} (ðàñïðåäåëåíèå min{ξ, η} ïðèâåäåíî â
îòâåòå ê ïóíêòó 1(á)).
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Òàáëèöà 21.5.2. Ðàñïðåäåëåíèå θ = (ξ,min{ξ, η})

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ min{ξ, η}
íèÿ ξ 1 2 3 4 5 6

1 6/36 0 0 0 0 0

2 1/36 5/36 0 0 0 0

3 1/36 1/36 4/36 0 0 0

4 1/36 1/36 1/36 3/36 0 0

5 1/36 1/36 1/36 1/36 2/36 0

6 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

Îòâåò ê ïóíêòó 1(à):

1 2 3 4 5 6

1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36

Îòâåò ê ïóíêòó 1(á):

1 2 3 4 5 6

11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36

Îòâåòû: 2(à) 1/6; 2(á) 3/4; 2(â) 1/3; 2(ã) 1/3; 2(ä) 1/9;
2(å) 4/9; 2(¼) 1/9; 2(æ) 8/9; 2(ç) 7/9.

Îòâåò ê ïóíêòó 3(á).
Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû θ = (ξ,max{ξ, η})

(ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è max{ξ, η}) ïðèâåäåíî â
òàáë. 21.5.3.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è max{ξ, η} íå ÿâëÿþòñÿ íåçà-
âèñèìûìè, ïîñêîëüêó èõ ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå (ñì.
òàáë. 21.5.3), îòëè÷íî îò ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è max{ξ, η} (ðàñïðåäåëåíèå max{ξ, η}
ïðèâåäåíî â îòâåòå ê ïóíêòó 1(à)).
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Òàá ë èö à 21.5.3. Ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå ξ è max{ξ, η}

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ max{ξ, η}
íèÿ ξ 1 2 3 4 5 6

1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36

2 0 2/36 1/36 1/36 1/36 1/36

3 0 0 3/36 1/36 1/36 1/36

4 0 0 0 4/36 1/36 1/36

5 0 0 0 0 5/36 1/36

6 0 0 0 0 0 6/36

5.11. P{ξ = η} =
n∑
k=1

akbk.

5.12.

P{ξ + η = k} =


k + 1

(n+ 1)2 , åñëè 0 ≤ k ≤ n;

2n− k + 1
(n+ 1)2 , åñëè n < k ≤ 2n.

5.13. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ = ξ + η èìååò ðàñïðåäå-
ëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ+ µ.

Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé (5.1.2). Ïðè ýòîì ñîâìåñò-
íîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ðàâíî ïðî-
èçâåäåíèþ ïóàññîíîâñêèõ ðàñïðåäåëåíèé, à g = g(x, y) =
= x+ y.

5.15.
P{(ξ,max{ξ, η}) = (i, j)} =

=

 p2(1− p)i+j , åñëè i < j;
p(1− p)i(1− (1− p)i+1), åñëè i = j;

0, åñëè i > j;

i, j = 0, 1, . . .;
P{max{ξ, η} = k} = p2(1−p)k

(
2(1− (1− p)k)/p+ (1− p)k

)
,

k = 0, 1, . . .
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5.16.

1 2 3 4 5 6 7

1/18 3/18 3/18 3/18 3/18 3/18 2/18

5.17.

Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = (ξ1, ξ2)

Çíà÷å- Çíà÷åíèÿ ξ2

íèÿ ξ1 0 1 2

0 1/8 1/4 1/8

1 1/8 1/4 1/8

5.18∗. p1 + p2 − p1p2.
5.19◦. 1) 80/243. 5.20◦. 0,0536. 5.21◦. 5/16.
5.22. 1)C1

10; 2) p(1−p)k−1; 3) (1−p)10, íåçàâèñèìî îò l.
5.23◦.

P{ξ = k} = Ck3

(
1

3

)k (2

3

)3−k
, k = 0, 1, 2, 3.

5.24.
a) 1− 56

66 ; á) 1− 17 · 511

612 ; â) 1− 268 · 516

618 .

5.25◦. P{ξ = k} = Ck10/2
10; k = 0, 1, . . . , 10.

5.26◦.

P{ξ = k} = Ck10

(
1

6

)k (5

6

)10−k
, k = 0, 1, . . . , 10.

5.27◦.

P{ξ = k} = Ck3

(
1

4

)k (3

4

)3−k
, k = 0, 1, 2, 3.



466 Ãëàâà 21. Ðåøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòû

5.28. Âåðîÿòíåå âûèãðàòü:
1) 3 ïàðòèè èç 5;
2) 2 ïàðòèè èç 4;
3) 3 ïàðòèè èç 4;
4) íå ìåíåå 5 ïàðòèé èç 8;
5) íå áîëåå ÷åì n èç 2n ïàðòèé;
6) íå áîëåå ÷åì n èç 2n+ 1 ïàðòèé.
5.29. Ñíà÷àëà âûïèøåì ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå

ξ1, ξ2, . . . , ξr, à çàòåì ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè

η = ξ1 + ξ2 + . . .+ ξr

îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , ξr.
Ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì ξ1, ξ2, . . . , ξr ÿâëÿåòñÿ

P (k1, k2, . . . , kr) = P{ξ1 = k1, ξ2 = k2, . . . , ξr = kr} =

=

r∏
i=1

p(1− p)ki = pr(1− p)k1+k2+···+kr ,

k1 = 0, 1, . . . ; k2 = 0, 1, . . . ; . . . ; kr = 0, 1, . . .

Äëÿ êàæäîãî k, k = 0, 1, . . . ,

Pη(k) = P{η = k} = P{ξ1 + ξ2 + . . .+ ξr = k} =

=
∑

(k1,k2,...,kr):k1+k2+···+kr=k

pr(1− p)k1+k2+···+kr =

=
∑

(k1,k2,...,kr):k1+k2+···+kr=k

pr(1− p)k = Cr−1
k+r−1p

r(1− p)k

(ñóììèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì íåîò-
ðèöàòåëüíûõ ÷èñåë k1, k2, . . . , kr, ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè
óðàâíåíèÿ x1 + x2 + · · ·+ xr = k, âñåãî òàêèõ ðåøåíèé �
Cr−1
k+r−1, ñì. ïðèìåð 1.1.14). Òàê ÷òî η èìååò îòðèöàòåëü-

íîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r, p).
5.30.Ïóñòü ξ � êîëè÷åñòâî ëèö, îáðàòèâøèõñÿ â ñïðà-

âî÷íîå áþðî, η � êîëè÷åñòâî îòêàçàâ. Ñîáûòèÿ {ξ = k},
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k = 0, 1, 2 . . ., îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé. Ñîãëàñ-
íî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P{η = s} =
∞∑
k=0

P{η = s|ξ = k}P{ξ = k} =

=
∞∑
k=s

P{η = s|ξ = k}P{ξ = k} =

=
∞∑
k=s

k!

s!(k − s)!
ps(1− p)k−sλ

k

k!
e−λ =

=
e−λpsλs

s!

∞∑
k=s

1

(k − s)!
(1− p)k−sλk−s =

=
e−λpsλs

s!
eλ(1−p) =

(λp)s

s!
e−λp.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî îòêàçîâ èìååò ïóàññîíîâñêîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λp.

5.31. Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λp
(ñì. çàäà÷ó 5.30).

5.32. Ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì λp
(ñì. çàäà÷ó 5.30).

5.34. Îáîçíà÷èì ÷åðåç k êîëè÷åñòâî ìåñò â êàæäîì
ãàðäåðîáå. Ïóñòü µi � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþ-
ùàÿ çíà÷åíèå 1, åñëè i-é çðèòåëü âûáðàë âõîä 1, è 0, åñëè
âûáðàë âõîä 2, i = 1, 2, . . . , 1000; µi � íåçàâèñèìûå ñëó-
÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

P{µi = x} = (1/2)x(1/2)1−x, x = 0, 1.

Òîãäà µ =
1000∑
i=1

µi � êîëè÷åñòâî çðèòåëåé, êîòîðûå âîøëè

÷åðåç âõîä 1, à 1000− µ � ÷åðåç âõîä 2.
Ñîáûòèå �âñå çðèòåëè èìåþò âîçìîæíîñòü ðàçäåòüñÿ�

â òåðìèíàõ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû µ çàïèøåòñÿ òàê:

{µ < k, 1000− µ < k} = {1000− k < µ < k}.
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Êîëè÷åñòâî ìåñò k (â êàæäîì ãàðäåðîáå) íàõîäèòñÿ
êàê ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ

P{1000− k < µ < k} ≥ 0, 90.

×òîáû íàéòè k, âîñïîëüçóåìñÿ èíòåãðàëüíîé òåîðåìîé
Ìóàâðà�Ëàïëàñà (ôîðìóëà (5.2.6)). Ñì. òàêæå ïðèìåð
5.2.1 è çàäà÷ó 5.39.

Îòâåò: k = 527.
5.35. Óïîðÿäî÷èòü x1, x2, . . . , xn ïî âîçðàñòàíèþ.
5.37. pk = (1/2)k. Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà äëÿ íà÷è-

íàþùåãî ïåðâûì â äâà ðàçà áîëüøå.
5.38. 1. Âåðîÿòíåå, ÷òî ñòðåëêè ïîëó÷àò ïðèç, ïîñêîëü-

êó P{ñòðåëêè íå ïîëó÷àò ïðèç} = (1 − 1/5)4 < 0, 5;
2. Îòíîøåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàâíî 3/2.

5.39. Ðåøåíè å (1◦à). ×àñòîòà νn ðàâíà µ/n, ãäå
µ � ÷èñëî òåõ ýêñïåðèìåíòîâ èç n ïðîâåäåííûõ, â êî-
òîðûõ ñîáûòèå ïðîèçîøëî.

Îòêëîíåíèå â îïûòå Áþôôîíà ñîñòàâëÿåò 2048/4040−
−0, 5 = 0, 007 = ε. Íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü

P{|νn − 0, 5| < ε}

äëÿ n = 4040.
×àñòîòó νn = µ/n ïðåäñòàâèì â âèäå

νn = µ/n =
1

n

n∑
i=1

µi,

ãäå µi ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñëè â ýêñïåðèìåíòå ñî-
áûòèå ïðîèçîøëî è 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû µi íåçàâèñèìû è q = P{µi = 0} = 1/2,
p = P{µi = 1} = 1/2. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ýêñïåðèìåíòîâ n
áîëüøîå (n = 4040), òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ P{|νn− 0, 5| < ε}
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èíòåãðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðå-
ìîé Ìóàâðà�Ëàïëàñà (ñì. (5.2.6)):

P{|νn − 0, 5| ≤ ε} = P
{

0, 5− ε ≤ µ

n
≤ 0, 5 + ε

}
=

= P

{
n(0, 5− ε)− np

√
npq

≤ µ− np
√
npq

≤ n(0, 5 + ε)− np
√
npq

}
=
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= P

{
−0, 88 ≤ µ− np

√
npq

≤ 0, 88

}
.

À ïîñëåäíÿÿ âåðîÿòíîñòü ñ íåçíà÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ
ðàâíà

1√
2π

0,88∫
−0,88

exp

{
−t2

2

}
dt = 0, 6212

(çíà÷åíèå èíòåãðàëà íàéäåíî ïî òàáë. 22.1.1 íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ).

5.40. Íåïîñðåäñòâåííî �ïåðåáèðàåì� âñå âàðèàíòû.
1) 4/27; 2) 1/9; 3) 23/27.

5.41.

Pξ(xi) = P{ξ = xi} = P{(ξ, η) ∈ {xi} × R1} =

=
∑

(xk,yj)∈{xi}×R1

Pζ(xk, yj) =
∑
yj

Pζ(xi, yj).

5.42. Ïóñòü Ω = {ω1, ω2}; P (ω1) = 1/2, P (ω2) = 1/2.
Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ = ξ(ω), η = η(ω) çàäàäèì ðàâåí-
ñòâàìè

ξ(ω1) = −1, ξ(ω2) = 1;

η(ω1) = 1, η(ω2) = −1.

Ðàñïðåäåëåíèÿ

Pξ((−1)i) = 1/2, i = 1, 2;

Pη((−1)j) = 1/2, j = 1, 2;

ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì
ξ 6= η.

5.44. ×èñëî íåóäà÷ ξ äî r-ãî óñïåõà â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p
â êàæäîì èñïûòàíèè èìååò îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (r; p):

Pξ(k) = Cr−1
k+r−1p

r(1− p)k, k = 0, 1, . . .
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Ðåøåíèå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ âåðîÿòíîñòè òî-
ãî, ÷òî ÷èñëî íåóäà÷ äî 4-ãî óñïåõà ðàâíî 6 (âåðîÿòíîñòü
óñïåõà â êàæäîì èñïûòàíèè 1/2). Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

C4−1
6+4−1(1/2)4(1− 1/2)6 = C3

9 (1/2)10.

21.6 Ê ãëàâå 6

6.1◦. 1) − 1/8; 2) (1 + e)(2 +
√

3)/12.
6.2. Mξ = 3/5, Dξ = 28/75,

xi 0 1 2
Pξ(xi) 7/15 7/15 1/15

6.3◦. 27/40. 6.4◦. −
√

3/8. 6.6◦. 0.
6.7◦. 1) 0; 2) 0; 3) 3

√
3/4. 6.8◦. 69/8.

6.9◦. 1)
√

3; 2) (8 +
√

3)/4.
6.10. Mη = 13/12; Dη = 59/144,

yj 0 1 2
Pξ(yj) 1/6 7/12 1/4

6.11◦. (2−
√

3)/12. 6.12◦. 1) (20 +
√

3)/8; 2) − 5/2.
6.13. 5/6. 6.14. 29/54.

6.15. 1)Mξ = 0; 2)M |ξ| = n(n+ 1)
2n+ 1 .

6.16. Mξ = λ, Mξ2 = λ+ λ2, Dξ = λ.
6.17. Ðåøåíèå ê ïóíêòó 3):

Dξη = Mξ2η2 − (Mξη)2 = Mξ2Mη2 − (Mξ)2(Mη)2

(ñì. òàêæå ïðèìåð 6.1.2).
Îòâåòû: 1) 1− e−λ; 2)λ2; 3)λ2(1 + 2λ); 4) 2λ.
6.18. Äëÿ |x| < 1

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
.
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Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî è óìíîæèâ íà x,
ïîëó÷èì

∞∑
k=1

kxk =
x

(1− x)2
. (21.6.1)

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ðàâåíñòâî (21.6.1) è óìíîæèâ åãî
íà x, ïîëó÷èì

∞∑
k=0

k2xk =
x(x+ 1)

(1− x)3
. (21.6.2)

Èç ðàâåíñòâ (21.6.1) è (21.6.2) ïðè x = 1− p èìååì

Mξ =

∞∑
k=0

k(1− p)kp = p

∞∑
k=0

k(1− p)k = p
1− p
p2

=
1− p
p

,

Mξ2 =

∞∑
k=0

k2(1− p)kp = p

∞∑
k=0

k2(1− p)k =
(1− p)(2− p)

p2
,

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 =
1− p
p2

.

6.19. ×èñëî ïîäáðàñûâàíèé ξ êîñòè äî ïåðâîãî âû-
ïàäåíèÿ øåñòåðêè � ãåîìåòðè÷åñêè ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì p = 1/6. ÏîýòîìóMξ = 5;
P{ξ ≤ 2} = 91/63.

6.20.

1)Mxξ =
p

1− (1− p)x
; 2)Meitξ =

p

1− (1− p)eit
.

6.21. 1)Mxξ = eλ(x−1); 2)Meitξ = exp
{
λ(eit − 1)

}
.

6.22◦. Mξ = 70; Dξ = 21.
6.24◦. P{ξ = k} = Ck10/2

10, k = 0, 1, . . . , 10;
Mξ = 5; Dξ = 2,5.

6.25◦. P{ξ = k} = Ck10(1/6)k(5/6)10−k, k = 0, 1, . . . , 10;
Mξ = 5/3; Dξ = 25/18.

6.26◦. Mξ = 3/4; Dξ = 9/16.
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6.27∗. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñîâïàäà-
åò ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñóììû ξ = ξ1 + ξ2 + . . . + ξr, ãäå ξi,
i = 1, 2, . . . , r, íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðîì p (ñì. òàêæå çàäà÷ó 5.29).

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìå-
þùåé ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåííîé ñ ïàðàìåòðîì p,
ðàâíî (1− p)/p (ñì. çàäà÷ó 6.18).

6.30.
r∑

k=1

pk exp{itk}.

6.31∗. Âûðàçèòå âåêòîð ν = (ν1, ν2, . . . , νr) ÷åðåç âåê-
òîðû

(µk1, µ
k
2, . . . , µ

k
r ) = (IX1(ξk), IX2(ξk), . . . , IXr(ξk)) ,

k = 1, 2, . . . , r, ãäå IA � èíäèêàòîð ìíîæåñòâà A.

Îòâåò:

(
r∑

k=1

pk exp{itk}
)n

.

6.32. Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ
� êîëè÷åñòâà àíàëèçîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ îáñëåäîâàíèÿ
êðîâè k ÷åëîâåê, â ñëó÷àå ïðîâåäåíèÿ îáñëåäîâàíèÿ ñïî-
ñîáîì 2.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ìîæåò ïðèíèìàòü äâà çíà÷å-
íèÿ: 1 è k + 1. Ïóñòü η � êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ
àíàëèçîâ íà k ïðîâåäåííûõ. Î÷åâèäíî,

P{ξ = 1} = P{η = 0}, P{ξ = k + 1} = P{η ≥ 1}.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; p), ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû
îäíîãî ïîëîæèòåëüíîãî àíàëèçà èç k îïðåäåëÿåòñÿ òàê:

P{η ≥ 1} = 1−P{η = 0} = 1−C0
kp

0(1−p)k = 1− (1−p)k.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå k àíàëèçîâ îòðèöàòåëüíû, ðàâ-
íà (1− p)k. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðåäåëåíèåì ξ ÿâëÿåòñÿ

P{ξ = 1} = (1− p)k, P{ξ = k + 1} = 1− (1− p)k.

Ïî ðàñïðåäåëåíèþ ξ íàõîäèì

Mξ = 1(1− p)k + (k+ 1)(1− (1− p)k) = k(1− (1− p)k) + 1.
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6.34.
1◦ Ïóñòü

P{ξ = k} =
θk

k!
e−θ, θ > 0, k = 0, 1, . . .

Òîãäà

P (t) = Mtξ =
∞∑
k=0

tk
θk

k!
e−θ =

∞∑
k=0

(tθ)k

k!
e−θ = eθ(t−1).

2◦ Ïóñòü

P{ξ = k} = (1− θ)kθ, θ ∈ (0; 1), k = 0, 1, . . .

Òîãäà

P (t) = Mtξ =
∞∑
k=0

tk(1−θ)kθ = θ
∞∑
k=0

(t(1−θ))k =
θ

1− t(1− θ)
.

3◦ Ïóñòü

P{ξ = k} = Cknθ
k(1− θ)n−k, θ ∈ (0; 1), k = 0, 1, . . . , n.

Òîãäà

P (t) = Mtξ =

n∑
k=0

tkCknθ
k(1− θ)n−k =

=
n∑
k=0

Ckn(tθ)k(1− θ)n−k = (tθ + (1− θ))n.

6.35. Ïóñòü pk, k = 0, 1, . . . , è fn, n = 0, 1, . . . , � âå-
ðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ,

P (t) =
∞∑
k=0

tkpk, |t| ≤ 1, F (t) =
∞∑
k=0

tkfk, |t| ≤ 1
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èõ ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

P (t) = F (t), |t| ≤ 1. (21.6.3)

Îòñþäà ïðè t = 0 èìååì P (0) = F (0), èëè p0 = q0.
Ñòåïåííûå àáñîëþòíî ñõîäÿùèåñÿ ðÿäû ìîæíî ïî÷ëåí-
íî äèôôåðåíöèðîâàòü, ïîýòîìó èç (21.6.3)

∞∑
k=1

ktk−1pk = P ′(t) = Q′(t) =

∞∑
k=1

ktk−1fk.

Îòñþäà ïðè t = 0 èìååì P ′(0) = F ′(0) èëè p1 = q1 è ò. ä.
Òàê ÷òî

pk = qk, k = 0, 1, . . .

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
6.36. Åñëè ξ è η � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû,

òî

Pξ+η(t) = Mtξ+η = Mtξtη = MtξMtη = Pξ(t)Pη(t).

6.37.Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ïó-
àññîíîâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Pξ+η(t) = Pξ(t)Pη(t) = eθ1(t−1)eθ2(t−1) = e(θ1+θ2)(t−1).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû e(θ1+θ2)(t−1) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ
ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïàðàìåòðîì θ1+ θ2.
Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè (ñì. çàäà÷ó 6.35)
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ+η ñîâïàäàåò ñ ïóàñ-
ñîíîâñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðîì θ1 + θ2.

6.38.Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ áè-
íîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Pξ+η(t) = Pξ(t)Pη(t) =

= (tθ + (1− θ))n(tθ + (1− θ))m = (tθ + (1− θ))n+m.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû (tθ+(1−θ))n+m � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíê-
öèÿ áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ
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ïàðàìåòðàìè (n+m, θ). Ïîýòîìó ñîãëàñíî òåîðåìå åäèí-
ñòâåííîñòè (ñì. çàäà÷ó 6.35) ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ξ + η
ñîâïàäàåò ñ áèíîìèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïàðàìåòðà-
ìè (n+m, θ).

6.39.

1 = P (Ω) =
∑
ω∈Ω

apω = a
∑
ω∈Ω

pω = a
1

1− p
= 1.

Îòñþäà a = 1 − p, ïîýòîìó P (ω) = (1− p)pω,ω ∈ Ω, èëè,
÷òî òî æå

P (k) = (1− p)pk, k = 0, 1, . . .

Mξ =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P (ω) =
∞∑
k=0

2−k(1− p)pk =
2(1− p)

2− p
.

6.40.

1 = P (Ω) =
∑
ω∈Ω

a
1

ω!
=
∞∑
k=0

a
1

k!
= ae.

Îòñþäà a = e−1, ïîýòîìó P (ω) = e−1 1
ω!
, ω ∈ Ω, èëè, ÷òî

òî æå

P (k) =
1

k!
e−1, k = 0, 1, . . .

Mξ =
∑
ω∈Ω

ξ(ω)P (ω) =
∞∑
k=0

2k
1

k!
e−1 = e−1e2 = e.

Mξ = e, Dξ = M(ξ)2 − (Mξ)2 = e3 − e2.

6.41. Ñì. ðåøåíèå ê çàäà÷å 6.39, 6.40.

a = e−λ, Mξ = eλ, Dξ = M(ξ)2 − (Mξ)2 = e3λ − e2λ.

6.42.

Dξ = M(ξ −Mξ)2 =
∑
ω∈Ω

(ξ(ω)−Mξ(ω))2P (ω) ≥
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≥
∑

ω:|ξ(ω)−Mξ(ω)|≥ε

(ξ(ω)−Mξ(ω))2P (ω) ≥

≥ ε2
∑

ω:|ξ(ω)−Mξ(ω)|≥ε

P (ω) = ε2P{ω : |ξ(ω)−Mξ(ω)| ≥ ε}.

6.43.

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi − a

∣∣∣∣∣ ≥ ε
}

=

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

ξi −M

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)∣∣∣∣∣ ≥ ε
}
≤ 1

ε2
D

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)
=

=
1

ε2

1

n2
D

(
n∑
i=1

ξi

)
=

1

ε2

1

n2
nσ2 =

σ2

nε2
→ 0.

6.44. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò
âåêòîðà ζ = (ξ, η):

ξ = g(ζ) = g(ξ, η).

Ïîýòîìó

Mξ = Mg(ξ, η) =
∑
xi,yj

xiPζ(xiyj).

6.45. Îáîçíà÷èì ÷èñëî î÷êîâ, âûïàâøèõ íà i-é êîñòè,
÷åðåç ξi, i = 1, 2, 3. Òîãäà ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3 � ñóììà î÷êîâ
âûïàâøèõ íà òðåõ êîñòÿõ. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, ξ3
� íåçàâèñèìû, èõ ðàñïðåäåëåíèÿ èìåþò âèä

Pξ1(i) = 1/2, i = 1, 2;

Pξ2(j) = 1/2, j = 3, 4;

Pξ3(k) = 1/2, k = 5, 6.

Ïîýòîìó
Mξ = Mξ1 +Mξ2 +Mξ3;

Dξ = Dξ1 +Dξ2 +Dξ3.
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Ðàñïðåäåëåíèå ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3 ìîæíî íàéòè, íàïðè-
ìåð, òàê. Îïðåäåëèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1, η2, η3 ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:

ξ1 = (ξ1 − 1) + 1 = η1 + 1,

ξ2 = (ξ2 − 3) + 3 = η2 + 3,

ξ3 = (ξ3 − 5) + 5 = η3 + 5.

Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η1, η2, η3 íåçàâèñèìû êàê ôóíêöèè
îò íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ξ3 è îäèíàêîâî
ðàñïðåäåëåíû, êàæäàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì

n 0 1
pn 1/2 1/2

Òîãäà

ξ = ξ1 + ξ2 + ξ3 = η1 + η2 + η3 + 9 = η + 9,

ãäå η = η1 +η2 +η3. Î÷åâèäíî η èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (3, 1/2). Ðàñïðåäåëåíèå ôóíê-
öèè ξ = η+ 9 îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η íàõîäèì ñîãëàñíî
(5.1.1).

21.7 Ê ãëàâå 7

7.2. A = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}; B = {(0, 0)}.
7.10. Ðàññìîòðèòå ñîâîêóïíîñòü âñåõ àëãåáð Aα, ñî-

äåðæàùèõ êëàññ K, è äîêàæèòå, ÷òî
⋂
α
Aα = A(K).

7.13. Ðàññìîòðèòå ñîâîêóïíîñòü âñåõ σ-àëãåáð Fα, ñî-
äåðæàùèõ êëàññ K, è äîêàæèòå, ÷òî

⋂
α
Fα = σ(K).

7.14.Ïóñòü K1 � êëàññ ïðîìåæóòêîâ {[a, b) : a, b ∈ R1}
(íàïîìíèì, ÷òî σ(K1) = B1). Èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

K1 ⊂ σ(K).
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Â ñàìîì äåëå, σ(K) ñîäåðæèò {a}, ïîñêîëüêó

{a} =
n⋂
n=1

(a− 1/n, a+ 1/n),

à [a, b) = (a, b) ∪ {a}.
Èç îïðåäåëåíèÿ σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé êëàññîì K1,

èìååì
σ(K1) ⊂ σ(K).

À ïîñêîëüêó σ(K1) = B1, òî B1 ⊂ σ(K).
Äàëåå, K ⊂ σ(K1) = B1 (ýòî óñòàíàâëèâàåòñÿ àíàëî-

ãè÷íî òîìó, êàê óñòàíàâëèâàåòñÿ âêëþ÷åíèå K1 ⊂ σ(K)).
Ïîòîìó ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ σ-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé
êëàññîì K, èìååì

σ(K) ⊂ B1.

Ñëåäîâàòåëüíî,
σ(K) = B1.

7.15. Óêàçàíèå. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 7.14.
7.16. Óêàçàíèå. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 7.14.

21.8 Ê ãëàâå 8

8.1◦. 1) (1 + ln 2)/2; 2) (1 − e−1)/2; 3) 1/3; 4) 1/4 +
+e−1+3(ln 3−ln 4)/4; 5) 1−2/34; 6)π/16; 7) 1/18; 8) 1/2+
+ ln 3− ln 2; 9) 1/6; 10) 1/9.

8.2◦. 1) (1− ln 2)/2; 2)π/64; 3) 1− π/4; 4)π/4.
8.3◦. 1) 1/4; 2) 8/9; 3) 7/16; 4) 1/4; 5) 1− π/4;

6) 1−π/4; 7)π/8; 8) a
√
a; 9) 1−a

√
a; 10) 1−1/e; 11)π/4;

12) 1− π/8; 13) 1/2; 14) 3/4.
8.4. 1) 1/4; 2) 1/4; 3) 1/4; 4) 3/16; 5) 3/16; 6) 1/2;

7) 1/8; 8) 1/4; 9) 3/8; 10) 1/8; 11) 1/2; 12) 5/8; 13)π/4;
14) 1/2; 15) 1/4; 16) (π − 2)/4.

8.5◦. a/(a+ b− 2r). 8.6. 1− (1− k)2.



21.8. Ê ãëàâå 8 479

8.7. Åñëè ξ � ìîìåíò ïðèõîäà ê ïðè÷àëó ïåðâîãî ñóä-
íà, η � âòîðîãî, òî ñîáûòèå �îäíî èç ñóäåí áóäåò âûíóæ-
äåíî æäàòü îñâîáîæäåíèÿ ïðè÷àëà� ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå

{(ξ, η) : η ∈ [ξ, ξ + 1]} ∪ {(ξ, η) : ξ ∈ [η, η + 2]}.

Îòâåò: 0,12065.
8.8◦. (a− d)2/a2. 8.9. 1

2πn sin 2π
n .

8.10. à) 1− 2
π arccos r; á)

{
2
π arcsin r2 , åñëè r ≤ 2;

1, åñëè r > 2.

8.11◦. 1) r2/R2. 8.12◦. 1) r2N/R2N .
8.13. C2

5 (b/a)2(1− b/a)3. 8.14. 1/260.
8.15. 1) 1/2; 2) 1/2; 3) t3.
8.16. 1) 1− (1− t)2; 2)(à) 1/2; 2)(á) (1− q)2/2.
8.17◦. 2) Ïóñòü ξi � ðàññòîÿíèå îò i-é òî÷êè äî öåí-

òðà ñôåðû, i = 1, 2, . . . , N . Òîãäà èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü

P{min{ξi} > r} = P

(
n⋂
i=1
{ξi > r}

)
=

n∏
i=1

P {ξi > r} =

= (1− r3/R3)N .
8.18. 1/2. 8.19. 13/24; 11/24. 8.20. 1/3.
8.21◦. 2/π. 8.24. 1)π/4; 2)π/(2

√
3).

8.25. 1) 1/3; 2)1/6. 8.26. 2/9.
8.27∗. Ìîíåòó áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê öèëèíäð, ðà-

äèóñà r è âûñîòû h. Ñëîâà �íàóäà÷ó áðîñàþò� åñòåñòâåí-
íî ïîíèìàòü êàê ðàâíîìåðíóþ îðèåíòàöèþ öèëèíäðà îò-
íîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîñêîëüêó öè-
ëèíäð îäíîðîäíûé, òî öåíòð îïèñàííîé îêîëî íåãî ñôåðû
ñîâïàäàåò ñ åãî öåíòðîì ìàññ. Öèëèíäð óïàäåò íà áîêî-
âóþ ïîâåðõíîñòü, åñëè ëó÷, íàïðàâëåííûé âåðòèêàëüíî
âíèç èç öåíòðà ìàññ, ïåðåñå÷åò åãî áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü.
Ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåì êàê îòíîøå-
íèå ïëîùàäè ñôåðè÷åñêîãî ïîÿñà, îïèñàííîãî îêîëî öè-
ëèíäðà, ê ïëîùàäè âñåé ñôåðû.

8.28. 1) 1/9; 2) 8/9; 3) 8/27.
8.29. Ïðè ëþáîì ïîâîðîòå îêðóæíîñòè âåðîÿòíîñòü

ñîáûòèÿ �òðåóãîëüíèê îñòðîóãîëüíûé� (è íå òîëüêî ýòîãî
ñîáûòèÿ) îñòàåòñÿ íåèçìåííîé, ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü,
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÷òî èç òðåõ âåðøèí A,B,C îäíà, íàïðèìåð C, ôèêñè-
ðîâàíà. Äâå äðóãèå âûáèðàþò íàóäà÷ó. Áóäåì çàäàâàòü
ïîëîæåíèÿ òî÷åê A è B îòíîñèòåëüíî òî÷êè C âåëè÷èíà-
ìè äóã CA = α è CB = β (ðèñ. 21.8.1), îòêëàäûâàÿ èõ
ïðîòèâ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé ñòðåëêè, äóãè áóäåì èçìåðÿòü
â ðàäèàíàõ.

A

B

C

α
β−α

2π−β

Ðèñ. 21.8.1: Ê çàäà÷å 8.29

Òðåóãîëüíèê ABC îñòðîóãîëüíûé, åñëè êàæäàÿ èç
äóã CA = α,AB = β − α,BC = 2π − β ìåíüøå π, ò.
å.

β > α, α < π, β − α < π, β > π, (21.8.1)

èëè êàæäàÿ èç äóã CB = β,BA = α − β,CA = 2π − α
ìåíüøå π, ò. å.

β < α, β < π, α− β < π, α > π. (21.8.2)

Äàëåå, óïîðÿäî÷åííîé ïàðå ÷èñåë (α, β), 0 < α < 2π,
0 < β < 2π ñîîòâåòñòâóåò îäíà òî÷êà êâàäðàòà [0, 2π] ×
×[0, 2π] íà ïëîñêîñòè ñ îñÿìè Oα è Oβ è íàîáîðîò. À
ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâó äóã α, β, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé: (21.8.1) èëè (21.8.2), ñîîòâåò-
ñòâóåò ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà [0, 2π]× [0, 2π], êîîðäè-
íàòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé: (21.8.1)
èëè (21.8.2). Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê êâàäðàòà èìååò âèä,
àíàëîãè÷íûé èçîáðàæåííîìó íà ðèñ. 8.1.2.
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Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà
2π2/2
(2π)2 = 1

4 .

8.30. 1) 3/4; 2) 1/4 (ñì. òàêæå çàäà÷ó 8.29).
8.31. Çàôèêñèðóåì îäíó èç òî÷åê, íàïðèìåð A. Òî-

ãäà ïîëîæåíèå äðóãèõ ìîæíî îïèñàòü äóãàìè AB, AC,
AD, êîòîðûå îòêëàäûâàþòñÿ ïðîòèâ äâèæåíèÿ ÷àñîâîé
ñòðåëêè (ñì. òàêæå çàäà÷ó 8.29).

Îòâåò: 1/3.
8.35◦. π/4. 8.36◦. (a− r)/a. 8.37◦. 2l/L.
8.38◦. à) x, 0 ≤ x ≤ 1.

21.9 Ê ãëàâå 9

9.1◦. 1/4. 9.2◦. 3/4. 9.3◦. 1) 7/12; 2) 1/3.
9.4◦. Ðåøåíè å ê ï ó í ê ò ó (5). Áðîñàíèå ïàðû

òî÷åê íà îòðåçîê [0; 1] ðàâíîñèëüíî áðîñàíèþ îäíîé òî÷êè
â êâàäðàò [0; 1] × [0; 1] è íàîáîðîò (ñì. òàêæå ïðèìåðû
8.1.1, 8.1.2, 8.1.3).

Îáîçíà÷èì Fζ(x) = P{ζ < x} = P{max{ξ2, η} < x}.
Î÷åâèäíî, Fζ(x) = 0, åñëè x < 0, è Fζ(x) = 1, åñëè x > 1.
Åñëè 0 < x ≤ 1, òî

Fζ(x) = P{max{ξ2, η} < x} =

= P{ξ <
√
x, η < x} = P{(ξ, η) ∈ A},

ãäå A = [0;
√
x]× [0;x]. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {(ξ, η) ∈ A}

âû÷èñëÿåì êàê ãåîìåòðè÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü:

Fζ(x) = P{(ξ, η) ∈ A} =
L(A)

L([0; 1]× [0; 1])
=
x
√
x

12
= x3/2.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fζ(x) =

{
0, åñëè x < 0;

x3/2, åñëè 0 ≤ x ≤ 1;
1, åñëè x > 1.

Îòâåòû:
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1)Fζ(x) =

{
0, åñëè x < 0;
x2, åñëè 0 ≤ x ≤ 1;
1, åñëè x > 1;

2)Fζ(x) =

{
0, åñëè x < 0;

1− (1− x)2, åñëè 0 ≤ x ≤ 1;
1, åñëè x > 1;

3)Fζ(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

x(1− lnx), åñëè 0 < x ≤ 1;
1, åñëè x > 1;

4)Fζ(x) =


0, åñëè x < 0;

x2/2, åñëè 0 ≤ x < 1;
1− (2− x)2/2, åñëè 1 ≤ x < 2;

1, åñëè x ≥ 2;

6)Fζ(x) =

{
0, åñëè x < 0;

1− (1− x)2, åñëè 0 ≤ x ≤ 1;
1, åñëè x > 1.

9.5◦. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

Fξ(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;
x/l, åñëè 0 < x ≤ l;
1, åñëè x > l;

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

pξ(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

1/l, åñëè 0 < x ≤ l;
0, åñëè x > l.

9.6.

Fη(x) =


0, åñëè x ≤ 0;√
x/2, åñëè 0 < x ≤ 1;

(
√
x+ 1)/4, åñëè 1 < x ≤ 9;

1, åñëè x > 9.
9.7.

pη(x) =

{
0, åñëè x 6∈ [0; 2];

1/2, åñëè x ∈ [0; 2].
9.8.

pη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 1;

1/x2, åñëè x > 1.



21.9. Ê ãëàâå 9 483

9.9.

pη(x) =


0, åñëè x ≤ 1/4;

x−
3
2 /6, åñëè 1/4 < x ≤ 1;

x−
3
2 /3, åñëè x > 1.

9.10.

pη(x) =

{
0, åñëè x 6∈ [0; 1];
1, åñëè x ∈ [0; 1].

9.11.

pη(x) =

{
1

(b− a)x
, åñëè x ∈ [ea; eb];

0, åñëè x 6∈ [ea; eb].
9.12∗. Âîñïîëüçóéòåñü (9.1.3).

pη(x) =

{
0, åñëè x ∈ [0; 1];

λ exp {−λ(1− 1/x)} /x2, åñëè x 6∈ [0; 1].
9.13.
Fη(x) = 1− F (−x+ 0).
9.14. Ñíà÷àëà íàéòè ðàñïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû η = sign ξ, ïîòîì ïî ðàñïðåäåëåíèþ η
âûïèñàòü åå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

Fη(x) =


0, åñëè x ≤ −1;

F (0), åñëè − 1 < x ≤ 0;
F (0 + 0), åñëè 0 < x ≤ 1;

1, åñëè x > 1.
9.15.

Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;
x, åñëè 0 < x ≤ 1;
1, åñëè x > 1.

9.16.

1) pη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

p(x) + p(−x), åñëè x > 0,

2) pη(x) = 1
|a|p(x/a).

9.17.

Fη(x) =

{
F (
√
x)− F (−

√
x+ 0), åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

9.18. Îòâåò ê ïóíêòó (1):

pη(x) =


0, åñëè x < 0;

λ
(
e−λ(x+1) + eλ(x−1)

)
, åñëè x ∈ [0; 1];

λe−λ(x+1), åñëè x > 1.
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9.19. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = F (ξ) ðàñïðåäåëåíà ðàâ-
íîìåðíî íà îòðåçêå [0; 1].

9.20. 1) pη(x) = 1
2p
(

1− x
2

)
;

2) pη(x) =

{
1

2
√
x

(p(
√
x) + p(−

√
x)), åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.
9.21.

1) Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

F (lnx), åñëè x > 0;

2) Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

F (x)− F (−x+ 0), åñëè x > 0.

9.22. 1) 2x− x2; 2)x(1− lnx). 9.23. (F (x))n.

9.24. 1)
n∏
i=1

Fi(x); 2) 1−
n∏
i=1

(1− Fi(x)).

9.25.

1)

n∑
i=1

pi(x)

n∏
j=1,j 6=i

 x∫
−∞

pj(y)dy

 ;

2)
n∑
i=1

pi(x)
n∏

j=1,j 6=i

 +∞∫
x

pj(y)dy

 .

9.26.

1)np(x)

 x∫
−∞

p(y)dy

n−1

; 2)np(x)

 +∞∫
x

p(y)dy

n−1

.

9.27. a = λ/2, Fη(x) =

{
eλx/2, åñëè x ≤ 0;

1− e−λx/2, åñëè x > 0.
9.28. Ìîæíî ïðåäëîæèòü ïî ìåíüøåé ìåðå äâà ïîä-

õîäà ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è.
Ïóñòü ξ � êîîðäèíàòà áðîøåííîé íà îòðåçîê [0; 1] òî÷-

êè, òîãäà äëèíà η ìåíüøåé ÷àñòè îòðåçêà ðàâíà

η = g(ξ) = min{ξ, 1− ξ}.
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Ïî îïðåäåëåíèþ

Fη(x) = P{η < x} = P{min{ξ, 1− ξ} < x}.

Î÷åâèäíî, Fη(x) = 0, åñëè x ≤ 0 è Fη(x) = 1,
åñëè x ≥ 1/2. Åñëè 0 < x ≤ 1/2, òî

Fη(x) = P{min{ξ, 1−ξ} < x} = 1−P{min{ξ, 1−ξ} ≥ x} =

= 1− P{ξ ≥ x, 1− ξ ≥ x} = 1− P{x ≤ ξ ≤ 1− x}.
Âåðîÿòíîñòü P{x ≤ ξ ≤ 1 − x} âû÷èñëÿåì êàê ãåîìåòðè-
÷åñêóþ âåðîÿòíîñòü.

Äðóãîé ïîäõîä.

Fη(x) = P{η < x} = P{g(ξ) < x} =

=

∫
t:g(t)<x

pξ(t)dt =

∫
t:min{t,1−t}<x

pξ(t)dt.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

2x, åñëè 0 < x ≤ 1/2;
1, åñëè x > 1/2.

9.29. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 9.28.

Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ l/2;

(2x− l)/l, åñëè l/2 < x ≤ l;
1, åñëè x > l.

9.30.

F (x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

1− (1− x/T )2, åñëè 0 < x ≤ T ;
1, åñëè x > T ;

p(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

2(1− x/T )/T, åñëè 0 < x ≤ T ;
0, åñëè x > T.

9.32. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (9.1.3):

F (x) = P

{
1

ξ
< x

}
=

1√
2π

∫
t: 1/t<x

exp
{
−t2/2

}
dt =
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=



1√
2π

0∫
1/x

exp
{
−t2/2

}
dt, åñëè x < 0;

1/2, åñëè x = 0;

1
2 + 1√

2π

+∞∫
1/x

exp
{
−t2/2

}
dt, åñëè x > 0.

9.33. Fη(x) = 0, åñëè x ≤ 0, à åñëè x > 0, òî

Fη(x) =
1√
2π

−1/
√
x∫

−∞

exp{−t2/2} dt+ 1√
2π

+∞∫
1/
√
x

exp{−t2/2} dt.

9.34. Óñëîâèå ñèììåòðè÷íîé ðàñïðåäåëåííîñòè ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû â òåðìèíàõ åå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ:
F (x) = 1− F (−x+ 0), à â òåðìèíàõ ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ: p(x) = p(−x).

9.35. Ðåøåíè å 1):

Fη(x) = P{η < x} = P{1− ξ < x} =

= 1− P{ξ < 1− x} = 1− Fξ(1− x),

pη(x) =
d

dx
Fη(x) =

d

dx
(1− Fξ(1− x)) = pξ(1− x) = pξ(x).

Îòâåò: η = 1 − ξ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ïðîìå-
æóòêå [0; 1].

9.36.

Fξ(x) = P{ξ < x} = P

{
η − a
σ

< x

}
= P{η < a+ σx} =

=
1√
2πσ

a+σx∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2σ2

}
dt =

1√
2π

x∫
−∞

exp
{
−u2/2

}
du

(âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé (t− a)/σ = u).
9.37. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàñïðåäåëåíà Na;σ2 .
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9.38. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (9.1.4):

Fη+(x) = P{max{0, η} < x} =

=

∫
t:max{0,t}<x

1√
2π

exp
{
−t2/2

}
dt =

=

 1
2 + 1√

2π

x∫
0

exp
{
−t2/2

}
dt, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

9.39. Fη+(x) =

=

 1
2 + 1√

2πσ2

x∫
0

exp
{
− t2

2σ2

}
dt, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

9.40.
Fη(x) = P{(ξ − a)+ < x} =

=

∫
t:(t−a)+<x

Pξ(dt) =

∫
t:max{0,t−a}<x

Pξ(dt) =

=

{
0, åñëè x ≤ 0;

Pξ(−∞, x+ a), åñëè x > 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

F (x+ a), åñëè x > 0.

9.41. Âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé (9.1.4) (ñì. òàêæå ðå-
øåíèå ê çàäà÷å 9.40).

Fη(x) =


x+a∫
−∞

p(t) dt, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η = (ξ − a)+ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíà, åñëè ïëîòíîñòü p(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâíà
íóëþ äëÿ t ≤ a.

9.42.

Fη(x) = P{η < x} = P{min{ξ, L} < x} =

=

∫
t:min{t,L}<x

Pξ(dt) =

{
Pξ(−∞, x), åñëè x ≤ L;

1, åñëè x > L.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Fη(x) =

{
F (x), åñëè x ≤ L;

1, åñëè x > L.

9.43. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 9.42.
9.50.

1) Fξ1(x) =

{
0, åñëè x ∈ (−∞; 0];
x, åñëè x ∈ (0; 1];
1, åñëè x ∈ (1;∞);

2) Fξ2(x) =

{
0, åñëè x ∈ (−∞; 0];
x, åñëè x ∈ (0; 1];
1, åñëè x ∈ (1;∞);

3) Fξ3(x) =


0, åñëè x ∈ (−∞; 0];
x, åñëè x ∈ (0; 1/4];

x+ 1/4, åñëè x ∈ (1/4; 1/2];
1, åñëè x ∈ (1/2;∞);

9.51.
Ïóñòü Ω = [0; 1], F = B[0;1], P = L,

ξ1 = ξ1(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ [0; 1/2);
0, åñëè ω ∈ [1/2; 1];

ξ2 = ξ2(ω) =

{
0, åñëè ω ∈ [0; 1/2);
1, åñëè ω ∈ [1/2; 1];

η1 = η1(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ [0; 1/2);
0, åñëè ω ∈ [1/2; 1];

η2 = η2(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ [0; 1/2);
0, åñëè ω ∈ [1/2; 1];
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Òàê îïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû óäîâëåòâîðÿ-
þò óñëîâèÿì çàäà÷è, íî 1) ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1η1 è ξ2η2 ðàç-
ëè÷íû; 2) ðàñïðåäåëåíèÿ ξ1 + η1 è ξ2 + η2 ðàçëè÷íû.

9.52. Ïóñòü Ω = [0; 1], F = B[0;1], P = L. Ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ = ξ(ω) =

{
1, åñëè ω ∈ [0; 1/2);
−1, åñëè ω ∈ [1/2; 1];

è η = η(ω) = −ξ(ω) ñîâïàäàþò, íî P{ω : ξ(ω) 6= η(ω)} = 1.
Ïðèìåðîì àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí (íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ

ζ = ζ(ω) = ω, χ = χ(ω) = 1− ω

(îáå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà [0; 1]).
9.53.

Fη(y) = P{η < y} = P{(ξ, η) ∈ R1 × (−∞, y)} =

=

∫
R1×(−∞,y)

fζ(u, v)d(u, v) =

y∫
−∞

 ∫
R1

fζ(u, v)du

 dv,

ò.å.

Fη(y) =

y∫
−∞

 ∫
R1

fζ(u, v)du

 dv.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îçíà÷àåò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η
àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è ôóíêöèÿ

fη(v) =

∫
R1

fζ(u, v)du

ÿâëÿåòñÿ åå ïëîòíîñòüþ.
9.54. Ôóíêöèÿ f(t − a) ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðå-

äåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ + a.
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21.10 Ê ãëàâå 10

10.1◦. 1)Mξ = 0, Dξ = a2/3; 2)Mξ = (a + b)/2,
Dξ = (b− a)2/12. 10.2◦. 1) 1; 2) 1/2; 3) e− 1.

10.3◦. 1) 3; 2) 1− 2/e; 3) 3; 4) 0; 5) e− 1.
10.4. 1) (ln 2)/π + 1/2. 10.5. exp{σ2/2}.
10.6◦. Ðåøåíè å ê ï ó í ê ò ó (3). Ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå ôóíêöèè η = I[1/3,3](ξ
2) îò ñëó÷àéíîé âåëè÷è-

íû ξ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ξ ñîãëàñíî
ôîðìóëå (10.1.1):

Mη = MI[1/3,3](ξ
2) =

+∞∫
−∞

I[1/3,3](x
2)

1

π(1 + x2)
dx =

= 2

+∞∫
0

I[1/3,3](x
2)

1

π(1 + x2)
dx =

2

π

√
3∫

1/
√

3

1

1 + x2dx =
1

3
.

Îòâåòû: 1)
√

3/π; 2) (
√

3− 1)/π− 1/12; 3) 1/3; 4) 1/2.
10.7. 1)Mξ = 1/λ; 2)Dξ = 1/λ2; 3)P{ξ > 1} =

= e−λ; 4) k!/λk.
10.8.

M min{ξ, 365} =

+∞∫
0

min{x, 365}λ exp{−λx}dx =

= λ

365∫
0

x exp{−λx}dx+ 365λ

+∞∫
365

exp{−λx}dx =

= (1− exp{−365λ})/λ = 222.

10.9. Mζ = 1; Dζ = 4/9.
10.10◦. 1)Mξ = a + 1; 2)Mξ2 = (a + 1)2 + 1/6

(ñì. òàêæå ïðèìåð 10.1.5).
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10.11. 1− 1/e2. 10.12. Mξ = 0, Dξ = 2/λ2.
10.13. Âûðàæåíèå �òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà

íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O� îçíà÷àåò, ÷òî óãîë ϕ
ìåæäó îñüþ Ox è ðàäèóñ-âåêòîðîì OA ðàâíîìåðíî ðàñ-
ïðåäåëåí íà îòðåçêå [0; 2π]. Î÷åâèäíî, ξ = |R tgϕ|.

Îòâåò:

pξ(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

2R
π(x2 +R2)

, åñëè x > 0.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ðàâ-
íî +∞.

10.14.

F (x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

x2/R2, åñëè 0 < x ≤ R;
1, åñëè x > R;

p(x) =

{
0, åñëè x 6∈ (0;R];

2x/R2, åñëè x ∈ (0;R];

Mη = 2R/3; Dη = R2/18.
10.15. Óñëîâèå �òî÷êà A ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà

îêðóæíîñòè� îçíà÷àåò, ÷òî óãîë ϕ ìåæäó îñüþ Ox è ðà-
äèóñ-âåêòîðîì OA ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåí íà îòðåçêå
[0; 2π]. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ðàâíà cosϕ, ïîýòîìó

F|ξ|(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

1− 2
π arccosx, åñëè 0 < x ≤ 1;

1, åñëè x > 1;

p|ξ|(x) =

{
0, åñëè x 6∈ (0; 1];
2

π
√

1− x2
, åñëè x ∈ (0; 1];

M |ξ| = 2/π.

10.16.

1)F (x) =


0, åñëè x ≤ a2;√
x− a
b− a , åñëè a2 < x ≤ b2;

1, åñëè x > b2;

Mη = b3 − a3

3(b− a)
;
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2)F (x) =


0, åñëè x ≤ 0;

√
x∫

0

θν

Γ(ν)
tν−1e−θtdt, åñëè x > 0;

Mη =
ν(ν + 1)

θ2 ;

3)F (x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

1− e−λ
√
x, åñëè x > 0;

Mη = 2/λ2.

10.17.

1)F (x) =


0, åñëè x ≤ 2πa;

x− 2πa
2π(b− a)

, åñëè 2πa < x ≤ 2πb;

1, åñëè x > 2πb;
Mη = π(a+ b);

2)F (x) =


0, åñëè x ≤ 0;

x/(2π)∫
0

θν

Γ(ν)
tν−1e−θtdt, åñëè x > 0;

Mη = 2πν/θ;

3)F (x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

1− exp
{
− λ

2πx
}
, åñëè x > 0;

Mη = 2π/λ.

10.18. 1)Mη = b4 − a4

4(b− a)
; 2) 6

λ4 .

10.19.

1(à) Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;
x/π, åñëè 0 < x ≤ π;

1, åñëè x > π;
Mη = π/2;

1(á) Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ π;

x/π − 1, åñëè π < x ≤ 2π;
1, åñëè x > 2π;

Mη = 3π/2;

2(à) Fη(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

2
√
x/π, åñëè 0 < x ≤ π/4;
1, åñëè x > π/4;
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Mη = π/12;

2(á) Fη(x) =

 0, åñëè x ≤ π/4;

2
√
x/π − 1, åñëè π/4 < x ≤ π;

1, åñëè x > π;
Mη = 7π/12;

3(à) Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

2
√
x, åñëè 0 < x ≤ 1/4;

1, åñëè x > 1/4;
Mη = 1/12;

3(á) Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 1/4;

2
√
x− 1, åñëè 1/4 < x ≤ 1;
1, åñëè x > 1;

Mη = 7/12;

4(à) Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

2 3
√
x, åñëè 0 < x ≤ 1/8;

1, åñëè x > 1/8;
Mη = 1/32;

4(á) Fη(x) =

{
0, åñëè x ≤ 1/8;

2 3
√
x− 1, åñëè 1/8 < x ≤ 1;
1, åñëè x > 1;

Mη = 15/32.

10.20. Â çàäà÷àõ 1◦, 2◦, 6◦ öåëåñîîáðàçíî ñíà÷àëà íàé-
òè ðàñïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,
â îñòàëüíûõ çàäà÷àõ óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ ìóëüòèïëè-
êàòèâíûì ñâîéñòâîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.

1◦à) 1/3; 2◦à) 2/3; 2◦á) 13/12; 3◦à) 1/4; 3◦á) 1/2;
3◦â) 1/(2λ); 3◦ã) 1/λ2; 5◦â) (e− 1)/λ; 6◦ã) 1/(λ3(1 + λ)).

10.21. α+ 1/n.

10.22. 1) n
n+ 1a+ 1

n+ 1b; 2) n
n+ 1b+

1
n+ 1a; 3) a+ b

2 .

10.23. 1) θ − n− 1
n+ 1h; 2) θ + n− 1

n+ 1h; 3) n− 1
n+ 1h.

10.24. 1)Mξ = θ + α; 2)M min{ξi} = θ + α/n;
3)Mθ̂1 = θ + α/n2; 4)Mθ̂2 = α(1− 1/n2).

10.25. Mξ = θ.
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10.26.

F (x) =


0, åñëè x ≤ 0;

1− (T − x)2

T 2 , åñëè 0 < x ≤ T ;

1, åñëè x > T.

p(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

2(T − x)
T 2 , åñëè 0 < x ≤ T ;

0, åñëè x > T.

Mξ = T
3 ; Dξ = T 2

18 ; Mξn = 2Tn

(n+ 1)(n+ 2)
.

10.27.

p(x) =

{
0, åñëè x 6∈ (0; 1);
2

π
√

1− x2
, åñëè x ∈ (0; 1);

Mη = 2/π.
10.28∗. Ïîñêîëüêó ïðè ëþáîì ïîâîðîòå îêðóæíîñòè

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè îêðóæíîñòè, îñòàåòñÿ íåèçìåííîé,
òî îäíó èç òî÷åê ìîæíî ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííîé.

Fη(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

2
π arcsin x

2R, åñëè 0 < x ≤ 2R;

1, åñëè x > 2R.

10.31. Mη+ = 1/
√

2π. 10.32. Mη+ = σ/
√

2π.

10.33. Mξ = 1
θ

; Dξ = 1
θ2 ; Mξ2 = 2

θ2 (ñì. òàêæå ïðè-

ìåð 10.1.4).

10.34. Mξ = m
θ

; Dξ = m
θ2 ; Mξ2 =

m(m+ 1)
θ2

(ñì. òàêæå ïðèìåð 10.1.4).
10.35. Mξ = n; Dξ = 2n; Mξ2 = n(n+ 2) (ñì. òàêæå

ïðèìåð 10.1.4).
10.36. Mξ = exp{µ + σ2/2}; Mξ2 = exp{2µ + 2σ2};

Dξ = exp{2µ+ σ2}(exp{σ2} − 1).

10.37. Mξ = θλ
1− θ ; Mξ2 = θλ2

2− θ .
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10.38. 1)Mζ1 = 3
2θ

; Dζ1 = 29
12θ2 ; 2)Mζ2 = 3

2 + 1
θ
;

Dζ2 = 1
12 + 1

θ2 ; 3)Mζ3 = ln 2
θ

; Dζ3 = ln2 2− 1
θ2 .

10.40. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé âåê-
òîðà ζ = (ξ, η):

ξ = g(ζ) = g(ξ, η) = ξ,

ïîýòîìó

Mξ = Mg(ζ) =

∫
R2

g(x, y)fζ(x, y)d(x, y) =

∫
R2

xfζ(x, y)d(x, y).

10.41. Î÷åâèäíî,

νi =
n∑
k=1

IXi(ξk), i = 1, 2, . . . , r.

Îòñþäà

Mνi = npi, Dνi = npi(1− pi), i = 1, 2, . . . , r.

21.11 Ê ãëàâå 11

11.1. ξ � àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-
íà, ïîýòîìó ζ = ξ + η òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ è

fζ(x) =

∫
R1

fξ(x− y)P (dy) =
1

2
fξ(x) +

1

2
fξ(x− 1) =

=


0, åñëè x < 0;

fξ(x)/2, åñëè 0 ≤ x < 1;
fξ(x− 1)/2, åñëè 0 ≤ x− 1 < 1;

0, åñëè x− 1 ≥ 1.
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Èëè

fζ(x) =

{
0, åñëè x /∈ [0; 2];

1/2, åñëè x ∈ [0; 2].

Îòâåò:

Fζ(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;
x/2, åñëè 0 < x ≤ 2;
1, åñëè x > 2.

11.2. Îòâåò ê ïóíêòó 1):

pζ(x) =


0, åñëè x ≤ 2a;

(x− 2a)/(b− a)2, åñëè 2a < x ≤ a+ b;
(2b− x)/(b− a)2, åñëè a+ b < x ≤ 2b;

0, åñëè x > 2b.

11.3.

p(x) =


0, åñëè x ≤ 0;
x/2, åñëè 0 < x ≤ 1;
1/2, åñëè 1 < x ≤ 2;

(3− x)/2, åñëè 2 < x ≤ 3;
0, åñëè x > 3.

11.4. Ñíà÷àëà íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñóììû (ðàçíîñòè)
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äðóãîé ïîäõîä �
íàéòè ñîâìåñòíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ξ è η, à ïî-
òîì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (9.1.3).

Îòâåòû: 1) 1−1/(3
√

2); 2) 1/4; 3) 9/16; 4) 7/16; 5) 2/3;
6) 1/2.

11.5. Îòâåò ê ïóíêòó 1):
pζ(x) =

=


0, åñëè x ≤ −(b− a);

(x+ (b− a))/(b− a)2, åñëè − (b− a) < x ≤ 0;
((b− a)− x)/(b− a)2, åñëè 0 < x < b− a;

0, åñëè x ≥ b− a.

11.6.

Fζ(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

2x2, åñëè 0 < x ≤ 1/2;
1− 2(1− x)2, åñëè 1/2 < x ≤ 1;

1, åñëè x > 1.
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11.7. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ζ ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåð-
íî íà ïðîìåæóòêå [1; 7].

11.8. 1− (1− x)2. 11.9. 1/3.
11.10.

1) p(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

λ1λ2
λ1 − λ2

(e−λ2x − e−λ1x), åñëè x > 0;

2) f(x) =


λ1λ2
λ1 + λ2

eλ1x, åñëè x ≤ 0;

λ1λ2
λ1 + λ2

e−λ2x, åñëè x > 0.

11.11.

1) p(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

λ2xe−λx, åñëè x > 0;

2) p(x) =

{
λeλx/2, åñëè x ≤ 0;
λe−λx/2, åñëè x > 0;

3) p(x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

λe−λx, åñëè x > 0.
11.12. Óêàçàíèå: ñì. çàäà÷ó 11.10(1).
11.13. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ f(x) ñóììû ξ + η

f(x) =
1

4

+∞∫
−∞

e−|x−y|e−|y|dy =

=
1

4

0∫
−∞

e−|x−y|eydy +
1

4

+∞∫
0

e−|x−y|e−ydy.

Ñäåëàåì â èíòåãðàëàõ çàìåíó x− y = t. Ïîëó÷èì

f(x) =
1

4

ex +∞∫
x

e−|t|e−tdt+ e−x
x∫

−∞

e−|t|etdt

 .

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: x < 0 è x > 0.
Ïðè x < 0 èìååì f(x) =

=
1

4

ex
 0∫
x

ete−tdt+

+∞∫
0

e−2tdt

+ e−x
x∫

−∞

e−|t|etdt

 =
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= ex(1− x)/4.

Ïðè x > 0

f(x) =
1

4

ex +∞∫
x

e−2tdt+ e−x

 0∫
−∞

e2tdt+

x∫
0

e−tetdt

 =

= e−x(1 + x)/4.

Àíàëîãè÷íî íàõîäèì ïëîòíîñòü g(x) ðàñïðåäåëåíèÿ
ðàçíîñòè ξ − η

Òàê ÷òî

1) f(x) =

{
ex(1− x)/4, åñëè x ≤ 0;
e−x(1 + x)/4, åñëè x > 0;

2) g(x) =

{
ex(1− x)/4, åñëè x ≤ 0;
e−x(1 + x)/4, åñëè x > 0.

11.14.

pζ(x) =


0, åñëè x ≤ −a;

(1− e−λ(x+a))/2a, åñëè − a < x ≤ a;

(e−λ(x−a) − e−λ(x+a))/2a, åñëè x > a.

11.16. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ = ξ+ η íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ðàâíà ñâåðòêå ôóíê-
öèé ðàñïðåäåëåíèÿ F (x) è H(x) ñëàãàåìûõ ξ è η (H(x) �
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η), ò. å.

Fζ(x) =

∫
R1

F (x− y)H(dy) =

∫
R1

H(x− y)F (dy).

Ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèå H èìååò ïëîòíîñòü

h(y) =

{
1/2h, åñëè y ∈ [−h;h];

0, åñëè y /∈ [−h;h],
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òî

Fζ(x) =

∫
R1

F (x− y)H(dy) =

∫
R1

F (x− y)h(y)dy =

=
1

2h

h∫
−h

F (x− y)dy =
1

2h

x+h∫
x−h

F (t)dt

(âîñïîëüçîâàëèñü çàìåíîé x− y = t).
Äàëåå, ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η àáñîëþò-

íî íåïðåðûâíî, ïîýòîìó ðàñïðåäåëåíèå ñóììû ζ = ξ + η
òàêæå àáñîëþòíî íåïðåðûâíî è åãî ïëîòíîñòü fζ(x) ðàâ-
íà ñâåðòêå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ h = h(t) ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû η ñ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ:

fζ(x) =

∫
R1

h(x− y)F (dy).

Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè h(t)

h(x− y) =

{
0, åñëè x− y < −h;

1/(2h), åñëè − h ≤ x− y ≤ h;
0, åñëè x− y > h,

èëè

h(x− y) =

{
0, åñëè y < x− h;

1/(2h), åñëè x− h ≤ y ≤ x+ h;
0, åñëè y > x+ h.

Ïîýòîìó

fζ(x) =

∫
R1

h(x− y)F (dy)

êàê èíòåãðàë îò ïðîñòîé ôóíêöèè, ïðèíèìàþùåé çíà÷å-
íèå 1/(2h) íà ïðîìåæóòêå [x− h;x+ h] è çíà÷åíèå 0 âíå
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ïðîìåæóòêà [x − h;x + h], ðàâåí F ([x − h;x + h])/(2h).
Ñëåäîâàòåëüíî,

fζ(x) =
1

2h
F ([x− h;x+ h]).

11.17. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû ζ = ξ+ η íåçà-
âèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ðàâíà ñâåðòêå ôóíêöèé
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëàãàåìûõ, ò. å.

Fζ(x) =

∫
R1

Q(x− y)G(dy).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî G � äèñêðåòíîå ðàñïðåäåëåíèå, ñîñðåäî-
òî÷åííîå â òî÷êàõ−1 è 1 (ñ �ìàññîé� 1/2 â êàæäîé), èìååì

Fζ(x) =

∫
R1

Q(x− y)G(dy) =
1

2
Q(x− 1) +

1

2
Q(x+ 1).

11.18. Ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îäíà
èç êîòîðûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, è åå ïëîòíîñòü ðàâ-
íà ñâåðòêå ïëîòíîñòè àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèåì äðóãîé (ñì. òàêæå çàäà÷ó
11.17):

pζ(x) =


0, åñëè x ≤ 0;

3/4, åñëè 0 < x ≤ 1;
1/4, åñëè 1 < x ≤ 2;
0, åñëè x > 2.

11.19.

f(x) =

{
λn

(n− 1)!
xn−1e−λx, åñëè x > 0;

0, åñëè x ≤ 0.

11.20. ×òîáû íàéòè ðàñïðåäåëåíèå η, âîñïîëüçóéòåñü
òåì, ÷òî ln(1/ξi) èìååò ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Mη = Mξ1ξ2 . . . ξn = Mξ1Mξ2 . . .Mξn = (1/2)n
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12.2. Ïðè h → 0, ðàñïðåäåëåíèå Fh ñõîäèòñÿ ê ñîáñ-
òâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííî-
ìó â òî÷êå a.

12.3�12.6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn}
ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ,
ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

12.7. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} ñîáñ-
òâåííî ñõîäèòñÿ ê F ; ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé
{Gn}, {Sn}, {Pn}, {Qn} ñõîäÿòñÿ ê íåñîáñòâåííîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ òîæäåñòâåííî ðàâíîìó íóëþ (ñì. òàêæå ïðè-
ìåð 12.1.3).

12.8. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Pn} ñîáñ-
òâåííî ñõîäèòñÿ ê àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðå-
äîòî÷åííîìó â òî÷êå 1.

12.9. Âîñïîëüçóéòåñü äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì 1◦ ñõîäè-
ìîñòè âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé (ñì. òàêæå ïðèìåð
12.1.3).

Îòâåòû: 1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn}
ñõîäèòñÿ ê íåñîáñòâåííîìó ðàñïðåäåëåíèþ, òîæäåñòâåí-
íî ðàâíîìó íóëþ; 2) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé
{Gn} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0.

12.10.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé {Fn} íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

12.11∗. I(−∞;y)(x) äëÿ êàæäîé ïàðû (x, y), x 6= y.
12.12. sin 1. 12.13. cos 1.
12.14∗. Âîñïîëüçîâàòüñÿ 12.11∗.
Îòâåò: F (−∞; y).
12.15∗. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå 2◦ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäå-

ëåíèé ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â áîëåå îáùåì âèäå (ñì.
ïðèìåð 12.1.6).

Ñîáñòâåííûå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ Fa,σ2 ñî
ñðåäíèì a → a0 è äèñïåðñèåé σ2 → 0 ñõîäÿòñÿ ê ñîá-
ñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åí-
íîìó â òî÷êå a0.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèÿ ïóàññîíîâñêî-
ãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíû λ, ïîýòîìó, åñëè λ → 0, ïóàññî-
íîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåííîìó àòîìè-
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÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå 0 (åãî
ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ I(0,∞)(y)). Èç ñõîäè-
ìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëåäóåò ñõîäè-
ìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé, ïî-
ýòîìó ôóíêöèÿ

Fλ(y) =
∑
k:k<y

λk

k!
e−λ

ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ, ïðè λ→ 0,
ñõîäèòñÿ ê I(0,∞)(y).

12.16∗. Îòâåò: 1. Âîñïîëüçóéòåñü ðåøåíèåì çàäà÷è
12.15∗.

12.17. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn} ñõîäèòñÿ ê ñîáñòâåí-
íîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â
òî÷êå 0, ïîñêîëüêó an → 0 è σn → 0 (ñì. ïðèìåð 12.1.6).

21.13 Ê ãëàâå 13

13.1. cos t. 13.2. (eit + e−it + 1)/3.
13.3. Óêàçàíèå. Ñì. çàäà÷è 13.1, 13.5.
13.4. Ñì. çàäà÷ó 13.1.
13.5. cosn z (ñì. çàäà÷ó 13.1).
13.6. Ñì. çàäà÷ó 13.5.
13.7. Êàê èçâåñòíî, ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ξ, èìåþùóþ

áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (n; p), ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû

ξ =
n∑
k=1

µk

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí µ1, µ2, . . . , µn, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ èìååò ðàñïðåäåëåíèå

P{µk = s} = ps(1− p)1−s, s = 0, 1; k = 1, 2, . . . , n.
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Îòñþäà, ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíûì ñâîéñòâîì õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì

ϕξ(t) =
n∏
k=1

ϕk(t),

ãäå ϕk(t) = Meitµk = eit·1p + eit·0(1 − p) = peit + 1 − p =
= 1 + p(eit − 1). Ñëåäîâàòåëüíî,

ϕξ(t) =
(
1 + p(eit − 1)

)n
.

13.8. ϕ(t) =
p

1− eit(1− p) .

13.9. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕξ(t) ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ. Âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕη(t) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η = a+σξ
ðàâíà eitaϕξ(σt).

Îòâåò: exp
{
−λ− it

√
λ+ λ exp{it/

√
λ}
}
.

13.10. ϕ(t) = eita − e−ita
2ita . 13.11. ϕ(t) = eitb − eita

i(b− a)t
.

13.12. ϕ(t) = 1
1 + t2

. 13.13. ϕ(t) = a
a− it .

13.14. ϕ(z) = a2

a2 + z2 . 13.15. ϕ(z) = 21− cos az
a2z2 .

13.16∗. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíê-
öèþ äâóñòîðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïà-
ðàìåòðîì a. Åãî ïëîòíîñòü

f(x) =
a

2
e−a|x|, x ∈ R1,

à õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ϕ(t) =

∫
R1

eitxf(x)dx =

+∞∫
−∞

eitx
a

2
e−a|x|dx =

a2

a2 + t2
.

Äàëüøå âîñïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì, èçâåñòíûì ïîä
íàçâàíèåì òåîðåìû îáðàùåíèÿ äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.
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Åñëè õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t) âåðîÿòíîñò-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F èíòåãðèðóåìà íà R1, òî ðàñïðåäå-
ëåíèå F àáñîëþòíî íåïðåðûâíî, è åãî ïëîòíîñòü f(x)
ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x) =
1

2π

∫
R1

e−ixtϕ(t)dt. (21.13.1)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(t) = a2

a2 + t2
äâóñòî-

ðîííåãî ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåãðèðóåìà íà R1,
ïîýòîìó èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî (21.13.1):

a

2
e−a|x| =

1

2π

+∞∫
−∞

e−ixt
a2

a2 + t2
dt,

êîòîðîå ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

e−a|x| =

+∞∫
−∞

eixt
1

π

a

a2 + t2
dt.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïîñëåäíèé èíòåãðàë � íå ÷òî èíîå,
êàê õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ
ïàðàìåòðîì a.

13.17. Ñâåðòêà F ∗Q ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì Êîøè
ñ ïàðàìåòðîì (a+ b).

13.18. Ñóììà ξ + η ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ ïàðà-
ìåòðàìè (a1 + a2;σ2

1 + σ2
2).

13.19. Ñóììà ξ + η èìååò ðàñïðåäåëåíèå Êîøè ñ ïà-
ðàìåòðîì (a+ b).

13.20. Ñóìà ξ+η èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå
ñ ïàðàìåòðîì λ1 + λ2.

13.21. ϕ(t) = 1 + ita− 1
2(σ2 + a2)t2 + o(t2).

13.23. Íàéòè õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû (ξλ − λ)/

√
λ è èññëåäîâàòü åå ñõîäèìîñòü

ïðè λ→∞ (ñì. òàêæå çàäà÷ó 13.9) .
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13.24. Âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé íåïðåðûâíîñòè.
13.25.

1◦ ψn(t) =

(
ϕ

(
t

σ
√
n

))n
;

2◦ ϕ(t) = 1− 1
2σ

2t2 + o(t2);

3◦ lim
n→∞

ψn(t) = exp
{
−t2/2

}
.

13.26. Îáîçíà÷üòå ÷åðåç ϕ(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ
ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξi (i = 1, 2, . . .), à ÷åðåç
ψn(t) � õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó÷àéíîé âåëè-

÷èíû Sn = 1
n

n∑
i=1

ξi. Ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøèòå ñëåäóþùèå

çàäà÷è:
1◦ Âûðàçèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ψn(t) ÷å-

ðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ϕ(t).
2◦ Âûïèøèòå ðàçëîæåíèå Òåéëîðà äëÿ ϕ(t) â îêðåñò-

íîñòè òî÷êè t = 0, âêëþ÷àþùåå t.
3◦ Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåøåíèÿìè çàäà÷è èç ïóíêòîâ

1◦ è 2◦, íàéäèòå ïðåäåë õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ψn(t)
ïðè n→ ∞.

4◦ Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåøåíèåì çàäà÷è èç ïóíêòà 3◦ è
òåîðåìîé íåïðåðûâíîñòè, äîêàæèòå, ÷òî åñëè n→∞, òî
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sn ñõîäèòñÿ ê ñîá-
ñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åí-
íîìó â òî÷êå a.

5◦ Äîêàæèòå, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí Sn ê ñîáñòâåííîìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ, ñîñðåäîòî÷åííîìó â òî÷êå a, ñëåäóåò ñõîäèìîñòü
ïî âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Sn ê a.

Â ñàìîì äåëå, ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn}
ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí Sn/n ê ñîáñòâåííî-
ìó àòîìè÷åñêîìó ðàñïðåäåëåíèþ F0, ñîñðåäîòî÷åííîìó â
òî÷êå a, ðàâíîñèëüíà ñõîäèìîñòè ôóíêöèé ðàñïðåäåëå-
íèé Fn(x) ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F0(x), ò. å.

Fn(x) = P{|Sn/n < x|} → F0(x) =
{

0, åñëè x ≤ a;
1, åñëè x > a.

Äàëåå íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïðè n→∞ èç ñõîäèìîñòè
Fn(x)→ F0(x) ñëåäóåò

P{|Sn − a| ≥ ε} → 0.
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13.29. Íàéäèòå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû
n∑
k=1

ξk,n è âîñïîëüçóéòåñü òåîðåìîé íå-

ïðåðûâíîñòè.
13.30. Ïðåäñòàâüòå ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó νi â âèäå

νi =
n∑
k=1

IXi(ξk), i = 1, 2, . . . , r.

è âîñïîëüçóéòåñü öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé.
13.31. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé N(−1)n;1/n2

íå ÿâëÿåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ.

21.14 Ê ãëàâå 14

14.1. Ôóíêöèÿ L(θ, h) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷å-
íèÿ â òî÷êå

(θ̂, ĥ) = ((max{ξi}+ min{ξi})/2, (max{ξi} −min{ξi})/2).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçà-
âèñèìû è êàæäàÿ èç íèõ èìååò ñâîåé ïëîòíîñòüþ f(x; θ, h),
íàõîäèì ïëîòíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí max{ξi}, min{ξi};
M max{ξi}, M min{ξi}, P− lim

n→∞
max{ξi}, P− lim

n→∞
min{ξi}

è óáåæäàåìñÿ, ÷òî θ̂ � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåí-
êà θ, à ĥ � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ
îöåíêà h.

14.2. θ̂ = 1
rn

n∑
i=1

ξi � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ

îöåíêà θ.
14.3. Äà.
14.4. Îòíîñèòåëüíî îöåíîê θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4 ñì. ïðèìåð

14.1.1; θ̂5 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëü-
íàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà b−a; θ̂6, θ̂7, θ̂8 � íåñìåùåííûå è ñî-
ñòîÿòåëüíûå îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ
(a+ b)/2, a, b.

14.5. λ̂ � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà λ.
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14.6. Äà.
14.7. Ôóíêöèÿ

L(θ) =

{
1/2n, åñëè âñå ξi ∈ [θ − 1, θ + 1];

0, åñëè ñóùåñòâóåò ξj 6∈ [θ − 1, θ + 1]

ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ: 1/2n è 0. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå,
ðàâíîå 1/2n, ôóíêöèÿ L(θ) ïðèíèìàåò, åñëè

θ − 1 ≤ ξi ≤ θ + 1, i = 1, 2, . . . , n,

èëè, ÷òî òî æå, åñëè

max{ξi} − 1 ≤ θ ≤ min{ξi}+ 1,

äðóãèìè ñëîâàìè, � â òî÷êàõ

θ̂λ = λ(max{ξi} − 1) + (1− λ)(min{ξi}+ 1), λ ∈ [0; 1],

ïðîìåæóòêà [max{ξi} − 1,min{ξi}+ 1].
Îòíîñèòåëüíî íåñìåùåííîñòè è ñîñòîÿòåëüíîñòè θ̂λ

ñì. ïðèìåð 14.1.1.
14.8. θ̂1, θ̂2 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå è ñîñòîÿ-

òåëüíûå îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ θ, α.
14.9. Äà.
14.10. θ̂ � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà θ.
14.11. â � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà a,

σ̂2 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåí-
êà σ2.

14.12. Äà.
14.13. L(θ) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ

θ̂λ = λ(max{ξi} − h0) + (1− λ)(min{ξi}+ h0), λ ∈ [0; 1],

ïðîìåæóòêà [max{ξi}−h0,min{ξi}+h0]. Ñì. òàêæå çàäà-
÷ó 14.7.

14.14.

θ̂ =
1

n

n∑
i=1

ξi, σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξi
2 −

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)2

.
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θ̂ � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà θ; σ̂2 � àñèìï-
òîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà σ2.

14.15. Äà.
14.16. θ̂1, θ̂2, θ̂λ � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå è ñî-

ñòîÿòåëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ θ− h0, θ+ h0, θ ñîîòâåò-
ñòâåííî; θ̂3 � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà θ.

14.17.

â =
1

n

n∑
i=1

ξi, σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξi
2 −

(
1

n

n∑
i=1

ξi

)2

.

â � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà a; σ̂2 � àñèìï-
òîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà σ2.

14.18. Äà.
14.19. Ôóíêöèÿ L(a, b) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷å-

íèÿ â òî÷êå (â, b̂) = (min{ξi},max{ξi}); â è b̂ � àñèìïòî-
òè÷åñêè íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ñîîòâåò-
ñòâåííî ïàðàìåòðîâ a è b.

14.20. θ̂ = 1
n

n∑
i=1

ξi � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ

îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
14.21. Äà.
14.22. θ̂2, θ̂3, θ̂4 � íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåí-

êè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ θ, θ−h, θ+h; θ̂1 � àñèìï-
òîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà h.

14.23. p̂ = 1
n

n∑
i=1

ξi � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ

îöåíêà ïàðàìåòðà (1− p)/p.
14.24. Äà.
14.25. θ̂1, θ̂2, θ̂3, θ̂4, � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå è

ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ h, θ− h0,
θ+h0, h. Îòíîñèòåëüíî îöåíîê θ̂1, θ̂2, θ̂3 ñì. ïðèìåð 14.1.1.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ îöåíêè θ̂4, ñíà÷àëà íàéäåì åå ôóíê-
öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ G(x).

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

θ̂4 = max{θ0 −min{ξi},max{ξi} − θ0}
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íåîòðèöàòåëüíà, òî ïðè x ≤ 0 çíà÷åíèÿ

G(x) = P{θ̂4 < x} = 0.

Ïðè x > 0, ó÷èòûâàÿ íåçàâèñèìîñòü ξ1, ξ2, . . . ξn, èìååì

G(x) = P{θ̂4 < x} =

= P{max{θ0 −min{ξi},max{ξi} − θ0} < x} =

= P{θ0 − x < min{ξi},max{ξi} < θ0 + x} =

= P

{
n⋂
n=1

{θ0 − x < ξi < θ0 + x}

}
=

=

n∏
n=1

P{θ0 − x < ξi < θ0 + x} =

= (P{θ0 − x < ξi < θ0 + x})n = (F (θ0 + x)− F (θ0 − x))n ,

ãäå

F (t) =

{
0, åñëè t ≤ θ0 − h;

(t− (θ0 − h))/2h, åñëè θ0 − h < t ≤ θ0 + h;
1, åñëè t > θ0 + h

� ôóíêöèÿ ðàâíîìåðíîãî íà îòðåçêå [θ0 − h, θ0 + h] ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ïðè x > 0

F (θ0 + x) =

{
(x+ h)/2h, åñëè 0 < x ≤ h;

1, åñëè x > h;

F (θ0 − x) =

{
(h− x)/2h, åñëè 0 < x ≤ h;

0, åñëè x > h.
Ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

p(x) =
d

dx
G(x) =

{
nxn−1/hn, åñëè x ∈ [0, h];

0, åñëè x 6∈ [0, h].

Ïî èçâåñòíîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îöåíêè θ̂4, íàõî-
äèì

Mθ̂4 =
n

n+ 1
h,
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P{|θ4 − h| > ε} =
(

1− ε

h

)n
, (0 < ε < h).

Ïîýòîìó θ̂4 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëü-
íàÿ îöåíêà h.

14.26. θ̂2 � íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà α, íî íå
ÿâëÿåòñÿ åãî ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé.

14.27. Äà.
14.28. θ̂1 � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà θ+b;

θ̂2, θ̂3 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå
îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ b è θ.

14.29. θ̂ = 1
mn

n∑
i=1

ξi � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ

îöåíêà θ.
14.30. Äà.
14.31. L(h) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå

ĥ = max {max{ξi} − θ0, θ0 −min{ξi}} ,

è ĥ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé è ñîñòîÿòåëü-
íîé îöåíêîé h (ñì. òàêæå çàäà÷ó 14.25).

14.32. θ̂ � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà σ2.
14.33. Äà.
14.34. θ̂2 � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ïà-

ðàìåòðà (a+ b)/2; θ̂1, θ̂3 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå
è ñîñòîÿòåëüíûå îöåíêè b.

14.35. Äà.

21.15 Ê ãëàâå 15

15.1. 0, 3. 15.2. 0, 18. 15.3. µ̂ = 2 ln m̂1 − (ln m̂2)/2.
15.4. Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ θ ÿâëÿ-

åòñÿ

θ̂λ = λ(max{ξi} − h0) + (1− λ)(min{ξi}+ h0), λ ∈ [0; 1];

θ̂λ � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåí-
êà ïàðàìåòðà θ; θ̂1/2 � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåí-
êà θ.
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15.7. b̂ = m̂1, θ̂ = (m̂2 + (m̂1)2)/2; b̂ � íåñìåùåííàÿ è
ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà b; θ̂ � àñèìïòîòè÷åñêè
íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.

15.8. θ̂ = 1
rn

n∑
i=1

ξi; θ̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ

è ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà θ.
15.10. 5, 4π. 15.11. p̂ = 1/(ξ̄ + 1).
15.12. Ôóíêöèåé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ

L(a, b) =
1

(2a)n
exp

{
−1

a

n∑
i=1

|ξi − b|
}
, a > 0.

Åñëè b̂ � òî÷êà, â êîòîðîé Q(b) =
n∑
i=1
|ξi − b| äîñòèãàåò

íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ, à â � òî÷êà, â êîòîðîé L(a, b̂) äî-
ñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ, òî â òî÷êå (â, b̂) ôóíêöèÿ
L(a, b) äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Ýòî óòâåðæäå-
íèå ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.

Äàëåå, ïóñòü ξ∗1 , ξ
∗
2 , . . . , ξ

∗
n � âàðèàöèîííûé ðÿä âûáîð-

êè ξ1, ξ2, . . . , ξn. Ïðè n = 2k, ôóíêöèÿ Q(b) äîñòèãàåò íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â êàæäîé òî÷êå ïðîìåæóòêà [ξ∗k, ξ

∗
k+1],

ïîýòîìó îöåíêîé b ÿâëÿåòñÿ

b̂λ = λξ∗k + (1− λ)ξ∗k+1,

λ ∈ [0; 1]. Åñëè n = 2k + 1, ôóíêöèÿ Q(b) äîñòèãàåò íàè-
ìåíüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå b̂ = ξ∗k+1. Ýòî õîðîøî âèäíî èç
ãðàôèêîâ ôóíêöèè y = Q(b) (ïðè ÷åòíîì è íå÷åòíîì n).

Îáîçíà÷èì Q∗ = Q(b̂). Ôóíêöèÿ

L(a, b̂) =
1

(2a)n
exp

{
−1

a
Q∗
}

äîñòèãàåò íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå â = Q∗/n. Ñëå-
äîâàòåëüíî, îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (â, b̂)

ïàðàìåòðà (a, b) ÿâëÿåòñÿ (Q∗/n, b̂).
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15.14. 158, 3.
15.15. Äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ïëîòíîñòüþ ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ
f(x; a, θ) =

=

 (x− (a−
√
θ))/θ, åñëè x ∈ [a−

√
θ, a];

−(x− (a+
√
θ))/θ, åñëè x ∈ [a, a+

√
θ];

0, åñëè x /∈ [a−
√
θ, a+

√
θ]

èìååì

m1 = m1(a, θ) = a, m2 = m2(a, θ) = a2 + θ/6.

Ñîãëàñíî ìåòîäó ìîìåíòîâ îöåíêè â è θ̂ ïîëó÷àåì êàê
ðåøåíèå ñèñòåìû {

m̂1 = â;

m̂2 = â2 + θ̂/6.

Îòñþäà
â = m̂1; θ̂ = 6(m̂2 − (m̂1)2).

Èç òåîðåìû 15.1.1 ñëåäóåò, ÷òî â è θ̂ � ñîñòîÿòåëüíûå
îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ a è θ; â � íåñìåùåí-
íàÿ îöåíêà a. Ïîñêîëüêó âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ σ̂2 ÿâëÿ-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåíêîé σ2, òî θ̂ ÿâëÿ-
åòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé îöåíêîé θ.

15.16. Ïóñòü a � âûñîòà öåëè, ξ � âûñîòà âûñòðåëà
� íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñ ïàðàìåòðàìè (h; 1) ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà (h íåèçâåñòíî). Ñîáûòèå {ξ ≥ a} áóäåì
ñ÷èòàòü óñïåõîì. Âåðîÿòíîñòü óñïåõà

p(h) =
1√
2π

+∞∫
a

exp

{
−(t− h)2

2

}
dt.

Íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η � ÷èñëî óñïåõîâ
â n èñïûòàíèÿõ, ïðè ýòîì ÷èñëî òàêèõ íàáëþäåíèé, ò. å.
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îáúåì âûáîðêè, ðàâåí åäèíèöå. Ðàñïðåäåëåíèåì η ÿâëÿ-
åòñÿ

P{η = m} = Cmn (p(h))m(1− p(h))n−m, m = 0, 1, . . . , n.

Ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

L(p(h)) = Ckn(p(h))k(1− p(h))n−k.

Ëîãàðèôìè÷åñêîå óðàâíåíèå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ

k ln p(h) + (n− k) ln(1− p(h)) = 0.

Ðåøàÿ åãî îòíîñèòåëüíî p(h), ïîëó÷èì

p(h) = k/n,

èëè

k

n
=

1√
2π

+∞∫
a−h

exp

{
−u

2

2

}
du. (21.15.1)

Óñëîâèå ê óñòàíîâêå îðóäèÿ: |a−h| ïðèíèìàåò ìèíèìàëü-
íîå çíà÷åíèå, äðóãèìè ñëîâàìè, a − h = 0. Ïîýòîìó èç
ðàâåíñòâà (21.15.1) èìååì

k

n
=

1

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, îðóäèå íåîáõîäèìî óñòàíîâèòü òàê, ÷òî-
áû êîëè÷åñòâî ïåðåëåòîâ áûëî ðàâíûì êîëè÷åñòâó íåäî-
ëåòîâ.

15.20. Îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ h ÿâ-
ëÿåòñÿ

ĥ = max {max{ξi} − θ0, θ0 −min{ξi}} .

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ĥ

F (x) = P{ĥ < x} =

= P{max {max{ξi} − θ0, θ0 −min{ξi}} < x} =
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= P{max{ξi} − θ0 < x, θ0 −min{ξi} < x} =

= P

((
n⋂
i=1

{ξi < θ0 + x}

)⋂(
n⋂
i=1

{ξi > θ0 − x}

))
=

= P

(
n⋂
i=1

{θ0 − x < ξi < θ0 + x}

)
=

=
n∏
i=1

P{θ0−x < ξi < θ0 +x} = (P{θ0−x < ξi < θ0 +x})n.

È ïîñêîëüêó ξi, i = 1, 2, . . . , n, ðàñïðåäåëåíû ðàâíîìåðíî
íà [θ0 − h, θ0 + h], òî

F (x) =

{
0, åñëè x ≤ 0;

(x/h)n, åñëè 0 < x ≤ h;
1, åñëè x > h.

Îòñþäà
Mĥ =

n

n+ 1
h→ h,

ïðè n→∞, ò. å. ĥ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííîé
îöåíêîé h. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0

P{|ĥ− h| < ε} = P{h− ε < ĥ < h+ ε} =

= P{h− ε < ĥ} = 1− P{ĥ < h− ε} = 1−
(
h− ε
h

)n
→ 1,

ïðè n→∞, ò. å. ĥ � ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà h.

15.22. θ̂ =

(
1
n

n∑
i=1

ξp
)1/p

.

15.23. θ̂ = m̂1, σ̂
2 = m̂2 − (m̂1)2; θ̂ � íåñìåùåííàÿ è

ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà θ; σ̂2 � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåí-
íàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà σ2.

15.24. θ̂ = 1
2n

n∑
i=1

ξ2
i ; θ̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ

è ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
15.26. 15, 52 · π.
15.27. m̂ = 1/

(
m̂2/(m̂1)2 − 1

)
; λ̂ = 1/ (m̂2/m̂1 −m1).
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15.28.

1) θ̂ = 1
n

n∑
i=1

ξi; θ̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ, ýô-

ôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.

2) θ̂ = 1
n

n∑
i=1

ξi − 1
2 ; θ̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ,

ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.

3) θ̂ = 1
n

n∑
i=1

ξi; θ̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ, ýô-

ôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.
15.31. ν̂ = 1/

(
m̂2/m̂

2
1 − 1

)
; α̂ = 1/ (m̂2/m̂1 − m̂1).

15.32. θ̂ = m̂1 � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ è ýô-
ôåêòèâíàÿ îöåíêà θ.

15.34. 0, 56π, 15.35. p̂ =

(
1 + 1

rn

n∑
i=1

ξi

)−1

.

15.36. N̂ = (nK/k).
15.39. â =

√
m̂2 − (m̂1)2; b̂ = m̂1 − â.

15.40. Ïîñêîëüêó ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû, òî èõ ñîâìåñòíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ ðàâíà
n∏
i=1

f(xi; a, b), à ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâ-

äîïîäîáèÿ

L(a, b) =
n∏
i=1

f(ξi; a, b) =

=

{
1/(b− a)n, åñëè âñå ξi ∈ [a, b];

0, åñëè ñóùåñòâóåò ξj 6∈ [a, b].

Ôóíêöèÿ L(a, b) äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â òî÷-
êå (â, b̂), ãäå ðàçíîñòü (b−a) äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ, ïîñëåäíÿÿ æå äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ
ïðè

a = â = min{ξi}; b = b̂ = max{ξi}.

â, b̂� àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå îöåí-
êè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ a, b (ñì. òàêæå ïðèìåð 14.1.1).
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15.41. Âðåìÿ óêàçàòü â ÷àñàõ,

sup
x

∣∣∣F (x)− F̂14(x)
∣∣∣ = 0, 306.

15.42. 0, 09.

15.43. p̂ = 1
mn

n∑
i=1

ξi; p̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëü-

íàÿ è ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà p.
15.44. Îöåíêîé ïàðàìåòðà (θ, h) ÿâëÿåòñÿ

(θ̂, ĥ) = ((max{ξi}+ min{ξi})/2; (max{ξi} −min{ξi})/2);

θ̂, ĥ � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííûå è ñîñòîÿòåëüíûå
îöåíêè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàìåòðîâ a è b.

15.45. sup
x

∣∣∣F (x)− F̂n(x)
∣∣∣ = 0, 287.

15.47. θ̂ = m̂1, ĥ = m̂2−(m̂1)2, θ̂ � íåñìåùåííàÿ è ñî-
ñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà θ; ĥ � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ
è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà h.

15.48. µ̂ = 1
n

n∑
i=1

ln ξi; σ̂2 = 2
n

n∑
i=1

(
ln ξi −

n∑
i=1

ln ξi

)2

.

15.49. θ̂ = 1 + 1
rn

n∑
i=1

ξi.

15.50. b̂ = max{ξi}; b̂ � àñèìïòîòè÷åñêè íåñìåùåííàÿ
è ñîñòîÿòåëüíàÿ îöåíêà b.

15.51. λ̂ = ξ̄; λ̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ è ýô-
ôåêòèâíàÿ îöåíêà λ.

15.53. p̂ = 1
mn

n∑
i=1

ξi; p̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëü-

íàÿ è ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà p.

15.54. θ̂ =

√
2
πm̂1; θ̂ � íåñìåùåííàÿ è ñîñòîÿòåëüíàÿ

îöåíêà θ.
15.55. Ôóíêöèÿ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

L(θ, λ) =


θnλnθ( n∏

i=1
ξi

)θ+1 , åñëè âñå ξi > λ;

0, åñëè õîòÿ áû îäíî ξi ≤ λ.
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Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå ïåðåìåííîé θ, ò. å. θ � ïðîèç-
âîëüíîå, íî ôèêñèðîâàííîå. Ôóíêöèÿ L(θ, λ) îäíîé ïåðå-
ìåííîé λ (íå äèôôåðåíöèðóåìàÿ) äîñòèãàåò ñâîåãî íàè-
áîëüøåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå

λ̂ = min{ξi}.

Ôóíêöèÿ L(θ, λ̂) äèôôåðåíöèðóåìà è äîñòèãàåò íàèáîëü-
øåãî çíà÷åíèÿ â òî÷êå

θ̂ = 1
/( 1

n

n∑
i=1

ln ξi − ln min{ξi}
)
.

È ïîñêîëüêó L(θ, λ) ≤ L(θ, λ̂) ≤ L(θ̂, λ̂), òî (θ̂, λ̂) � îöåíêà
ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðàìåòðà (θ, λ).

15.56. Îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ ïàðà-
ìåòðà σ2:

σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

ξ2
i ;

σ̂2 � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ, ýôôåêòèâíàÿ îöåíêà
ïàðàìåòðà σ2.

15.57. p̂ = ξ; p̂ � íåñìåùåííàÿ, ñîñòîÿòåëüíàÿ, ýô-
ôåêòèâíàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà p.

15.58. ×àñòîòà p̂ = µ/n ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåí-
êîé p.

21.16 Ê ãëàâå 16

16.1. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: òåëåïàò ìûñëè íå ÷èòàåò.
16.2.Íóëåâàÿ ãèïîòåçàH0: ìîíåòà ñèììåòðè÷íàÿ, àëü-

òåðíàòèâà � äâóñòîðîííÿÿ.
16.3. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: áîëüíîé ñòðàäàåò òóáåð-

êóëåçîì.
16.4. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: òåëåïàò ìûñëè íå ÷èòàåò.
16.5.Íóëåâàÿ ãèïîòåçàH0: ìîíåòà ñèììåòðè÷íàÿ, àëü-

òåðíàòèâà � äâóñòîðîííÿÿ.
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16.6. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: ïðåïàðàò òîêñè÷íûé.
16.8. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: áîëåçíü èíôåêöèîííàÿ,

àëüòåðíàòèâà � áîëåçíü íåèíôåêöèîííàÿ.
16.9. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: λ = 1 � ñðåäíåå ñîäåð-

æàíèå áàêòåðèé íà åäèíèöó îáúåìà âîäû ñîñòàâëÿåò 1.
Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Hλ (λ < 1) � ñðåäíåå ñîäåðæà-
íèå áàêòåðèé íà åäèíèöó îáúåìà âîäû ìåíüøå ÷åì 1.

Íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ � êîëè÷åñòâî çà-
ãðÿçíåííûõ ïðîá; ξ èìååò áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè (10; p), ãäå p � âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïðî-
áå áóäåò ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà áàêòåðèÿ. Åñëè ãèïîòåçà
H0 âåðíà, ò. å. ñðåäíåå ñîäåðæàíèå λ áàêòåðèé íà åäèíèöó
îáúåìà ðàâíî 1, òî p = p0 = 1− e−1. Êðèòè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçûH0 èìååò âèä S = {k : k ≤ l}.

16.11. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: äîëÿ äåôåêòíûõ èçäå-
ëèé ñîñòàâëÿåò 0,08; àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Hp: p ∈
∈ (0; 0, 08) (ñëîæíàÿ). Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S =
= {k : k < l}. Òðåáîâàíèå ïîòðåáèòåëÿ:

P (S|H0) ≥ 0, 90,

ïîæåëàíèÿ ïîñòàâùèêà

P (S|H0,01) ≥ 0, 96.

16.12. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: èãðàëüíàÿ êîñòü ñèììåò-
ðè÷íàÿ, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Hp: p ∈ (0, 5; 1]. Êðèòè-
÷åñêîå ìíîæåñòâî S = {k : k > l}.

16.15. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: âåñü èçþì èñïîëüçîâàí
ïî íàçíà÷åíèþ, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçàHλ: ÷àñòü λ èçþ-
ìà ðàçîøëàñü íå ïî íàçíà÷åíèþ, λ ∈ (0, 1).

16.16. Ðåãèñòðèðóåì êîëè÷åñòâî ïîãèáøèõ ìûøåé.
Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: ïðåïàðàò òîêñè÷íûé. Êðèòè÷å-

ñêîå ìíîæåñòâî áóäåì èñêàòü â âèäå

S = {k : k ≤ l}.

Ïî óñëîâèþ
P{S|H0} ≤ 0, 0001

èëè
l∑

k=0

Ck10(0, 8)k(0, 2)10−k ≤ 0, 0001.
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî óäîâëåòâîðÿþò l ∈ [0; 2], ïîýòîìó
S = {k : k ≤ 2}. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè ïðîâåðêå íà
òîêñè÷íîñòü ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ S íåòîêñè÷íûé ïðåïà-
ðàò âûäåðæèò êîíòðîëü

P{S|H1} =
2∑

k=0

Ck10(0, 02)k(0, 98)10−k ≥ 0, 996.

Ðåçóëüòàò ýêñïåðèìåíòà ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó íå-
òîêñè÷íîñòè ïðåïàðàòà.

16.18.Íóëåâàÿ ãèïîòåçàH0: ìîíåòà ñèììåòðè÷íà, àëü-
òåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçàHp: p ðàâíî îäíîìó èç ÷èñåë 0,6; 0,7;
0,8; 0,9 (àëüòåðíàòèâà ñëîæíàÿ).

16.19. Ðåãèñòðèðóåì êîëè÷åñòâî k âûæèâøèõ íàñå-
êîìûõ. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: ïðîöåíò ïîðàæåíèÿ èíñåê-
òèöèäà θ = 98, àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà Hθ: θ ∈ [0; 98).
Êðèòè÷åñêîå ìíîæåñòâî S = {k : k ≥ l}. Ïîæåëàíèå àâ-
òîðîâ íîâîãî èíñåêòèöèäà

P (S|H98) ≥ 0, 96,

Òðåáîâàíèå ïîêóïàòåëÿ

P (S|H92) ≥ 0, 95.

21.17 Ê ãëàâå 17

Äàëåå, ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçó H0: a = a0, ÷åðåç t áóäåì

îáîçíà÷àòü (ξ̄−a0)
/

s√
n
, à ïðîâåðÿÿ ãèïîòåçóH0: aξ = aη,

÷åðåç t áóäåì îáîçíà÷àòü (ξ̄ − η̄)
/(

s
√
n+m
nm

)
.

17.1. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ζ = η − ξ ìåæäó îáúå-
ìîì ëåãêèõ ïîñëå è äî ñåçîíà (â äàííîì ñëó÷àå ïîëüçî-
âàòüñÿ êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0:
aξ = aη íåëüçÿ, ïîñêîëüêó âûáîðêè îáúåìà ëåãêèõ ïîñëå
è äî ñåçîíà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè). Îòíîñèòåëüíî
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ñðåäíåãî ðàçíîñòè ζ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0 : a = 0
(ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè ýôôåêòà ôèçè÷åñêèõ óïðàæíå-
íèé), â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîé ê ãèïîòåçå H0 åñòåñòâåí-

íî ðàññìàòðèâàòü ãèïîòåçó a > 0. Çíà÷åíèå t = ζ̄
/

s√
n

=

= 3, 36 > 1, 833 = t0,05;9 = tα;n−1. Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðè-
òåðèþ Ñòüþäåíòà ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ (íà
5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè), ÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñó-
ùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå îáúåìà ëåãêèõ ïîä âëèÿíèåì ôè-
çè÷åñêèõ óïðàæíåíèé.

17.2. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = 0, 51 < 2, 306 = t0,025;8 =
= tα;n+m−2. Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñòüþäåíòà ãè-
ïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè),
÷òî èíòåðïðåòèðóåì êàê îòñóòñòâèå ðàçëè÷èé îòðàæà-
òåëüíûõ ñïîñîáíîñòåé êðàñîê.

17.3. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: σ2
ξ/σ

2
η = 1, àëüòåðíàòè-

âà äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå s2
ξ/s

2
η = 0, 24. Ãèïîòåçà H0 íà

2 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè îòêëîíÿåòñÿ. Ïîñëåäíåå îáîçíà-
÷àåò, ÷òî òî÷íîñòü ðàáîòû êîíòðîëåðîâ íåîáõîäèìî êâà-
ëèôèöèðîâàòü êàê ðàçëè÷íóþ.

17.4. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 1, àëüòåðíàòèâà äâó-
ñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = 2, 35 > 2, 262 = t0,025;9 = tα;n−1.
Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 (íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè) îò-
êëîíÿåòñÿ, ÷òî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ñ÷åò÷èêè îòðåãóëè-
ðîâàíû íåóäîâëåòâîðèòåëüíî.

17.5. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = 0, 891 < 2, 262 = t0,025;9 =
= tα;n+m−2. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ (íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì äàííûì). Äðóãèìè ñëîâàìè, ýêñïåðèìåíò äàåò îñíî-
âàíèÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ñòàëü I è ñòàëü II íå îòëè÷àþòñÿ
ñïîñîáíîñòüþ ê ãëóáîêîìó îòïóñêó.

17.6(2◦). Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: σ2/0, 01 = 1, àëüòåð-
íàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: σ2/0, 01 > 1 (íàñ èíòåðåñóåò òîëü-
êî ïðåâûøåíèå äèñïåðñèåé çàäàííîãî óðîâíÿ). Çíà÷åíèå
s2/0, 01 = 14, 53, χ2

α;(n−1)/(n − 1) = χ2
0,05;9/9 = 1, 88 <

< 14, 53 = s2/0, 01. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íà 5 %-ì óðîâíå
çíà÷èìîñòè îòêëîíÿåòñÿ. Âçâåøèâàíèå 10 óïàêîâîê äà-
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åò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü, ÷òî òðåáîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî
äèñïåðñèè ìàññû óïàêîâîê íå âûïîëíÿåòñÿ � ðàçáðîñ ìàñ-
ñû óïàêîâêè ïðåâûøàåò çàäàííóþ íîðìó.

17.7. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 12, 0, àëüòåðíàòèâà

äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = |ξ̄ − 12, 0|
/

s√
n

= 0, 42; |t| =
= 0, 42 < 1, 77 = t0,025;13 = tα;n−1. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0
íå îòêëîíÿåòñÿ.

17.8. Ïóñòü aη � ñðåäíåå ñîäåðæàíèå çîëîòà, â îá-
ðàçöàõ èç øóðôîâ, à aξ � èç ñêâàæèí, H0: aξ = aη,
àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: aξ < aη (ðåçóëüòàò èññëå-
äîâàíèÿ îáðàçöîâ íà ñîäåðæàíèå çîëîòà èç ñêâàæèí íå
âûøå, ÷åì èç øóðôîâ). Ìû íå õîòèì ïðåíåáðåãàòü âîç-
ìîæíûì ñíèæåíèåì ðàñõîäîâ (çà ñ÷åò áóðåíèÿ ñêâàæèí
âìåñòî çàêëàäêè øóðôîâ), ïîýòîìó íàçíà÷àåì íå î÷åíü
áîëüøîé óðîâåíü çíà÷èìîñòè, ñêàæåì, α = 0, 025. Çíà÷å-

íèå t = (η̄ − ξ̄)
/(

s
√
n+m
nm

)
= 1, 82; t = 1, 82 < 2, 06 =

= t0,025;25 = tα;n+m−2. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿ-
åòñÿ. Òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-
íèÿ îáðàçöîâ èç ñêâàæèí è èç øóðôîâ ñóùåñòâåííî íå
îòëè÷àþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü âåñòè
ðàçâåäêó çàëåæåé ðàññûïíîãî ìåñòîðîæäåíèÿ çîëîòà ïî
îáðàçöàì, âçÿòûì èç ñêâàæèí, ÷òî óìåíüøàåò çàòðàòû.

17.9.Ïóñòü σ2
ξ , σ

2
η � äèñïåðñèè ðàçìåðà âíåøíåãî äèà-

ìåòðà èçäåëèÿ ñîîòâåòñòâåííî ïîñëå íàñòðîéêè ñòàíêà è
÷åðåç îïðåäåëåííîå âðåìÿ ïîñëå ýòîãî. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà
H0: σ2

ξ/σ
2
η = 1, àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: σ2

ξ/σ
2
η < 1,

ïîñêîëüêó ñî âðåìåíåì òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà ìîæåò
òîëüêî óìåíüøèòüñÿ (äèñïåðñèÿ êðèòè÷åñêîãî ðàçìåðà èç-
äåëèÿ ìîæåò òîëüêî óâåëè÷èòüñÿ). Çíà÷åíèå îòíîøåíèÿ
s2
ξ/s

2
η = 0, 77 > 0, 44 = 1/F0,05;14;19. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0

íå îòêëîíÿåòñÿ. Ïîñëåäíåå îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðèâåäåííûå
äàííûå íå äàþò îñíîâàíèé ãîâîðèòü î ñíèæåíèè òî÷íîñòè
ðàáîòû ñòàíêà.

17.10. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 24, àëüòåðíàòèâà

äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = |ξ̄ − 24|
/

s√
n

= 1, 363 <

< 2, 365 = t0,025;7 = tα;n−1. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îò-
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êëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ðàñ÷åòíàÿ ñêîðîñòü ïîëèìåðèçàöèè
ñîñòàâëÿåò 24 % çà ÷àñ.

17.11. Ïóñòü aξ è aη � ñðåäíèå ïðåäåëüíîãî ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ íà ñæàòèå ñîîòâåòñòâåííî áåòîíà, ïðèãîòîâëåííîãî
áåç îáðàáîòêè, è áåòîíà, ïðèãîòîâëåííîãî ñ îáðàáîòêîé.
Îòíîñèòåëüíî aξ è aη âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη
� ãèïîòåçà îá îòñóòñòâèè ýôôåêòà ñïåöèàëüíîãî ñïîñîáà
ïðèãîòîâëåíèÿ áåòîíà (îáèäíàÿ äëÿ àâòîðîâ íîâîãî ñïî-
ñîáà). Àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: aξ < aη (ñïåöèàëü-
íûé ñïîñîá ïðèãîòîâëåíèÿ áåòîíà îðèåíòèðîâàí íà ïî-
âûøåíèå åãî ïðî÷íîñòè íà ñæàòèå). Âû � ÷ëåí äîáðîæå-
ëàòåëüíîé êîìèññèè ïî ïðîâåðêå ýôôåêòà ñïåöèàëüíîãî
ñïîñîáà ïðèãîòîâëåíèÿ áåòîíà (íå õîòèòå íåñïðàâåäëèâî
ïðåíåáðåãàòü ýôôåêòîì ñïåöèàëüíîãî ñïîñîáà ïðèãîòîâ-
ëåíèÿ áåòîíà, åñëè îí ñóùåñòâóåò), ïîýòîìó íàçíà÷àåòå
íå î÷åíü ìàëûé óðîâåíü çíà÷èìîñòè. Âûáåðåì, ñêàæåì,
5 %-é óðîâåíü. Çíà÷åíèå

t = (η̄ − ξ̄)
/(

s

√
n+m

nm

)
= 2, 29 >

> 2, 13 = t0,05;4 = tα;n+m−2.

Ïîýòîìó íóëåâàÿ ãèïîòåçàH0 îòêëîíÿåòñÿ. Ïîñëåäíåå îáî-
çíà÷àåò, ÷òî ýêñïåðèìåíò äàåò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü, ÷òî
ñïåöèàëüíûé ñïîñîá ïðèãîòîâëåíèÿ áåòîíà ïîâûøàåò åãî
ñîïðîòèâëåíèå íà ñæàòèå.

17.12. Ïóñòü σ2
ξ , σ

2
η � äèñïåðñèè âûõîäà íåæåëàòåëü-

íîãî ïðîäóêòà ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòâåòñòâåííî êàòà-
ëèçàòîðîâ A è B. Ãèïîòåçà H0: σ2

ξ/σ
2
η = 1, àëüòåðíàòè-

âà äâóñòîðîííÿÿ: σ2
ξ/σ

2
η < 1 èëè σ2

ξ/σ
2
η > 1, ïîñêîëüêó

àïðèîðè íè÷åãî íå èçâåñòíî î ñòàáèëüíîñòè âûõîäà íåæå-
ëàòåëüíîãî ïðîäóêòà êàê â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ îäíî-
ãî êàòàëèçàòîðà, òàê è äðóãîãî. Çíà÷åíèå s2

ξ/s
2
η = 0, 335;

1/Fα;(m−1);(n−1) = 1/F0,01;8;8 = 0, 166 < s2
ξ/s

2
η < 6, 03 =

= F0,01;8;8 = Fα;(n−1);(m−1). Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îò-
êëîíÿåòñÿ. Ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé ñ÷èòàòü, ÷òî
ðàçáðîñ âûõîäà íåæåëàòåëüíîãî ïðîäóêòà ïðè èñïîëüçî-
âàíèè êàòàëèçàòîðîâ A è B ðàçëè÷åí.
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17.13. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 2, 5, àëüòåðíàòèâà

äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = |ξ̄ − 2, 5|
/

s√
n

= 2, 08 <

< 2, 365 = t0,025;7 = tα;n−1, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îò-
êëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ñëåäîâàòåëüíî,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûáîðêà ïîëó÷åíà èç íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñî ñðåäíèì 2,5.

17.14. Ïóñòü aξ è aη � ñðåäíåå óâåëè÷åíèå ìàññû
äåòåé, êîòîðûì âûäàâàëè ñîîòâåòñòâåííî ñîê è ìîëîêî.
Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîí-
íÿÿ: aξ < aη èëè aξ > aη. Çíà÷åíèå |t| = 1, 30 < 2, 01 =
= t0,025;18 = tα;n+m−2. Ïîýòîìó ãèïîòåçàH0 íå îòêëîíÿåò-
ñÿ, ÷òî ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê íåñóùåñòâåííîå îòëè÷èå
â óâåëè÷åíèè ñðåäíåé ìàññû äåòåé â ãðóïïàõ.

17.15. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: σ2
ξ/σ

2
η = 1, àëüòåðíà-

òèâà äâóñòîðîííÿÿ: σ2
ξ/σ

2
η > 1 èëè σ2

ξ/σ
2
η < 1 (åñëè H0

íåâåðíà, òî àïðèîðè íåèçâåñòíî, òî÷íîñòü êàêîãî ìèê-
ðîñêîïà âûøå, à êàêîãî íèæå). Çíà÷åíèå s2

ξ/s
2
η = 0, 47;

1/Fα;(m−1);(n−1) = 1/F0,01;11;8 = 0, 17 < s2
ξ/s

2
η < 4, 47 =

F0,01;8;11 = Fα;(n−1);(m−1). Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íà 2 %-ì
óðîâíå çíà÷èìîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ. Ýêñïåðèìåíò íå äà-
åò îñíîâàíèé ñòàâèòü ïîä ñîìíåíèå îäèíàêîâóþ òî÷íîñòü
èçìåðåíèé ìèêðîñêîïàìè I è II.

17.16. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 2000, àëüòåðíàòè-
âà äâóñòîðîííÿÿ (ñîïðîòèâëåíèå ðåçèñòîðîâ ìîæåò áûòü
êàê ìåíüøèì, òàê è áîëüøèì 2000). Çíà÷åíèå |t| = 1, 02 <
< 2, 20 = t0,025;11 = tα;n−1. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îò-
êëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ïîñëåäíåå îáî-
çíà÷àåò, ÷òî òàêèå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ ñîïðîòèâëåíèÿ
ðåçèñòîðîâ îò íîìèíàëà äîïóñòèìû (îíè åñòåñòâåííû è
èçáåæàòü èõ íåâîçìîæíî).

17.17. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = 8, 566 > 2, 10 = t0,025;18 =
= tα;n+m−2. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì
óðîâíå çíà÷èìîñòè).

17.18. Ïóñòü σ2
ξ , σ

2
η � äèñïåðñèè îòðàæàòåëüíûõ ñïî-

ñîáíîñòåé êðàñêè, èçãîòîâëåííîé ñîîòâåòñòâåííî ïî òåõ-
íîëîãèÿì A è B. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: σ2

ξ/σ
2
η = 1, àëü-
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òåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: σ2
ξ/σ

2
η > 1 (èçìåíåíèÿ â òåõíî-

ëîãèè íàïðàâëåíû íà óìåíüøåíèå äèñïåðñèè îòðàæàòåëü-
íûõ ñâîéñòâ êðàñêè). Îòêëîíåíèå â ïîëüçó ýòîé àëüòåðíà-
òèâû áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü îá óìåíüøåíèè äèñïåðñèè.
Çíà÷åíèå s2

ξ/s
2
η = 4, 74 < 6, 39 = F0,05;4;4. = Fα;(n−1);(m−1).

Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè íå îò-
êëîíÿåòñÿ. Ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü,
÷òî èçìåíåíèÿ â òåõíîëîãèè, íàïðàâëåííûå íà óìåíüøå-
íèå äèñïåðñèè îòðàæàòåëüíûõ ñâîéñòâ êðàñêè, îêàçàëèñü
ýôôåêòèâíûìè.

17.19. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 220, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ: a > 220 èëè a < 220. Çíà÷åíèå

|t| = |ξ̄ − 220|
/

s√
n

= 1, 48 < 2, 07 = t0,025;23 = tα;n−1.

Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì óðîâíå
çíà÷èìîñòè). Îòêëîíåíèÿ îò ñòàíäàðòà ìîæíî ñ÷èòàòü
äîïóñòèìûìè.

17.20. Ïóñòü aξ è aη � ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðåçóëüòà-
òîâ ïðîõîæäåíèÿ äèñòàíöèè â 15 êì ñîîòâåòñòâåííî òðà-
äèöèîííûì õîäîì è êîíüêîâûì õîäîì. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà
H0: aξ − 1 = aη, àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: aξ − 1 >
> aη. Îòêëîíåíèå íóëåâîé ãèïîòåçû â ïîëüçó àëüòåðíà-
òèâíîé: aξ − 1 > aη áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü î íàëè÷èè
áîëåå ÷åì îäíîìèíóòíîãî ýôôåêòà òåõíèêè êîíüêîâîãî
õîäà, íåîòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0 áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü
îá îòñóòñòâèè òàêîãî ýôôåêòà. Çíà÷åíèå

t = ((ξ̄ − 1)− η̄)
/(

s

√
n+m

nm

)

ñðàâíèâàåì ñ tα;n+m−2, åñëè t > tα;n+m−2 ãèïîòåçà H0 îò-
êëîíÿåòñÿ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò. Èìååì t = 3, 774 >
> 2, 10 = t0,05;18 = tα;n+m−2. Ïîýòîìó ñîãëàñíî êðèòå-
ðèþ Ñòüþäåíòà ãèïîòåçà H0: aξ−1 = aη íà 5 %-ì óðîâíå
çíà÷èìîñòè îòêëîíÿåòñÿ, ÷òî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê áîëåå
÷åì îäíîìèíóòíûé âûèãðûø âî âðåìåíè ïðè èñïîëüçîâà-
íèè òåõíèêè êîíüêîâûõ õîäîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöè-
îííîé òåõíèêîé.

17.21. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ: aξ < aη èëè aξ > aη, ïîñêîëüêó íåò àïðè-
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îðíîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî äèàìåòðîâ èçäåëèé, èç-
ãîòîâëåííûõ íà ñòàíêàõ A è B. Çíà÷åíèå |t| = 1, 98;
|t| = 1, 98 < 2, 07 = t0,025;23 = tα;n−1. Ïîýòîìó ãèïîòåçàH0
íå îòêëîíÿåòñÿ. Ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé óòâåð-
æäàòü, ÷òî äèàìåòðû èçäåëèé, èçãîòîâëåííûõ íà ðàçíûõ
ñòàíêàõ, îòëè÷íû.

17.22. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 18, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = 0, 89 < 2, 20 = t0,025;11 =
= tα;n−1. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì
óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ïîñëåäíåå òðàêòóåòñÿ êàê âûïîëíå-
íèå òðåáîâàíèé ñòàíäàðòà îòíîñèòåëüíî ñîäåðæàíèÿ õðî-
ìà â ñòàëè 18Cr10Ni2Mo.

17.23. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = 2, 55 > 2, 10 = t0,025;18 =
= tα;n+m−2. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì
óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ýêñïåðèìåíò äàåò îñíîâàíèÿ óòâåð-
æäàòü, ÷òî êîìôîðòíàÿ òåìïåðàòóðà äëÿ æåíùèí è ìóæ-
÷èí ðàçëè÷íà.

17.24. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: σ2
ξ/σ

2
η = 1, àëüòåðíàòèâ-

íàÿ ãèïîòåçà äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå s2
ξ/s

2
η ðàâíî 1, 71;

1/Fα;(m−1);(n−1) = 1/F0,01;7;7 = 0, 14 < s2
ξ/s

2
η < 6, 99 =

= F0,01;7;7 = Fα;(n−1);(m−1). Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îò-
êëîíÿåòñÿ (íà 2 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ýêñïåðèìåíò
ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó îòñóòñòâèÿ ðàçëè÷èé ìåæäó ðàç-
áðîñîì ñîïðîòèâëåíèé ïðîâîäà òèïà A è B.

17.25. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 11, àëüòåðíàòèâà
îäíîñòîðîííÿÿ: a < 11 (ïðî÷íîñòü íà èçãèá ìåíüøå 11).

Çíà÷åíèå t = (ξ̄ − 11)
/

s√
n

= 3, 8 > −1, 75 = −t0,05;15 =

= −tα;n−1. Ïîýòîìó ãèïîòåçàH0 íå îòêëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì
óðîâíå çíà÷èìîñòè). Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
ïðî÷íîñòü íà èçãèá íå ìåíüøå ÷åì 11.

17.26. Òî÷íîñòü ñòàíêà õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé
äèñïåðñèè: ìåíüøå äèñïåðñèÿ � áîëüøå òî÷íîñòü, áîëü-
øå äèñïåðñèÿ � ìåíüøå òî÷íîñòü.

Ïðîâåðÿåì ãèïîòåçó H0: σ2
A/σ

2
B = 1, àëüòåðíàòèâà

äâóñòîðîííÿÿ: σ2
A/σ

2
B > 1 èëè σ2

A/σ
2
B < 1, ïîñêîëüêó

íåèçâåñòíî, òî÷íîñòü êàêîãî ñòàíêà áîëüøå, à êàêîãî ìåíü-
øå. Çíà÷åíèå s2

A/s
2
B = 1, 27; 1/Fα;(m−1);(n−1) = 1/F0,01;9;14 =
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= 0, 25 < 1, 27 = s2
A/s

2
B < 5, 00 = F0,01;14;9 = Fα;(n−1);(m−1).

Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ (íà 2 %-ì óðîâíå
çíà÷èìîñòè). Ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü,
÷òî ñòàíêè ïðèíàäëåæàò ðàçíûì êëàññàì òî÷íîñòè.

17.27. Ðàçáðîñ õàðàêòåðèçóåòñÿ äèñïåðñèåé, áîëüøå
äèñïåðñèÿ � áîëüøå ðàçáðîñ. Ïóñòü σ2

ξ � äèñïåðñèÿ ñî-
äåðæàíèÿ ìàðãàíöà â ñëó÷àå åãî îïðåäåëåíèÿ ïî òðàäè-
öèîííîé ìåòîäèêå, à σ2

η � ïî íîâîé. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0:
σ2
ξ/σ

2
η = 1, àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: σ2

ξ/σ
2
η > 1 (îæè-

äàåòñÿ, ÷òî íîâàÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ñîäåðæàíèÿ ìàð-
ãàíöà äàåò ìåíüøèé ðàçáðîñ ðåçóëüòàòîâ).ÎòêëîíåíèåH0
â ïîëüçó ýòîé àëüòåðíàòèâû áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü îá
óìåíüøåíèè äèñïåðñèè. Çíà÷åíèå s2

ξ/s
2
η = 1, 55; s2

ξ/s
2
η =

= 1, 55 < 3, 68 = F0,05;9;7 = Fα;(n−1);(m−1). Ïîýòîìó ãèïî-
òåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ. Ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé
ãîâîðèòü îá óìåíüøåíèè ðàçáðîñà.

17.28. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: a = 6720; àëüòåðíàòèâà
îäíîñòîðîííÿÿ: a < 6720 (ãëàâíîå � îáíàðóæèòü ïðîâî-
ëîêó, êîòîðàÿ ðâåòñÿ, êîãäà çíà÷åíèå óñèëèÿ íà ðàçðûâ

ìåíüøå ïðåäåëüíîãî). Çíà÷åíèå t = (ξ̄ − 6720)
/

s√
n

=

= −1, 38; t > −1, 729 = −t0,05;19 = −tα;n−1. Ïîýòîìó ãè-
ïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ. Ýêñïåðèìåíò äàåò îñíîâàíèÿ
óòâåðæäàòü, ÷òî òðåáîâàíèÿ ê ïðî÷íîñòè ïàðòèè ïðîâî-
ëîêè, èç êîòîðîé èçãîòîâëÿþò êàíàòû, âûïîëíåíû.

17.29. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ (íåò àïðèîðíîé èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî
õàðàêòåðèñòèê ôóòåðîâêè ïðåäïðèÿòèé A è B). Çíà÷å-
íèÿ |t| = 4, 05 > 2, 11 = t0,025;17 = tα;n+m−2. Ïîýòîìó
ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè).
Ýêñïåðèìåíò äàåò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ôóòåðîâ-
êà, èçãîòîâëåííàÿ íà ïðåäïðèÿòèÿõ A è B, îòëè÷àåòñÿ ïî
ñâîèì õàðàêòåðèñòèêàì.

17.30. ÏóñòüH0: σ2/35, 63 = 1, àëüòåðíàòèâà îäíîñòî-
ðîííÿÿ: σ2/35, 63 < 1. Îòêëîíåíèå H0 â ïîëüçó ýòîé àëü-
òåðíàòèâû áóäåò ñâèäåòåëüñòâîâàòü îá óìåíüøåíèè äèñ-
ïåðñèè, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � íåò. Çíà÷åíèå s2/35, 63 =
0, 842 > 0, 47 = χ2

0,05;14/14 = χ2
α;(n−1)/(n− 1). Ïîýòîìó ãè-

ïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ. Ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâà-
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íèé óòâåðæäàòü, ÷òî äèñïåðñèÿ çà ñ÷åò òåõíîëîãè÷åñêèõ
èçìåíåíèé ïðîöåññà óìåíüøèëàñü (íåñìîòðÿ íà îæèäà-
íèÿ èõ àâòîðîâ).

17.31. Ïîñêîëüêó ðåãèñòðèðóåòñÿ òåìïåðàòóðà ïðà-
âîé è ëåâîé øèí äëÿ îäíîãî è òîãî æå àâòîáóñà, òî âûáîð-
êè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè (à ñëåäîâàòåëüíî, íåëüçÿ
ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåí-
ñòâå ñðåäíèõ), ïîýòîìó ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ζ = η − ξ
òåìïåðàòóð, ñêàæåì ïðàâîé è ëåâîé øèí. Îòíîñèòåëüíî
ñðåäíåãî a ðàçíîñòè ζ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: a = 0,

àëüòåðíàòèâà äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = |ξ̄|
/

s√
n

=

= 2, 16. Òàê ÷òî |t| = 2, 16 < 2, 20 = t0,025;11 = tα;n+m−2.
Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ (íà 5 %-ì óðîâíå
çíà÷èìîñòè), ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò â ïîëüçó íåñóùåñòâåí-
íîé ðàçíèöû òåìïåðàòóðû, äî êîòîðîé íàãðåâàþòñÿ ïðà-
âàÿ è ëåâàÿ øèíû àâòîáóñà âî âðåìÿ åãî äâèæåíèÿ.

17.32. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = 3, 5 > 2, 10 = t0,025;18 =
= tα;n+m−2 . Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ. Ýêñïå-
ðèìåíò äàåò îñíîâàíèÿ óòâåðæäàòü, ÷òî â òå÷åíèå çàäàí-
íîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ïðîèçîøëè èçìåíåíèÿ â óðîâíå
íàñòðîéêè ñòàíêà.

17.34. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ζ = η − ξ ìåæäó äëèíîé
îáðàçöîâ ïîñëå îòæèãà è äî íåãî. (Ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðè-
åì Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå ñðåä-
íèõ íåëüçÿ, ïîñêîëüêó âûáîðêè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè � èçìåðÿåòñÿ äëèíà îäíîãî è òîãî æå îáðàçöà äî îò-
æèãà è ïîñëå íåãî.) Îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî a ðàçíîñòè ζ
âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: a = 0, àëüòåðíàòèâà äâóñòî-
ðîííÿÿ: a > 0 èëè a < 0. Çíà÷åíèå |t| = 2, 14 < 2, 262 =
= t0,025;9. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ. Ýêñïå-
ðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé ãîâîðèòü îá èçìåíåíèè äëèíû
îáðàçöîâ èçäåëèé ïîñëå èõ îòæèãà.

17.35. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ. Çíà÷åíèå |t| = 0, 916 < 2, 015 = t0,05;5 =
= tα;n+m−2. Ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 íå îòêëîíÿåòñÿ. Ïðåä-
ïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñîñòàâ ðåçèíû íå âëèÿåò íà åå ïðî÷-
íîñòü, íå ïðîòèâîðå÷èò ýêñïåðèìåíòó.

17.36. Òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà õàðàêòåðèçóåòñÿ äèñ-
ïåðñèåé è ñî âðåìåíåì íå âîçðàñòàåò (à äèñïåðñèÿ ñîîò-
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âåòñòâåííî íå óìåíüøàåòñÿ). Â òåðìèíàõ ïðîâåðêè ñòà-
òèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç ïðåäïîëîæåíèå î íåèçìåííîñòè òî÷-
íîñòè ðàáîòû ñòàíêà ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ãèïîòåçà H0:
σ2
ξ/σ

2
η = 1, àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: σ2

ξ/σ
2
η < 1. Çíà-

÷åíèå s2
ξ/s

2
η = 0, 51 > 0, 31 = 1/F0,05;9;9 = 1/Fα;(m−1);(n−1).

Ïîýòîìó íóëåâàÿ ãèïîòåçà íå îòêëîíÿåòñÿ. Òàêèì îáðà-
çîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷íîñòü ðàáîòû ñòàíêà íå óìåíü-
øèëàñü (õîòÿ çíà÷åíèå îöåíêè äèñïåðñèè è âîçðîñëî ñ
s2
ξ = 4, 4ìêì2 äî s2

η = 8, 6ìêì2, íî ýòî äîïóñòèìîå óâåëè-
÷åíèå äèñïåðñèè).

17.37. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ζ = η−ξ ìåæäó äëèòåëü-
íîñòüþ îáåçáîëèâàþùåãî äåéñòâèÿ ïðåïàðàòîâ B è A.
(Â äàííîì ñëó÷àå ïîëüçîâàòüñÿ êðèòåðèåì Ñòüþäåíòà äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0: aξ = aη íåëüçÿ, ïîñêîëüêó âû-
áîðêè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.) Îòíîñèòåëüíî ñðåä-
íåãî a ðàçíîñòè ζ âûäâèãàåòñÿ ãèïîòåçà H0: a = 0, ïðè
ýòîì â ñëó÷àå 1◦ (ïðè îòñóòñòâèè àïðèîðíîé èíôîðìà-
öèè îá ýôôåêòèâíîñòè ïðåïàðàòîâ) àëüòåðíàòèâà äâóñòî-
ðîííÿÿ: a < 0 èëè a > 0; â ñëó÷àå 2◦, êîãäà èçâåñò-
íî, ÷òî B èìååò íå ìåíüøóþ ôàðìàêîëîãè÷åñêóþ àêòèâ-
íîñòü ÷åì A, àëüòåðíàòèâà îäíîñòîðîííÿÿ: a > 0. Äà-

ëåå, t = ζ̄
/

s√
n

= 2, 43; |t| = 2, 43 > 2, 365 = t0,025;7 =

= tα;n−1. Ïîýòîìó â ñëó÷àå 1◦ ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåò-
ñÿ (íà 5 %-ì óðîâíå çíà÷èìîñòè), ÷òî ìû òðàêòóåì êàê
ðàçëè÷íóþ ôàðìàêîëîãè÷åñêóþ àêòèâíîñòü ïðåïàðàòîâ
B è A.

Îòêëîíÿåòñÿ ãèïîòåçà H0 è ïðè íàëè÷èè àïðèîðíîé
èíôîðìàöèè (ôàðìàêîëîãè÷åñêàÿ àêòèâíîñòü B íå ìåíü-
øå ÷åì A), ïîñêîëüêó t = 2, 43 > 1, 895 = t0,05;7. Ýòî ñâè-
äåòåëüñòâóåò â ïîëüçó áîëüøåé ôàðìàêîëîãè÷åñêîé àê-
òèâíîñòè ïðåïàðàòà B ïî ñðàâíåíèþ ñ A.

17.38. Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0: aξ = aη, àëüòåðíàòèâà
äâóñòîðîííÿÿ: aξ < aη èëè aξ > aη. Çíà÷åíèå |t| = 1, 14 <
< 2, 179 = t0,025;12. Ïîýòîìó ãèïîòåçà íå îòêëîíÿåòñÿ.
Ýêñïåðèìåíò íå äàåò îñíîâàíèé óòâåðæäàòü, ÷òî ðåçóëü-
òàòû îïåðàòîðîâ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ.
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Ïðèìåðû èíòåðïðåòàöèè íåîòêëîíåíèÿ íóëåâîé ãèïî-
òåçû, îòêëîíåíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû â ïîëüçó òîé èëè äðó-
ãîé àëüòåðíàòèâû ìîæíî íàéòè â ðåøåíèÿõ è óêàçàíèÿõ
ê çàäà÷àì ãë. 17.

18.7.×òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ νi·ν·j/n ≥
≥ 10 äëÿ âñåõ i, j, íå èñêëþ÷åíî, ÷òî ïðèçíàêè D è E
íåîáõîäèìî áóäåò îáúåäèíèòü â îäèí ïðèçíàê S � íåäî-
ñòàòî÷íî ðàçâèòûé èëè óìñòâåííî îòñòàëûé.

18.8. Ìîæíî ïðåäëîæèòü äâå ìîäåëè: â ïåðâîé � ìî-
íåòû ñèììåòðè÷íû, â äðóãîé � èíôîðìàöèÿ î ñèììåò-
ðè÷íîñòè îòñóòñòâóåò. Â ïîñëåäíåé ìîäåëè ãèïîòåòè÷å-
ñêîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèò îò íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà,
êîòîðûé íåîáõîäèìî îöåíèòü ïî âûáîðêå ìåòîäîì ìàêñè-
ìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

18.9. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 18.8.
18.19. Ôîðìàëüíî ãèïîòåçà î íåçàâèñèìîñòè ãëóõîíå-

ìîòû îò ïîëà ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ãèïîòåçà î íåçàâèñèìî-
ñòè ïðèçíàêîâ: ïîë è ãëóõîíåìîòà.

Ñíà÷àëà íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü òàáëèöó ñîïðÿæåííî-
ñòè ïðèçíàêîâ. Íàáëþäàåòñÿ 15 729 000+16 799 000 çíà÷å-
íèé (ïî êîëè÷åñòâó æèòåëåé Àíãëèè è Óýëüñà) ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû (ξ, η), ãäå ξ � �èíäèêàòîð� ïîëà (ïðèíèìà-
åò çíà÷åíèå 0 äëÿ æåíñêîãî ïîëà è 1 � äëÿ ìóæñêîãî),
η � �èíäèêàòîð� ãëóõîíåìîòû (ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1, åñ-
ëè ÷åëîâåê ãëóõîíåìîé è 0 � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå).

18.22. ×òîáû îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

νi·ν·j/n ≥ 10

äëÿ âñåõ i, j, íå èñêëþ÷åíî, ÷òî äâà ïðèçíàêà: F è G (èëè
äâà ïðèçíàêà: �ñíîñíîå� è �î÷åíü ïëîõîå�) íåîáõîäèìî áó-
äåò îáúåäèíèòü â îäèí ïðèçíàê.

18.25. Ãèïîòåçà H0: ÷èñëî ïîÿâëåíèé (1, 1) íà 100 ïàð
èìååò ïóàññîíîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

18.27. Íå èñêëþ÷åíî, ÷òî íåêîòîðûå ïðèçíàêè íåîá-
õîäèìî áóäåò îáúåäèíèòü â îäèí (ñì., íàïðèìåð, óêàçàíèå
ê çàäà÷å 18.7).

18.30. Ñì. óêàçàíèå ê çàäà÷å 18.8.
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18.37. Åñëè òåëåïàò ìûñëè íå ÷èòàåò, òî âåðîÿòíîñòü
ïðàâèëüíî ïðî÷èòàòü çàäóìàííóþ öèôðó ðàâíà 1/10.

Ïóñòü ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ÷èñëî ïðàâèëüíî
ïðî÷èòàííûõ öèôð â îäíîì ýêñïåðèìåíòå, ξ ïðèíèìàåò
çíà÷åíèÿ 1 è 0, ðàñïðåäåëåíèå ξ èìååò âèä

Pξ(k) = θk(1− θ)1−k; k = 0, 1; θ ∈ (0; 1).

Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ âûäâèãàåì ãèïîòåçó

H0 : Pξ(k) = (1/10)k(9/10)1−k; k = 0, 1.

Àëüòåðíàòèâíàÿ ãèïîòåçà

Hθ : Pξ(k) = θk(1− θ)1−k; k = 0, 1; θ > 1/10.

Îòêëîíåíèå íóëåâîé ãèïîòåçû â ïîëüçó àëüòåðíàòèâíîé
ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè ñïîñîáíîñòåé òåëåïàòà ÷èòàòü
ìûñëè, íå îòêëîíåíèå � îá îòñóòñòâèè òàêîâûõ.

21.19 Ê ãëàâå 19

Ïðèìåðû èíòåðïðåòàöèè íåîòêëîíåíèÿ íóëåâîé ãèïî-
òåçû, åå îòêëîíåíèÿ â ïîëüçó òîé èëè äðóãîé àëüòåðíà-
òèâû ìîæíî íàéòè â ðåøåíèÿõ è óêàçàíèÿõ ê çàäà÷àì
ãë. 17.

19.7. Íîìèíàëüíûé äèàìåòð øåéêè ðàáî÷åé ÷àñòè
ñâåðëà ñîñòàâëÿåò 9,8 ìì, íî â ïðîöåññå ïðîèçâîäñòâà ïî-
ëó÷àåòñÿ òî, ÷òî ïîëó÷àåòñÿ (ñì. âûáîðêó), ïî-äðóãîìó
â ïðèíöèïå íå ìîæåò áûòü � óæ î÷åíü ìíîãî ñëó÷àé-
íûõ (íåêîíòðîëèðóåìûõ) ôàêòîðîâ âëèÿåò íà êîíå÷íûé
ðåçóëüòàò. Ïîýòîìó èçìåðåíèÿ äèàìåòðîâ øååê 20 ñâåðë,
êàæäûé èç êîòîðûõ äîëæåí áûòü ðàâåí 9,8 ìì, äàþò íå
îäíî ÷èñëî 9,8, à ðåàëèçàöèþ âûáîðêè íåêîòîðîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ζ, êîòîðóþ ìû è íàçûâàåì äèàìåòðîì øåé-
êè ñâåðëà.

Îòíîñèòåëüíî ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé äèàìåòðà øåé-
êè ñâåðëà âûäâèãàåòñÿ âïîëíå åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæå-
íèå: ζ � íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
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(òåîðåòè÷åñêèì îáîñíîâàíèåì ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, êî-
òîðîå â áîëüøèíñòâå ñèòóàöèé îïðàâäûâàåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà). Íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå Na;σ2 îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè: a è σ2; åãî
ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Na;σ2(x) =
1√

2πσ2

x∫
−∞

exp

{
−(t− a)2

2σ2

}
dt.

Ïîñêîëüêó íîìèíàëüíûé äèàìåòð øåéêè ñâåðëà 9,8 ìì,
òî a = 9,8. Òðåáîâàíèå �íîðìà îòõîäà ïðè òåõíè÷åñêîì
äîïóñêå 0,05 ìì äîëæíà ñîñòàâëÿòü 1 %� îáîçíà÷àåò, ÷òî

P{9, 75 ≤ ζ ≤ 9, 85} = 0, 99.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî, ñ ó÷åòîì ïðåäïîëîæåíèÿ î íîðìàëü-
íîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ζ, ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê:

1√
2πσ2

9,85∫
9,75

exp

{
−(t− 9, 8)2

2σ2

}
dt = 0, 99,

à ïîñëå çàìåíû (t− 9, 8)/σ = u òàê:

1√
2π

0,05/σ∫
−0,05/σ

exp

{
−u

2

2

}
du = 0, 99,

èëè

1√
2π

0,05/σ∫
0

exp

{
−u

2

2

}
du = 0, 495.

Ïî òàáëèöå 22.1.1 íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèì
0, 05/σ = 2, 575, σ = 0, 02. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ ãèïî-
òåòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äèàìåòðà øåéêè ñâåðëà èìååò
âèä
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Na;σ2(x) =
1√
2π

(x−a)/σ∫
−∞

exp

{
−u

2

2

}
du,

ãäå a = 9, 8, σ2 = 0, 0004.
Îñòàëîñü, âîñïîëüçîâàâøèñü êðèòåðèåì À. Í. Êîëìî-

ãîðîâà, ïðîâåðèòü ãèïîòåçó H0: äèàìåòð øåéêè ñâåðëà
èìååò ðàñïðåäåëåíèå Na;σ2 ; a = 9, 8, σ2 = 0, 0004.

19.16. Ïîêàçàíèÿ ÷àñîâ çàïèñàòü â ÷àñàõ.
19.25. Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó si ìîæíî ïðåäñòàâèòü â

âèäå

si =

16∑
k=0

ε
(i)
k ,

ãäå ε(i)
k , k = 0, 1, . . . , 16, � íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðå-

äåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåíèåì êàæäîé
èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ

P{ε(i)
k = j} =

(
1

2

)j (1

2

)1−j
, j = 0, 1.

Ñîãëàñíî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå, íîðìèðîâàí-
íàÿ ñóììà íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (ñ êîíå÷íûìè äèñïåðñèÿìè) èìååò ðàñ-
ïðåäåëåíèå, áëèçêîå ê N0;1-ðàñïðåäåëåíèþ. Çàìåòèì, ÷òî

Msi = M

16∑
k=0

ε
(i)
k = 8, Dsi = D

16∑
k=0

ε
(i)
k = 4,

ïîýòîìó
si −Msi√

Dsi
=
si − 8

2
.

19.28. Ñì. çàäà÷ó 19.25.
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20.1. Îöåíêè α̂ = 13, 11; β̂ = 0, 74; σ̂2 = 20, 57. Äîâå-
ðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè
0,90 ÿâëÿþòñÿ: (12, 01; 14, 21) äëÿ ïàðàìåòðà α; (0, 61; 0, 87)
äëÿ ïàðàìåòðà β; (15, 78; 31, 08) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè

s = 13, 11 + 0, 74(v − 24, 78).

Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè: |t| = 9, 661 > 1, 677 =
= t0,05;48, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿåòñÿ (íà
5% óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

Äëÿ ïðîâåðêè àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé ðåãðåññèè âû-
÷èñëèì

s2
1 =

1

n− k

k∑
j=1

nj∑
ν=1

(sj;ν − s̄j)2,

s2
2 =

1

k − 2

k∑
j=1

nj(s̄j − (α̂+ β̂(vj − v̄))2,

s̄j =
1

nj

nj∑
ν=1

sj;ν , j = 1, 2, . . . , k, n =
k∑
j=1

nj , v̄ =
1

n

n∑
i=1

vi.

Èìååì n1 = 2, n2 = 2, n3 = 1, . . . , n19 = 1; n = 50,
k = 19; s2

1 = 20, 31; s2
2 = 21, 23; s2

2/s
2
1 = 1, 05 < 1, 96 =

= F0,05;17;31 ïîýòîìó ãèïîòåçà îá àäåêâàòíîñòè îïèñàíèÿ
ëèíåéíîé ìîäåëüþ çàâèñèìîñòè òîðìîçíîãî ïóòè îò åãî
ñêîðîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ.

20.2. Îöåíêè α̂ = 73, 98; β̂ = 3, 85; σ̂2 = 59, 44. Äîâå-
ðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè
0,90 ÿâëÿþòñÿ: (71, 15; 76, 80) äëÿ ïàðàìåòðà α; (2, 06; 5, 64)
äëÿ ïàðàìåòðà β; (42, 06; 115, 6) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ýìïèðè÷åñêîé ëèíèè ðåãðåññèè

y = 73, 98 + 3, 85(x− 10, 53).
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Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè: çíà÷åíèå |t| = 3, 689 >
> 1, 717 = t0,05;22, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿ-
åòñÿ (íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè) � ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè: èìååì n1 = 1, n2 =
= 1, n3 = 2, . . . , n19 = 1; n = 24, k = 19; s2

1 = 129, 84;
s2

2 = 5, 12; çíà÷åíèå s2
2/s

2
1 = 0, 04 < 4, 59 = F0,05;17;5 ïîýòî-

ìó ãèïîòåçà îá àäåêâàòíîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ.
20.3. Îöåíêè α̂ = 95, 42; β̂ = 1, 87; σ̂2 = 97, 36. Äîâå-

ðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè
0,90 ÿâëÿþòñÿ: (90, 08; 100, 76) äëÿ ïàðàìåòðà α; (0, 92; 2, 82)
äëÿ ïàðàìåòðà β; (64, 31; 276, 35) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè

y = 95, 42 + 1, 87(x− 7, 46).

Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè: çíà÷åíèå |t| = 3, 55 >
> 1, 796 = t0,05;11, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿ-
åòñÿ (íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè. Èìååì n1 = 3, n2 =
= 1, n3 = 1, . . . , n7 = 1; n = 13, k = 7; s2

1 = 101, 17; s2
2 =

= 48, 83; s2
2/s

2
1 = 0, 48 < 4, 39 = F0,05;5;6 ïîýòîìó ãèïîòåçà

îá àäåêâàòíîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ
20.4. Îöåíêè α̂ = 108, 82; β̂ = −24, 07; σ̂2 = 8, 37. Äî-

âåðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòàìè íàäåæ-
íîñòè 0,90 ÿâëÿþòñÿ: (107, 25; 110, 38) äëÿ ïàðàìåòðà α;
(−26, 44;−21, 70) äëÿ ïàðàìåòðà β; (5, 53; 23, 75) äëÿ ïà-
ðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè

y = 108, 82− 24, 07(x− 0, 87).

Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè: çíà÷åíèå |t| = 18, 23 >
> 1, 796 = t0,05;11, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿ-
åòñÿ (íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè) � ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè. Èìååì n1 = 3, n2 =
= 2, n3 = 2, . . . , n8 = 2; n = 13, k = 8; s2

1 = 2, 28; s2
2 =

= 10, 10; s2
2/s

2
1 = 4, 44 < 4, 95 = F0,05;6;5 ïîýòîìó ãèïîòåçà

îá àäåêâàòíîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ
20.6. Îöåíêè α̂ = −1, 10; β̂ = −0, 59; σ̂2 = 0, 75. Äîâå-

ðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè
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0,90 ÿâëÿþòñÿ: (−1, 31;−0, 90) äëÿ ïàðàìåòðà α; äëÿ ïàðà-
ìåòðà β � (−0, 73;−0, 45); (0, 58; 1, 12) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè

T = −1, 10− 0, 59(Ca− 4, 09).

Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè: çíà÷åíèå |t| = 7, 19 >
1, 676 = t0,05;50, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿåòñÿ
(íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè) � ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè: èìååì n1 = 2, n2 =
= 1, n3 = 1, . . . , n34 = 3; n = 52, k = 34; s2

1 = 0, 87; s2
2 =

= 0, 45; s2
2/s

2
1 = 0, 51 < 2, 19 = F0,05;32;18 ïîýòîìó ãèïîòåçà

îá àäåêâàòíîñòè îïèñàíèÿ ëèíåéíîé ìîäåëüþ çàâèñèìî-
ñòè çíà÷åíèÿ T äåíñèòîìåòðè÷åñêîãî àíàëèçà îò êîëè÷å-
ñòâà âûâîäèìîãî Ca íå îòêëîíÿåòñÿ.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì ðåãðåññèè çíà÷åíèþ
T = −2 (ãðàíèöå ìåæäó ñðåäíåé è òÿæåëîé ôîðìîé îñòå-
îïåíèè) ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå 5, 7 ììîëü/ë Ca. Ïîýòî-
ìó, åñëè Ca > 5, 7 (Ca âûâîäèòñÿ áîëüøå ÷åì 5, 7 åäè-
íèö) ñòåïåíü îñòåîïåíèè åñòåñòâåííî êëàññèôèöèðîâàòü
êàê òÿæåëóþ.

20.7. Îöåíêè α̂ = 13, 425; β̂ = 0, 078; σ̂2 = 1, 648. Äîâå-
ðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè
0,90 ÿâëÿþòñÿ: (12, 90; 13, 95) äëÿ ïàðàìåòðà α; äëÿ ïàðà-
ìåòðà β � (0, 061; 0, 096); (1, 141; 3, 509) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè

ŷ = 13, 425 + 0, 078(x− 67).

Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè: çíà÷åíèå |t| = 7, 737 >
> 1, 734 = t0,05;18, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿ-
åòñÿ (íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

20.9. Îöåíêè α̂ = 804; β̂ = 131, 72; σ̂2 = 70906, 29.
Äîâåðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæ-
íîñòè 0,90 ÿâëÿþòñÿ: (683, 47; 924, 52) äëÿ ïàðàìåòðà α;
(69, 29; 194, 14) äëÿ ïàðàìåòðà β; (48235, 57; 166034, 03) äëÿ
ïàðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè

y = 804 + 131, 72(x− 3, 65).



536 Ãëàâà 21. Ðåøåíèÿ, óêàçàíèÿ, îòâåòû

Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè: çíà÷åíèå |t| = 3, 69 >
1, 753 = t0,05;15, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿåòñÿ
íà óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,05. Ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè: èìååì n1 = 3, n2 =
= 3, n3 = 3, . . . , n7 = 3; n = 173, k = 7; s2

1 = 68475; s2
2 =

= 103385; s2
2/s

2
1 = 1, 51 < 3, 33 = F0,05;5;10 ïîýòîìó ãèïî-

òåçà îá àäåêâàòíîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ.
20.10. Îöåíêè α̂ = 2125, 28; β̂ = 0, 97; σ̂2 = 2826, 22.

Äîâåðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæ-
íîñòè 0,90 ÿâëÿþòñÿ: (2102, 07; 2148, 48) äëÿ ïàðàìåòðà α;
(0, 93; 1, 02) äëÿ ïàðàìåòðà β; (1934, 29; 6390, 95) äëÿ ïà-
ðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè

y = 2125, 28 + 0, 97(x− 2165).

Ñîãëàñíî (20.1.6) çíà÷åíèå |t| = 38, 74 > 1, 746 = t0,05;16,
ïîýòîìó ãèïîòåçà H0 : β = 0 îòêëîíÿåòñÿ (íà 5% óðîâíå
çíà÷èìîñòè). Ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

20.11. Îöåíêè α̂ = 0, 63; β̂ = 0, 46; σ̂2 = 0, 02. Äîâå-
ðèòåëüíûìè èíòåðâàëàìè ñ êîýôôèöèåíòîì íàäåæíîñòè
0,90 ÿâëÿþòñÿ: (0, 606; 0, 653) äëÿ ïàðàìåòðà α; äëÿ ïàðà-
ìåòðà β � (0, 377; 0, 543); (0, 017; 0, 026) äëÿ ïàðàìåòðà σ2.

Óðàâíåíèå ðåãðåññèè

y = 0, 63 + 0, 46(x− 0, 81).

Ïðîâåðêà çíà÷èìîñòè ðåãðåññèè: çíà÷åíèå |t| = 9, 184 >
> 1, 660 = t0,05;101, ïîýòîìó ãèïîòåçà H0: β = 0 îòêëîíÿ-
åòñÿ (íà 5% óðîâíå çíà÷èìîñòè). Ðåãðåññèÿ çíà÷èìà.

Ïðîâåðêà àäåêâàòíîñòè ðåãðåññèè: èìååì n1 = 1, n2 =
= 5, n3 = 7, . . . , n25 = 1; n = 103, k = 25; s2

1 = 0, 017; s2
2 =

= 0, 022; s2
2/s

2
1 = 1, 28 < 1, 67 = F0,05;23;78 ïîýòîìó ãèïîòå-

çà îá àäåêâàòíîñòè íå îòêëîíÿåòñÿ.
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21.21 Çàäàíèÿ
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû

Çàäàíèå 1
Ñòîõàñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò.

Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

Âàðèàíò Çàäà÷à
1 1.10 2.26 2.11 3.14 3.36 4.2 4.17
2 1.14 2.14 2.12 3.13 3.37 4.3 4.18
3 1.15 2.13 2.15 3.12 3.36 4.4 4.19
4 1.19 2.25 2.24 3.11 3.40 4.5 4.30
5 1.20 2.10 2.23 3.9 3.32 4.6 4.21
6 1.22 2.9 2.22 3.8 3.28 4.7 4.22
7 1.24 2.8 2.21 3.7 3.27 4.8 4.23
8 1.25 2.7 2.20 3.6 3.25 4.9 4.24
9 1.23 2.5 2.19 3.5 3.21 4.10 4.28
10 1.33 2.4 2.18 3.3 3.20 4.12 4.19
11 1.21 2.3 2.17 3.2 3.16 4.13 4.23
12 1.26 2.2 2.16 3.1 3.38 4.29 4.12

Çàäàíèå 2
Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

åå ðàñïðåäåëåíèå è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

Âàðèàíò Çàäà÷à
1 5.41 5.8(1à) 5.10(3à) 5.28 6.34 6.32
2 5.42 5.8(1á) 5.11 5.29 6.35 6.31
3 5.44 5.8(1â) 5.12 5.30 6.37 6.28(1)
4 5.6 5.8(2à) 5.13 5.31 6.39 6.27
5 5.7 5.8(2á) 5.14 5.32 6.5 6.21
6 5.19 5.8(2â) 5.15 5.34(à) 6.40 6.20
7 5.20 5.8(2ã) 5.16 5.34(á) 6.41 6.18
8 5.21 5.8(2ä) 5.18 5.38 6.45 6.17
9 5.22 5.8(2å) 5.19 5.39 6.46 6.16
10 5.23 5.8(3à) 5.8(2¼) 5.40(1) 6.49 6.30
11 5.24 5.8(3á) 5.8(2æ) 5.40(2) 6.50 6.28(2)
12 5.27 5.8(3â) 5.8(2ç) 5.39 6.51 6.28(3)
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Çàäàíèå 3
Àêñèîìàòèêà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Âàðèàíò Çàäà÷à
1 7.1 7.7 7.15(1) 7.18
2 7.2 7.8 7.17 7.19
3 7.3 7.9 7.15(3) 7.20
4 7.4 7.10 7.15(4) 7.29
5 7.5 7.7 7.15(5) 7.30
6 7.6 7.8 7.15(1) 7.20
7 7.1 7.9 7.15(2) 7.14
8 7.2 7.10 7.15(3) 7.21
9 7.3 7.7 7.15(4) 7.22
10 7.4 7.8 7.15(2) 7.30
11 7.5 7.9 7.16 7.16
12 7.6 7.10 7.17 7.14

Çàäàíèå 4
Ãåîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè

Âàðèàíò Çàäà÷à
1 8.3(1) 8.4(1) 8.6 8.18 8.33
2 8.3(2) 8.4(2) 8.7 8.17 8.15(3)
3 8.3(3) 8.4(3) 8.32 8.19 8.13(2)
4 8.3(4) 8.4(6) 8.8 8.20 8.18
5 8.3(5) 8.4(7) 8.9 8.23 8.19
6 8.3(6) 8.4(8) 8.10 8.25 8.20
7 8.3(7) 8.4(9) 8.33 8.26 8.23
8 8.3(8) 8.4(11) 8.12 8.28 8.25
9 8.2(1) 8.4(13) 8.13(1) 8.24 8.28
10 8.2(2) 8.4(14) 8.14 8.30 8.16
11 8.2(3) 8.4(15) 8.15(1) 8.31 8.6
12 8.2(4) 8.4(16) 8.15(2) 8.34 8.7
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Çàäàíèå 5
Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà è åå ðàñïðåäåëåíèå

Âàðèàíò Çàäà÷à
1 9.47 9.12 9.23 9.33
2 9.48 9.11 9.24(1) 9.34
3 9.49 9.13 9.24(2) 9.35(1)
4 9.50 9.14 9.25(1) 9.35(2)
5 9.51 9.15 9.25(2) 9.36
6 9.52 9.16 9.26(1) 9.37
7 9.53 9.17 9.26(2) 9.38
8 9.6 9.18 9.27 9.39
9 9.7 9.19 9.28 9.40
10 9.8 9.20 9.29 9.41
11 9.9 9.21 9.30 9.42
12 9.10 9.22 9.32 9.43

Çàäàíèå 6
Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Âàðèàíò Çàäà÷à
1 10.1(1) 10.10 10.19(1à) 10.21 10.31
2 10.1(2) 10.11 10.19(1á) 10.22(1) 10.32
3 10.38 10.12 10.19(2à) 10.23(1) 10.33
4 10.39 10.13 10.19(2á) 10.23(2) 10.34
5 10.40 10.14 10.19(3à) 10.24(1) 10.35
6 10.4 10.15 10.19(3á) 10.24(2) 10.21
7 10.5 10.16(1) 10.19(4à) 10.24(3) 10.23(1)
8 10.41 10.16(2) 10.19(4á) 10.25 10.23(2)
9 10.6(3,4) 10.16(3) 10.20(1à) 10.26 10.31
10 10.7 10.17(1) 10.20(2á) 10.27 10.32
11 10.8 10.17(2) 10.20(3à) 10.28 10.22(1)
12 10.9 10.17(3) 10.20(4á) 10.29 10.22(2)
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Çàäàíèå 7
Ñâåðòêà

Âàðè- Çàäà÷à Âàðè- Çàäà÷à
àíò àíò
1 11.1 11.10(1) 11.16 7 11.4(1) 11.11(3) 11.18
2 11.2(1) 11.10(2) 11.17 8 11.4(2) 11.12 11.5
3 11.2(2) 11.8 11.16 9 11.4(3) 11.13(1) 11.18
4 11.2(3) 11.6 11.19 10 11.4(4) 11.13(2) 11.19
5 11.2(4) 11.11(1) 11.20 11 11.4(5) 11.14 11.22
6 11.3 11.11(2) 11.9 12 11.4(6) 11.15 11.7

Çàäàíèå 8
Ñõîäèìîñòü ðàñïðåäåëåíèé.
Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Âàðèàíò Çàäà÷à
1 12.1 12.9(1) 13.1 13.16 13.23
2 12.2 12.9(2) 13.2 13.15 13.24
3 12.3 12.10 13.3 13.13 13.25
4 12.4 12.11 13.4 13.17 13.26
5 12.5 12.12 13.5 13.18 13.7
6 12.6 12.13 13.6 13.19 13.9
7 12.7(1) 12.14 13.7 13.20 13.26
8 12.7(2) 12.16 13.8 13.27 13.25
9 12.7(3) 12.17 13.9 13.28 13.24
10 12.7(4) 12.18 13.10 13.29 13.23
11 12.7(5) 12.19 13.11 13.30 13.19
12 12.15 12.20 13.12 13.22 13.37

Çàäàíèå 9
Îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé.

Âàðè- Çàäà÷à Âàðè- Çàäà÷à
àíò àíò
1 14.1 14.2 14.3 14.40 7 14.19 14.20 14.21 14.46
2 14.4 14.4 14.6 14.41 8 14.22 14.23 14.24 14.47
3 14.7 14.8 14.9 14.42 9 14.25 14.26 14.27 14.48
4 14.10 14.11 14.12 14.43 10 14.28 14.29 14.30 14.42
5 14.13 14.14 14.15 14.44 11 14.31 14.32 14.33 14.40
6 14.16 14.17 14.18 14.45 12 14.34 14.35 14.36 14.41
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Çàäàíèå 10
Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ îöåíîê

Âàðè- Çàäà÷à Âàðè- Çàäà÷à
àíò àíò
1 15.1 15.2 15.3 15.4 7 15.25 15.26 15.27 15.28
2 15.5 15.6 15.7 15.8 8 15.29 15.30 15.31 15.32
3 15.9 15.10 15.11 15.12 9 15.33 15.34 15.35 15.56
4 15.13 15.14 15.15 15.16 10 15.37 15.38 15.39 15.40
5 15.17 15.18 15.19 15.20 11 15.41 15.42 15.43 15.44
6 15.21 15.22 15.23 15.24 12 15.45 15.46 15.47 15.48

Çàäàíèå 11
Çàäà÷à ïðîâåðêè ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç.
Êðèòåðèé, ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ

Âàðèàíò Çàäà÷à Âàðèàíò Çàäà÷à
1 16.1 16.2 7 16.13 16.14
2 16.3 16.4 8 16.15 16.16
3 16.5 16.6 9 16.17 16.18
4 16.7 16.8 10 16.19 16.20
5 16.9 16.10 11 16.21 16.10
6 16.11 16.12 12 16.5 16.10

Çàäàíèå 12
Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõ
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Âàðèàíò Çàäà÷à Âàðèàíò Çàäà÷à
1 17.1 17.2 17.3 7 17.19 17.20 17.26
2 17.4 17.5 17.6 8 17.22 17.23 17.24
3 17.7 17.8 17.9 9 17.25 17.21 17.27
4 17.10 17.11 17.12 10 17.28 17.29 17.30
5 17.13 17.14 17.15 11 17.31 17.32 17.33
6 17.16 17.17 17.18 12 17.34 17.35 17.36
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Çàäàíèå 13
Êðèòåðèé χ2

Âàðè- Çàäà÷à Âàðè- Çàäà÷à
àíò àíò
1 18.1 18.2 18.3 18.4 8 18.29 18.30 18.31 18.32
2 18.5 18.6 18.7 18.8 9 18.33 18.34 18.35 18.36
3 18.9 18.10 18.11 18.12 10 18.37 18.38 18.39 18.40
4 18.13 18.14 18.15 18.16 11 18.41 18.42 18.43 18.48
5 18.17 18.18 18.19 18.20 12 18.45 18.46 18.47 18.48
6 18.21 18.22 18.23 18.24 13 18.49 18.50 18.51 18.52
7 18.25 18.26 18.27 18.28 14 18.54 18.53 18.56 18.55

Çàäàíèå 14
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå êðèòåðèè: êðèòåðèé
À. Í. Êîëìîãîðîâà, êðèòåðèé Âèëêîêñîíà,

êðèòåðèé çíàêîâ

Âàðèàíò Çàäà÷à Âàðèàíò Çàäà÷à
1 19.2 19.1 19.3 7 19.19 19.20 19.21
2 19.4 19.5 19.6 8 19.22 19.23 19.24
3 19.7 19.8 19.9 9 19.25 19.26 19.27
4 19.10 19.11 19.12 10 19.28 19.29 19.30
5 19.13 19.14 19.15 11 19.31 19.32 19.21
6 19.16 19.17 19.18 12 19.34 19.35 19.36

Çàäàíèå 15
Ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ

Âàðèàíò Çàäà÷à Âàðèàíò Çàäà÷à
1 20.1 20.5 7 20.5 20.7
2 20.2 20.6 8 20.2 20.8
3 20.3 20.12 9 20.9 20.11
4 20.4 20.11 10 20.5 20.7
5 20.7 20.8 11 20.10 20.11
6 20.9 20.10 12 20.9 20.12



Ãëàâà 22

Òàáëèöû
ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè

Â ýòó ãëàâó âêëþ÷åíû âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ðàáîòû
ñ ó÷åáíèêîì òàáëèöû. Â ÷àñòíîñòè, ïðèâåäåíû êâàíòè-
ëè, âåðõíèå ïðåäåëû (êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ) îñíîâíûõ
ðàñïðåäåëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè: ñòàíäàðòíî-
ãî íîðìàëüíîãî, Ñòüþäåíòà, Ôèøåðà, χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü F � àáñîëþòíî íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Äëÿ êàæäîãî β ∈ (0; 1) ÷èñëî xβ , ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíè-
åì óðàâíåíèÿ

F (xβ) = β,

èëè, ÷òî òî æå, F ((−∞, xβ)) = β, íàçûâàåòñÿ β-êâàíòè-
ëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ F .

Äëÿ êàæäîãî α ∈ (0; 1) ÷èñëî zα, ÿâëÿþùååñÿ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèÿ

1− F (zα) = α,

èëè, ÷òî òî æå, óðàâíåíèÿ F ([zα,+∞)) = α, áóäåì íà-
çûâàòü âåðõíèì α-ïðåäåëîì (âåðõíèì 100α-ïðîöåíòíûì
ïðåäåëîì, 100α-ïðîöåíòíîé òî÷êîé, 100α-êðèòè÷åñêèì
çíà÷åíèåì) ðàñïðåäåëåíèÿ F .
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22.1 Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Â òàáëèöå 22.1.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(t)
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0;1) (êâàí-
òèëè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ): äëÿ çàäàííûõ t òàáó-
ëèðîâàíû çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

N0;1(t) = Φ(t) =
1√
2π

t∫
−∞

exp

{
−s

2

2

}
ds.

Äëÿ êàæäîãî t çíà÷åíèå N0;1(t) ÷èñëåííî ðàâíî ïëîùàäè
çàøòðèõîâàííîé íà ðèñóíêå 22.1.1 ôèãóðû.

xt0

f(x)

N      (t)0;1

Ðèñ. 22.1.1: Ê îïðåäåëåíèþ êâàíòèëè
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ; f(x) � ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ N0;1

Çíà÷åíèå Na;σ2(x) � ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (a;σ2) � âû÷èñëÿåòñÿ ïî çíà÷åíè-
ÿì òàáóëèðîâàííîé ôóíêöèè N0;1(x) = Φ(x) íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè (0; 1) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Na;σ2(x) = Φ

(
x− a
σ

)
.

Òàáëèöà 22.1.1 äîïóñêàåò ëèíåéíóþ èíòåðïîëÿöèþ.
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Òàá ë èö à 22.1.1. Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Φ(t)

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
−0,0 ,5000 ,4960 ,4920 ,4880 ,4840 ,4801 ,4761 ,4721 ,4681 ,4641

−0,1 ,4602 ,4562 ,4522 ,4483 ,4443 ,4404 ,4364 ,4325 ,4286 ,4247

−0,2 ,4207 ,4168 ,4129 ,4090 ,4052 ,4013 ,3974 ,3936 ,3897 ,3859

−0,3 ,3821 ,3783 ,3745 ,3707 ,3669 ,3632 ,3594 ,3557 ,3520 ,3483

−0,4 ,3446 ,3409 ,3372 ,3336 ,3300 ,3264 ,3228 ,3192 ,3156 ,3121

−0,5 ,3085 ,3050 ,3015 ,2981 ,2946 ,2912 ,2877 ,2843 ,2810 ,2776

−0,6 ,2743 ,2709 ,2676 ,2643 ,2611 ,2578 ,2546 ,2514 ,2483 ,2451

−0,7 ,2420 ,2389 ,2358 ,2327 ,2297 ,2266 ,2236 ,2206 ,2177 ,2148

−0,8 ,2119 ,2090 ,2061 ,2033 ,2005 ,1977 ,1949 ,1922 ,1894 ,1867

−0,9 ,1841 ,1814 ,1788 ,1762 ,1736 ,1711 ,1685 ,1660 ,1635 ,1611

−1,0 ,1587 ,1562 ,1539 ,1515 ,1492 ,1469 ,1446 ,1423 ,1401 ,1379

−1,1 ,1357 ,1335 ,1314 ,1292 ,1271 ,1251 ,1230 ,1210 ,1190 ,1170

−1,2 ,1151 ,1131 ,1112 ,1093 ,1075 ,1056 ,1038 ,1020 ,1003 ,0985

−1,3 ,0968 ,0951 ,0934 ,0918 ,0901 ,0885 ,0869 ,0853 ,0838 ,0823

−1,4 ,0808 ,0793 ,0778 ,0764 ,0749 ,0735 ,0721 ,0708 ,0694 ,0681

−1,5 ,0668 ,0655 ,0643 ,0630 ,0618 ,0606 ,0594 ,0582 ,0571 ,0559

−1,6 ,0548 ,0537 ,0526 ,0516 ,0505 ,0495 ,0485 ,0475 ,0465 ,0455

−1,7 ,0446 ,0436 ,0427 ,0418 ,0409 ,0401 ,0392 ,0384 ,0375 ,0367

−1,8 ,0359 ,0351 ,0344 ,0336 ,0339 ,0322 ,0314 ,0307 ,0301 ,0294

−1,9 ,0288 ,0281 ,0274 ,0268 ,0262 ,0256 ,0250 ,0244 ,0239 ,0233

−2,0 ,0228 ,0222 ,0217 ,0212 ,0207 ,0202 ,0197 ,0192 ,0188 ,0183

−2,1 ,0179 ,0174 ,0170 ,0166 ,0162 ,0158 ,0154 ,0150 ,0146 ,0143

−2,2 ,0139 ,0136 ,0132 ,0129 ,0125 ,0122 ,0119 ,0116 ,0113 ,0110

−2,3 ,0107 ,0104 ,0102 ,0099 ,0096 ,0094 ,0091 ,0089 ,0087 ,0084

−2,4 ,0082 ,0080 ,0078 ,0075 ,0073 ,0071 ,0069 ,0068 ,0066 ,0064

−2,5 ,0062 ,0060 ,0059 ,0057 ,0055 ,0054 ,0052 ,0051 ,0049 ,0048

−2,6 ,0047 ,0045 ,0044 ,0043 ,0041 ,0040 ,0039 ,0038 ,0037 ,0036

−2,7 ,0035 ,0034 ,0033 ,0032 ,0031 ,0030 ,0029 ,0028 ,0027 ,0026

−2,8 ,0026 ,0025 ,0024 ,0023 ,0023 ,0022 ,0021 ,0021 ,0020 ,0019

−2,9 ,0019 ,0018 ,0018 ,0017 ,0016 ,0016 ,0015 ,0015 ,0014 ,0014

t −3,0 −3,1 −3,2 −3,3 −3,4 −3,5 −3,6 −3,7 −3,8 −3,9
Φ(t) ,0013 ,0010 ,0007 ,0005 ,0003 ,0002 ,0002 ,0001 ,0001 ,0000



546 22. Òàáëèöû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Îêîí÷àíèå òàáë. 22.1.1

t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0,0 ,5000 ,5040 ,5080 ,5120 ,5160 ,5199 ,5239 ,5279 ,5319 ,5359

0,1 ,5398 ,5438 ,5478 ,5517 ,5557 ,5596 ,5636 ,5675 ,5714 ,5753

0,2 ,5793 ,5832 ,5871 ,5910 ,5948 ,5987 ,6026 ,6064 ,6103 ,6141

0,3 ,6179 ,6217 ,6255 ,6293 ,6331 ,6368 ,6406 ,6443 ,6480 ,6517

0,4 ,6554 ,6591 ,6628 ,6664 ,6700 ,6736 ,6772 ,6808 ,6844 ,6879

0,5 ,6915 ,6950 ,6985 ,7019 ,7054 ,7088 ,7123 ,7157 ,7190 ,7224

0,6 ,7257 ,7291 ,7324 ,7357 ,7389 ,7422 ,7454 ,7486 ,7517 ,7549

0,7 ,7580 ,7611 ,7642 ,7673 ,7703 ,7734 ,7764 ,7794 ,7823 ,7852

0,8 ,7881 ,7910 ,7939 ,7967 ,7995 ,8023 ,8051 ,8078 ,8106 ,8133

0,9 ,8159 ,8186 ,8212 ,8238 ,8264 ,8289 ,8315 ,8340 ,8365 ,8389

1,0 ,8413 ,8438 ,8461 ,8485 ,8508 ,8531 ,8554 ,8577 ,8599 ,8621

1,1 ,8643 ,8665 ,8686 ,8708 ,8729 ,8749 ,8770 ,8790 ,8810 ,8830

1,2 ,8849 ,8869 ,8888 ,8907 ,8925 ,8944 ,8962 ,8980 ,8997 ,9015

1,3 ,9032 ,9049 ,9066 ,9082 ,9099 ,9115 ,9131 ,9147 ,9162 ,9177

1,4 ,9192 ,9207 ,9222 ,9236 ,9251 ,9265 ,9279 ,9292 ,9306 ,9319

1,5 ,9332 ,9345 ,9357 ,9370 ,9382 ,9394 ,9406 ,9418 ,9429 ,9441

1,6 ,9452 ,9463 ,9474 ,9484 ,9495 ,9505 ,9515 ,9525 ,9535 ,9545

1,7 ,9554 ,9564 ,9573 ,9582 ,9591 ,9599 ,9608 ,9616 ,9625 ,9633

1,8 ,9641 ,9649 ,9656 ,9664 ,9671 ,9678 ,9686 ,9693 ,9699 ,9706

1,9 ,9713 ,9719 ,9726 ,9732 ,9738 ,9744 ,9750 ,9756 ,9761 ,9767

2,0 ,9772 ,9778 ,9783 ,9788 ,9793 ,9798 ,9803 ,9808 ,9812 ,9817

2,1 ,9821 ,9826 ,9830 ,9834 ,9838 ,9842 ,9846 ,9850 ,9854 ,9857

2,2 ,9861 ,9864 ,9868 ,9871 ,9875 ,9878 ,9881 ,9884 ,9887 ,9890

2,3 ,9893 ,9896 ,9898 ,9900 ,9904 ,9906 ,9909 ,9911 ,9913 ,9916

2,4 ,9918 ,9920 ,9922 ,9925 ,9927 ,9929 ,9931 ,9923 ,9934 ,9936

2,5 ,9938 ,9940 ,9941 ,9943 ,9945 ,9946 ,9948 ,9949 ,9951 ,9952

2,6 ,9953 ,9955 ,9956 ,9957 ,9959 ,9960 ,9961 ,9962 ,9963 ,9964

2,7 ,9965 ,9966 ,9967 ,9968 ,9969 ,9970 ,9971 ,9972 ,9973 ,9974

2,8 ,9974 ,9975 ,9976 ,9977 ,9977 ,9978 ,9979 ,9979 ,9980 ,9981

2,9 ,9981 ,9982 ,9982 ,9983 ,9984 ,9984 ,9985 ,9985 ,9986 ,9986

t 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9
Φ(t) ,9987 ,9990 ,9993 ,9995 ,9997 ,9998 ,9998 ,9999 ,9999 ,1000
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22.2 χ2-ðàñïðåäåëåíèå

χ2-ðàñïðåäåëåíèåì ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (êîðîòêî
χ2
n-ðàñïðåäåëåíèåì) áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû

χ2
n =

n∑
i=1

ξ2
i , (22.2.1)

ãäå ξ1, ξ2, . . . , ξn � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êàæ-
äàÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì N0;1.

Äëÿ äàííûõ α è n çíà÷åíèå χ2
α;n îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
+∞∫
χ2
α;n

f(x)dx = α, ãäå f(x) � ïëîòíîñòü

χ2
n-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ðèñ. 22.2.1).

α

χ0

f(x)

x
α;n

2

Ðèñ. 22.2.1: Ê îïðåäåëåíèþ χ2
α;n � âåðõíåãî

α-ïðåäåëà χ2
n-ðàñïðåäåëåíèÿ, f(x) � ïëîòíîñòü
χ2
n-ðàñïðåäåëåíèÿ

Â òàáëèöå 22.2.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ χ2
α;n, èëè, ÷òî

òî æå, âåðõíèå α-ïðåäåëû (100α-êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ)
χ2-ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Òàá ë èö à 22.2.1. Çíà÷åíèÿ χ2
α;n

Çíà÷åíèÿ α
n 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010
1 0,00 0,00 0,00 0,02 2,71 3,84 5,02 6,64

2 0,02 0,05 0,10 0,21 4,61 5,99 7,38 9,21

3 0,12 0,22 0,35 0,58 6,23 7,82 9,35 11,34

4 0,30 0,48 0,71 1,06 7,78 9,48 11,14 13,28

5 0,55 0,83 1,14 1,61 9,24 11,07 12,83 15,09

6 0,87 1,24 1,64 2,20 10,64 12,59 14,45 16,81

7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,02 14,07 16,01 18,48

8 1,65 2,18 2,73 3,49 13,36 15,51 17,53 20,09

9 2,90 2,70 3,32 4,17 14,68 16,92 19,02 21,67

10 2,56 3,25 3,94 4,86 15,99 18,31 20,48 23,21

11 3,05 3,82 4,58 5,58 17,28 19,68 21,92 24,72

12 3,57 4,40 5,23 6,30 18,55 21,03 23,34 26,22

13 4,11 5,01 5,89 7,04 19,81 22,36 24,74 27,69

14 4,66 5,63 6,57 7,79 21,06 23,68 26,12 29,14

15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,31 25,00 27,49 30,58

16 5,81 6,91 7,96 9,31 23,54 26,30 28,85 32,00

17 6,41 7,56 8,67 10,09 24,77 27,59 30,19 33,41

18 7,02 8,23 9,39 10,86 25,99 28,87 31,53 34,81

19 7,63 8,91 10,12 11,65 27,20 30,14 32,85 36,19

20 8,26 9,59 10,85 12,44 28,41 31,41 34,17 37,57

21 8,90 10,28 11,59 13,24 29,62 32,67 35,48 38,93

22 9,54 10,98 12,34 14,04 30,81 33,92 36,78 40,29

23 10,20 11,69 13,09 14,85 32,01 35,17 38,08 41,64

24 10,86 12,40 13,85 15,66 33,20 36,42 39,36 42,92

25 11,52 13,12 14,61 16,47 34,38 37,65 40,65 44,31

26 12,20 13,84 15,38 17,29 35,56 38,89 41,92 45,64

27 12,88 14,57 16,15 18,11 36,74 40,11 43,19 46,96

28 13,56 15,31 16,93 18,94 37,92 41,34 44,46 48,26

29 14,26 16,05 17,71 19,77 39,09 42,56 45,72 49,59

30 14,95 16,79 18,49 20,60 40,26 43,77 46,98 50,89
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Îêîí÷àíèå òàáë. 22.2.1

Çíà÷åíèÿ α
n 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 0,025 0,010
40 22,16 24,43 26,51 29,05 51,80 55,76 59,34 63,69

50 29,71 32,36 34,76 37,69 63,17 67,50 71,42 76,15

60 37,48 40,48 43,19 46,46 74,40 79,08 83,30 88,38

70 45,44 48,76 51,74 55,33 85,53 90,53 95,02 100,4

80 53,54 57,15 60,39 64,28 96,58 101,9 106,6 112,3

90 61,75 65,65 69,13 73,29 107,6 113,1 118,1 124,1

100 70,06 74,22 77,93 82,36 118,5 124,3 129,6 135,8

22.3 Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Ðàñïðåäåëåíèåì Ñòüþäåíòà èëè t-ðàñïðåäåëåíèåì ñ
n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (êîðîòêî tn-ðàñïðåäåëåíèåì) áóäåì
íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

tn =
ξ√
1
nχ

2
n

, (22.3.1)

ãäå ξ è χ2
n � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ξ ðàñïðå-

äåëåíà N0;1, à χ2
n èìååò χ2-ðàñïðåäåëåíèå ñ n ñòåïåíÿìè

ñâîáîäû.
Â òàáëèöå 22.3.1 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ tα;n, èëè, ÷òî

òî æå, âåðõíèå α-ïðåäåëû (100α-êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ)
ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (tn-ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ).

Äëÿ äàííûõ α è n çíà÷åíèå tα;n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðå-

øåíèå óðàâíåíèÿ
+∞∫
tα;n

f(x)dx = α, ãäå f(x) � ïëîòíîñòü tn-

ðàñïðåäåëåíèÿ, tα;n � ÷èñëî, îòñåêàþùåå ïðàâûé �õâîñò�
tn-ðàñïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðûé ïðèõîäèòñÿ �ìàññà� α (ñì.
ðèñ. 22.3.1).
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f(x)

x0 t

α

α,n

Ðèñ. 22.3.1: Ê îïðåäåëåíèþ tα;n � âåðõíåãî
α-ïðåäåëà tn-ðàñïðåäåëåíèÿ, f(x) � ïëîòíîñòü

tn-ðàñïðåäåëåíèÿ

Òàá ë èö à 22.3.1. Çíà÷åíèÿ tα;n

Çíà÷åíèÿ α Çíà÷åíèÿ α
n 0,050 0,025 0,010 0,005 n 0,050 0,025 0,010 0,005
1 6,314 12,706 31,821 63,657 18 1,734 2,101 2,552 2,878

2 2,920 4,303 6,965 9,925 19 1,729 2,093 2,539 2,861

3 2,353 3,182 4,541 5,841 20 1,725 2,086 2,528 2,845

4 2,132 2,776 3,747 4,604 21 1,721 2,080 2,518 2,831

5 2,015 2,571 3,365 4,032 22 1,717 2,074 2,508 2,819

6 1,943 2,447 3,143 3,707 23 1,714 2,069 2,500 2,807

7 1,895 2,365 2,998 3,499 24 1,711 2,064 2,492 2,797

8 1,860 2,306 2,896 3,355 25 1,708 2,060 2,485 2,787

9 1,833 2,262 2,821 3,250 26 1,706 2,056 2,479 2,779

10 1,812 2,228 2,764 3,169 27 1,703 2,052 2,473 2,771

11 1,796 2,201 2,718 3,106 28 1,701 2,048 2,467 2,763

12 1,782 2,179 2,681 3,055 29 1,699 2,045 2,462 2,756

13 1,771 2,160 2,650 3,012 30 1,697 2,042 2,457 2,750

14 1,761 2,145 2,624 2,977 40 1,684 2,021 2,423 2,704

15 1,753 2,131 2,602 2,947 60 1,671 2,000 2,390 2,660

16 1,746 2,120 2,583 2,921 120 1,658 1,980 2,358 2,617

17 1,740 2,110 2,567 2,898 ∞ 1,645 1,960 2,326 2,576
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22.4 Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà

Ðàñïðåäåëåíèåì Ôèøåðà èëè F -ðàñïðåäåëåíèåì ñ n,m
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû (êîðîòêî Fn,m-ðàñïðåäåëåíèåì) áóäåì
íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Fn;m =
χ2
n/n

χ2
m/m

, (22.4.1)

ãäå χ2
n è χ

2
m � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, χ2

n èìå-
åò ðàñïðåäåëåíèå Ïèðñîíà ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, χ2

m �
ñ m ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

Äëÿ äàííûõ α, n,m çíà÷åíèå Fα;n;m îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
+∞∫

Fα;n;m

f(x)dx = α, ãäå f(x) � ïëîò-

íîñòü Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. ðèñ. 22.4.1).

α

f(x)

0 xF
α;n;m

Ðèñ. 22.4.1: Ê îïðåäåëåíèþ Fα;n;m � âåðõíåãî
α-ïðåäåëà Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ, f(x) � ïëîòíîñòü

Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ

Â òàáëèöàõ 22.4.1 è 22.4.2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ Fα;n;m,
èëè, ÷òî òî æå, âåðõíèå α-ïðåäåëû (100α-êðèòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ) Fn;m-ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Òàá ë èö à 22.4.1. Çíà÷åíèÿ Fα;n;m äëÿ α = 0,05

n (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ)
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 10,1 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79

4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96

5 6,61 5,79 5,41 5,19 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74

6 5,99 5,14 4,76 4,53 4,39 4,28 4,21 4,15 4,10 4,06

7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64

8 5,32 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35

9 5,12 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14

10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98

11 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85

12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75

13 4,67 3,81 3,41 3,18 3,03 2,92 2,83 2,77 2,71 2,67

14 4,60 3,74 3,34 3,11 2,96 2,85 2,76 2,70 2,65 2,60

15 4,54 3,68 3,29 3,06 2,90 2,79 2,71 2,64 2,59 2,54

16 4,49 3,63 3,24 3,01 2,85 2,74 2,66 2,59 2,54 2,49

17 4,45 3,59 3,20 2,96 2,81 2,70 2,61 2,55 2,49 2,45

18 4,41 3,55 3,16 2,93 2,77 2,66 2,58 2,51 2,46 2,41

19 4,38 3,52 3,13 2,90 2,74 2,63 2,54 2,48 2,42 2,38

20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35

22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30

24 4,26 3,40 3,01 2,78 2,62 2,51 2,42 2,36 2,30 2,25

26 4,23 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22

28 4,20 3,34 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 2,24 2,19

30 4,17 3,32 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16

40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08

50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,03

60 4,00 3,15 2,76 2,53 2,37 2,25 2,17 2,10 2,04 1,99

100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93
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Òàá ë èö à 22.4.1 (îêîí÷àíèå)

n (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ)
m 12 14 16 18 20 30 40 50 60 100
3 8,74 8,71 8,69 8,67 8,66 8,62 8,59 8,58 8,57 8,55

4 5,91 5,87 5,84 5,82 5,80 5,75 5,72 5,70 5,69 5,66

5 4,68 4,64 4,60 4,58 4,56 4,50 4,46 4,44 4,43 4,41

6 4,00 3,96 3,92 3,90 3,87 3,81 3,77 3,75 3,74 3,71

7 3,57 3,53 3,49 3,47 3,44 3,38 3,34 3,32 3,30 3,27

8 3,28 3,24 3,20 3,17 3,15 3,08 3,04 3,02 3,01 2,97

9 3,07 3,03 2,99 2,96 2,94 2,86 2,83 2,80 2,79 2,76

10 2,91 2,86 2,83 2,80 2,77 2,70 2,66 2,64 2,62 2,59

11 2,79 2,74 2,70 2,67 2,65 2,57 2,53 2,51 2,49 2,46

12 2,69 2,64 2,60 2,57 2,54 2,47 2,43 2,40 2,38 2,35

13 2,60 2,55 2,51 2,48 2,46 2,38 2,34 2,31 2,30 2,26

14 2,53 2,48 2,44 2,41 2,39 2,31 2,27 2,24 2,22 2,19

15 2,48 2,42 2,38 2,35 2,33 2,25 2,20 2,18 2,16 2,12

16 2,42 2,37 2,33 2,30 2,28 2,19 2,15 2,12 2,11 2,07

17 2,38 2,33 2,29 2,26 2,23 2,15 2,10 2,08 2,06 2,02

18 2,34 2,29 2,25 2,22 2,19 2,11 2,06 2,04 2,02 1,98

19 2,31 2,26 2,21 2,18 2,16 2,07 2,03 2,00 1,98 1,94

20 2,28 2,22 2,18 2,15 2,12 2,04 1,99 1,97 1,95 1,91

22 2,23 2,17 2,13 2,10 2,07 1,98 1,94 1,91 1,89 1,85

24 2,18 2,13 2,09 2,05 2,03 1,94 1,89 1,86 1,84 1,80

26 2,15 2,09 2,05 2,02 1,99 1,90 1,85 1,82 1,80 1,76

28 2,12 2,06 2,02 1,99 1,96 1,87 1,82 1,79 1,77 1,73

30 2,09 2,04 1,99 1,96 1,93 1,84 1,79 1,76 1,74 1,70

40 2,00 1,95 1,90 1,87 1,84 1,74 1,69 1,66 1,64 1,59

50 1,95 1,89 1,85 1,81 1,78 1,69 1,63 1,60 1,58 1,52

60 1,92 1,86 1,82 1,78 1,75 1,65 1,59 1,56 1,53 1,48

100 1,85 1,79 1,75 1,71 1,68 1,57 1,52 1,48 1,45 1,39
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Òàá ë èö à 22.4.2. Çíà÷åíèÿ Fα;n;m äëÿ α = 0,01

n (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ)
m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
3 34,1 30,8 29,5 28,7 28,2 27,9 27,7 27,5 27,3 27,2

4 21,2 18,0 16,7 16,0 15,5 15,2 15,0 14,8 14,7 14,5

5 16,3 13,3 12,1 11,4 11,0 10,7 10,5 10,3 10,2 10,1

6 13,7 10,9 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87

7 12,2 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62

8 11,3 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 5,91 5,81

9 10,6 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 5,61 5,47 5,35 5,26

10 10,0 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85

11 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 4,74 4,63 4,54

12 9,33 6,93 5,95 5,41 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30

13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 4,44 4,30 4,19 4,10

14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94

15 8,68 6,36 5,42 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80

16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69

17 8,40 6,11 5,18 4,67 4,34 4,10 3,93 3,79 3,68 3,59

18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51

19 8,18 5,93 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 3,43

20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37

22 7,95 5,72 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26

24 7,82 5,61 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 3,17

26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,09

28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03

30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 3,17 3,07 2,98

40 7,31 5,18 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80

50 7,17 5,06 4,20 3,72 3,41 3,19 3,02 2,89 2,79 2,70

60 7,08 4,98 4,13 3,65 3,34 3,12 2,95 2,82 2,72 2,63

100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 2,50
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Òàá ë èö à 22.4.2 (îêîí÷àíèå)

n (÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû ÷èñëèòåëÿ)
m 12 14 16 18 20 30 40 50 60 100
3 27,1 26,9 26,8 26,8 26,7 26,5 26,4 26,4 26,3 26,2

4 14,4 14,2 14,2 14,1 14,0 13,8 13,7 13,7 13,7 13,6

5 9,89 9,77 9,68 9,61 9,55 9,38 9,29 9,24 9,20 9,13

6 7,72 7,60 7,52 7,45 7,40 7,23 7,14 7,09 7,06 6,99

7 6,47 6,36 6,27 6,21 6,16 5,99 5,91 5,86 5,82 5,75

8 5,67 5,56 5,84 5,41 5,36 5,20 5,12 5,07 5,03 4,96

9 5,11 5,00 4,92 4,86 4,81 4,65 4,57 4,52 4,48 4,42

10 4,71 4,60 4,52 4,46 4,41 4,25 4,17 4,12 4,08 4,01

11 4,40 4,29 4,21 4,15 4,10 3,94 3,86 3,81 3,78 3,71

12 4,16 4,05 3,97 3,91 3,86 3,70 3,62 3,57 3,54 3,47

13 3,96 3,86 3,78 3,72 3,66 3,51 3,43 3,38 3,34 3,27

14 3,80 3,70 3,62 3,56 3,51 3,35 3,27 3,22 3,18 3,11

15 3,67 3,56 3,49 3,42 3,37 3,21 3,13 3,08 3,05 2,98

16 3,55 3,45 3,37 3,31 3,26 3,10 3,02 2,97 2,93 2,86

17 3,46 3,35 3,27 3,21 3,16 3,00 2,92 2,87 2,83 2,76

18 3,37 3,27 3,19 3,13 3,08 2,92 2,84 2,78 2,75 2,68

19 3,30 3,19 3,12 3,05 3,00 2,84 2,76 2,71 2,67 2,60

20 3,23 3,13 3,05 2,99 2,94 2,78 2,69 2,64 2,61 2,54

22 3,12 3,02 2,94 2,88 2,83 2,67 2,58 2,53 2,50 2,42

24 3,03 2,93 2,85 2,79 2,74 2,58 2,49 2,44 2,40 2,33

26 2,96 2,86 2,78 2,72 2,66 2,50 2,42 2,36 2,33 2,25

28 2,90 2,79 2,72 2,65 2,60 2,44 2,35 2,30 2,26 2,19

30 2,84 2,74 2,66 2,60 2,55 2,39 2,30 2,25 2,21 2,13

40 2,66 2,56 2,48 2,42 2,37 2,20 2,11 2,06 2,02 1,94

50 2,56 2,46 2,38 2,32 2,27 2,10 2,01 1,95 1,91 1,82

60 2,50 2,39 2,31 2,25 2,20 2,03 1,94 1,88 1,84 1,75

100 2,37 2,26 2,19 2,12 2,07 1,89 1,80 1,73 1,69 1,60



556 Ãëàâà 22. Òàáëèöû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

22.5 Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïðè ïîëó÷åíèè çíà÷åíèé Bn;p(i) äëÿ p ≤ 0, 5 ñ ïîìî-
ùüþ òàáë. 22.5.1 íå ïîëüçóþòñÿ äâóìÿ êðàéíèìè ïðàâû-
ìè ñòîëáöàìè è äâóìÿ ïîñëåäíèìè (íèæíèìè) ñòðîêàìè,
à ïðè ïîëó÷åíèè çíà÷åíèé Bn;p(i) äëÿ p ≥ 0, 5 íå ïîëüçó-
þòñÿ äâóìÿ êðàéíèìè ëåâûìè ñòîëáöàìè è äâóìÿ ïåðâû-
ìè (âåðõíèìè) ñòðîêàìè.

Òàá ë èö à 22.5.1. Çíà÷åíèÿ Bn;p(i) = Cinp
i(1− p)n−i

p
n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0,34868 0,10737 0,02825 0,00605 0,00098 10

1 ,38742 ,26844 ,12106 ,04031 ,00977 9

2 ,19371 ,30199 ,23347 ,12093 ,04395 8

3 ,05740 ,20133 ,26683 ,21499 ,11719 7

4 ,01116 ,08808 ,20012 ,25082 ,20508 6

10 5 0,00149 0,02642 0,10292 0,20066 0,24609 5 10

6 ,00014 ,00551 ,03676 ,11148 ,20508 4

7 ,00001 ,00079 ,00900 ,04247 ,11719 3

8 ,00007 ,00145 ,01062 ,04395 2

9 ,00014 ,00157 ,00977 1

10 ,00001 ,00010 ,00098 0

0 0,20589 0,03518 0,00475 0,00047 0,00003 15

1 ,34315 ,13194 ,03052 ,00470 ,00046 14

2 ,26690 ,23090 ,09156 ,02194 ,00320 13

3 ,12851 ,25014 ,17004 ,06339 ,01389 12

15 4 ,04284 ,18760 ,21862 ,12678 ,04166 11 15

5 0,01047 0,10318 0,20613 0,18594 0,09164 10

6 ,00194 ,04299 ,14724 ,20660 ,15274 9

7 ,00028 ,01382 ,08113 ,17708 ,19638 8

8 ,00003 ,00345 ,03477 ,11806 ,19638 7

9 ,00067 ,01159 ,06121 ,15274 6

0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n
p
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Ïðîäîëæåíèå òàáë. 22.5.1

p
n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

10 0,00010 0,00298 0,02449 0,09164 5

11 ,00001 ,00058 ,00742 ,04166 4

15 12 ,00008 ,00165 ,01389 3 15

13 ,00001 ,00025 ,00320 2

14 ,00002 ,00046 1

15 ,00003 0

0 0,12158 0,01153 0,00080 0,00004 20

1 ,27017 ,05765 ,00684 ,00049 ,00002 19

2 ,28518 ,13691 ,02785 ,00309 ,00018 18

3 ,19012 ,20536 ,07160 ,01235 ,00109 17

4 ,08978 ,21820 ,13042 ,03499 ,00462 16

5 0,03192 0,17456 0,17886 0,07465 0,01479 15

6 ,00887 ,10910 ,19164 ,12441 ,03696 14

7 ,00197 ,05455 ,16426 ,16588 ,07393 13

8 ,00036 ,02216 ,11440 ,17971 ,12013 12

9 ,00005 ,00739 ,06537 ,15974 ,16018 11

20 10 0,00001 0,00203 0,03082 0,11714 0,17620 10 20

11 ,00046 ,01201 ,07099 ,16018 9

12 ,00009 ,00386 ,03550 ,12013 8

13 ,00001 ,00102 ,01456 ,07393 7

14 ,00022 ,00485 ,03696 6

15 0,00004 0,00129 0,01479 5

16 ,00001 ,00027 ,00462 4

17 ,00004 ,00109 3

18 ,00018 2

19 ,00002 1

20 0
0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n

p
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Îêîí÷àíèå òàáë. 22.5.1

p
n i 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

0 0,07179 0,00378 0,00013 25

1 ,19942 ,02361 ,00144 ,00005 24

2 ,26589 ,07084 ,00739 ,00038 ,00001 23

3 ,22650 ,13577 ,02428 ,00194 ,00007 22

4 ,13842 ,18668 ,05723 ,00710 ,00038 21

5 0,06459 0,19602 0,10302 0,01989 0,00158 20

6 ,02392 ,16335 ,14717 ,04420 ,00528 19

7 ,00722 ,11084 ,17119 ,07999 ,01433 18

8 ,00180 ,06235 ,16508 ,11998 ,03223 17

9 ,00038 ,02944 ,13364 ,15109 ,06089 16

10 0,00007 0,01178 0,09164 0,16116 0,09742 15

11 ,00001 ,00401 ,05355 ,14651 ,13284 14

12 ,00117 ,02678 ,11395 ,15498 13

25 13 ,00029 ,01148 ,07597 ,15498 12 25

14 ,00006 ,00422 ,04341 ,13284 11

15 0,00001 0,00132 0,02122 0,09742 10

16 ,00035 ,00884 ,06089 9

17 ,00008 ,00312 ,03223 8

18 ,00002 ,00092 ,01433 7

19 ,00023 ,00528 6

20 0,00005 0,00158 5

21 ,00001 ,00038 4

22 ,00007 3

23 ,00001 2
0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 i n

p
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22.6 Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Òàá ë èö à 22.6.1. Çíà÷åíèÿ Pλ(k) = λk

k!
e−λ

Çíà÷åíèÿ λ
k 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
0 ,9048 ,8187 ,7408 ,6703 ,6065 ,5488 ,4966 ,4493 ,4066

1 ,0905 ,1637 ,2222 ,2681 ,3033 ,3293 ,3476 ,3595 ,3659

2 ,0045 ,0164 ,0333 ,0536 ,0758 ,0988 ,1217 ,1438 ,1647

3 ,0002 ,0011 ,0033 ,0072 ,0126 ,0198 ,0284 ,0383 ,0494

4 ,0001 ,0003 ,0007 ,0016 ,0030 ,0050 ,0077 ,0111

5 ,0001 ,0002 ,0004 ,0007 ,0012 ,0020

6 ,0001 ,0002 ,0003

Çíà÷åíèÿ λ
k 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0
0 ,3679 ,1353 ,0498 ,0183 , 0067 ,0025 ,0009 ,0003 ,0001

1 ,3679 ,2707 ,1494 ,0733 , 0337 ,0149 ,0064 ,0027 ,0011

2 ,1839 ,2707 ,2240 ,1465 , 0842 ,0446 ,0223 ,0107 ,0050

3 ,0613 ,1804 ,2240 ,1954 , 1404 ,0892 ,0521 ,0286 ,0150

4 ,0153 ,0902 ,1680 ,1954 , 1755 ,1339 ,0912 ,0573 ,0337

5 ,0031 ,0361 ,1008 ,1563 , 1755 ,1606 ,1277 ,0916 ,0607

6 ,0005 ,0120 ,0504 ,1042 , 1462 ,1606 ,1490 ,1221 ,0911

7 ,0001 ,0034 ,0216 ,0595 , 1044 ,1377 ,1490 ,1396 ,1171

8 ,0009 ,0081 ,0298 , 0653 ,1033 ,1304 ,1396 ,1318

9 ,0002 ,0027 ,0132 , 0363 ,0688 ,1014 ,1241 ,1318

10 ,0008 ,0053 , 0181 ,0413 ,0710 ,0993 ,1186

11 ,0002 ,0019 , 0082 ,0225 ,0452 ,0722 ,0970

12 ,0001 ,0006 , 0034 ,0113 ,0264 ,0481 ,0728

13 ,0002 , 0013 ,0052 ,0142 ,0296 ,0504

14 ,0001 , 0005 ,0022 ,0071 ,0169 ,0324

15 , 0002 ,0009 ,0033 ,0090 ,0194

16 ,0003 ,0014 ,0045 ,0109

17 ,0001 ,0006 ,0021 ,0058
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22.7 Êðèòåðèé À. Í. Êîëìîãîðîâà.
Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

Â òàáëèöå 22.7.1 ïðèâåäåíû êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ εα;n
ñóïðåìóìà ìîäóëÿ ðàçíîñòè èñòèííîé è ýìïèðè÷åñêîé
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé.

Çíà÷åíèå εα;n äëÿ äàííûõ α è n îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìè-
íèìàëüíîå ε, äëÿ êîòîðîãî

P{sup
x
|F (x)− F̂n(x)| ≥ ε} ≤ α.

Òàá ë èö à 22.7.1. Êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ εα;n äëÿ ñóïðåìóìà
ìîäóëÿ ðàçíîñòè èñòèííîé è ýìïèðè÷åñêîé ôóíêöèé

ðàñïðåäåëåíèÿ

Çíà÷åíèÿ α Çíà÷åíèÿ α

n 0,05 0,02 0,01 n 0,05 0,02 0,01
1 0,9750 0,9900 0,9950 25 0,2640 0,2952 0,3166

2 0,8419 0,9000 0,9293 30 0,2417 0,2702 0,2899

3 0,7076 0,7846 0,8290 35 0,2243 0,2507 0,2690

4 0,6239 0,6889 0,7342 40 0,2101 0,2349 0,2520

5 0,5633 0,6272 0,6685 45 0,1984 0,2218 0,2380

6 0,5193 0,5774 0,6166 50 0,1884 0,2107 0,2260

7 0,4834 0,5384 0,5758 55 0,1798 0,2011 0,2157

8 0,4543 0,5065 0,5418 60 0,1723 0,1927 0,2067

9 0,4300 0,4796 0,5133 65 0,1657 0,1853 0,1988

10 0,4093 0,4566 0,4889 70 0,1598 0,1786 0,1917

11 0,3912 0,4367 0,4677 75 0,1544 0,1727 0,1853

12 0,3754 0,4192 0,4491 80 0,1496 0,1673 0,1795

13 0,3614 0,4036 0,4325 85 0,1452 0,1624 0,1742

14 0,3489 0,3897 0,4176 90 0,1412 0,1579 0,1694

15 0,3376 0,3771 0,4042 95 0,1375 0,1537 0,1649

20 0,2941 0,3287 0,3524 100 0,1340 0,1499 0,1608

Ïðè n > 100 ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ε0,05;n =
1,36√
n

; ε0,01;n =
1,63√
n
.
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22.8 Êðèòåðèé Âèëêîêñîíà.
Íèæíèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ

Â òàáëèöå 22.8.1 ïðèâåäåíû íèæíèå êðèòè÷åñêèå çíà-
÷åíèÿWα;n;m ðàñïðåäåëåíèÿW � ñóììû ðàíãîâ âûáîðêè
ìåíüøåãî îáúåìà.

Çíà÷åíèÿ Wα;n;m äëÿ äàííûõ α (óðîâíÿ çíà÷èìîñòè),
n è m � îáúåìîâ âûáîðîê (n � îáúåì ìåíüøåé âûáîðêè,
m � áîëüøåé) îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèáîëüøåå öåëîå t, äëÿ
êîòîðîãî

P{W ≤ t} ≤ α.
Ïðè çíà÷åíèÿõ n è m áîëüøèõ ïðèâåäåííûõ â òàáëè-

öå (à ôàêòè÷åñêè ïðè n è m, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåí-
ñòâàì min{n,m} ≥ 6,m + n ≥ 20), ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
Wα;n;m ðàâíî

1

2
n(n+m+ 1) + zα

√
1

12
nm(n+m+ 1),

ãäå zα � ýòî α-êâàíòèëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïàðàìåòðàìè (0;1) (ñì. òàáë. 22.1.1).

Òàá ë èö à 22.8.1. Íèæíèå êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ Wα;n;m

ðàñïðåäåëåíèÿ W

Îáú- Îáú-

åìû Çíà÷åíèÿ α åìû Çíà÷åíèÿ α
n m 0,005 0,01 0,025 0,05 n m 0,005 0,01 0,025 0,05
6 6 23 24 26 28 6 18 37 40 45 49

7 24 25 27 29 19 38 41 46 51

8 25 27 29 31 7 7 32 34 36 39

9 26 28 31 33 8 34 35 38 41

10 27 29 32 35 9 35 37 40 43

11 28 30 34 37 10 37 39 42 45

12 30 32 35 38 11 38 40 44 47

13 31 33 37 40 12 40 42 46 49

14 32 34 38 42 13 41 44 48 52

15 33 36 40 44 14 43 45 50 54

16 34 37 42 46 15 44 47 52 56

17 36 39 43 47 16 46 49 54 58
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Òàá ë èö à 22.8.1 (îêîí÷àíèå)

Îáú- Îáú-

åìû Çíà÷åíèÿ α åìû Çíà÷åíèÿ α
n m 0,005 0,01 0,025 0,05 n m 0,005 0,01 0,025 0,05
7 17 47 51 56 61 9 13 65 68 73 78

18 49 52 58 63 14 67 71 76 81

8 8 43 45 49 51 15 69 73 79 84

9 45 47 51 54 16 72 76 82 87

10 47 49 53 56 10 10 71 74 78 82

11 49 51 55 59 11 73 77 81 86

12 51 53 58 62 12 76 79 84 89

13 53 56 60 64 13 79 82 88 92

14 54 58 62 67 14 81 85 91 96

15 56 60 65 69 15 84 88 94 99

16 58 62 67 72 11 11 87 91 96 100

17 60 64 70 75 12 90 94 99 104

9 9 56 59 62 66 13 93 97 103 108

10 58 61 65 69 14 96 100 106 112

11 61 63 68 72 12 12 105 109 115 120

12 63 66 71 75 13 109 113 119 125

22.9 Êðèòåðèé çíàêîâ.
Ãðàíèöû êðèòè÷åñêîé îáëàñòè

Â òàáëèöå 22.9.1 ïðèâåäåíû ëåâàÿ (n −mα;n) (ëåâûé
ñòîëáåö) è ïðàâàÿ mα;n (ïðàâûé ñòîëáåö) ãðàíèöû êðè-
òè÷åñêîé îáëàñòè êðèòåðèÿ çíàêîâ (îáëàñòè îòêëîíåíèÿ
ãèïîòåçû H0: θ = 0).

Çíà÷åíèÿmα;n äëÿ äàííûõ α (óðîâíÿ çíà÷èìîñòè) è n
(÷èñëà îòëè÷íûõ îò íóëÿ ðàçíîñòåé) îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìèíèìàëüíîå öåëîå m, äëÿ êîòîðîãî P{µ > m} ≤ α, ãäå
µ � áèíîìèàëüíî ðàñïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ
ïàðàìåòðàìè n è 1/2.
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Êðèòè÷åñêèå îáëàñòè êðèòåðèÿ çíàêîâ:
(mα;n;n] äëÿ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû θ > 0;
[0;n−mα;n) äëÿ îäíîñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû θ < 0;
[0;n−mα;n)∪(mα;n;n] äëÿ äâóñòîðîííåé àëüòåðíàòèâû

θ < 0 èëè θ > 0;
Óðîâåíü çíà÷èìîñòè îäíîñòîðîííåãî êðèòåðèÿ íå ïðå-

âûøàåò α, äâóñòîðîííåãî � 2α.

Òàá ë èö à 22.9.1. Ãðàíèöû êðèòè÷åñêèõ îáëàñòåé êðèòåðèÿ
çíàêîâ

Çíà÷åíèÿ α Çíà÷åíèÿ α
n 0,025 0,010 0,005 n 0,025 0,010 0,005
5 0 5 0 5 0 5 25 8 17 7 18 6 19

6 1 5 0 6 0 6 26 8 18 7 19 7 19

7 1 6 1 6 0 7 27 8 19 8 19 7 20

8 1 7 1 7 1 7 28 9 19 8 20 7 21

9 2 7 1 8 1 8 29 9 20 8 21 8 21

10 2 8 1 9 1 9 30 10 20 9 21 8 22

11 2 9 2 9 1 10 31 10 21 9 22 8 23

12 3 9 2 10 2 10 32 10 22 9 23 9 23

13 3 10 2 11 2 11 33 11 22 10 23 9 24

14 3 11 3 11 2 12 34 11 23 10 24 10 24

15 4 11 3 12 3 12 35 12 23 11 24 10 25

16 4 12 3 13 3 13 36 12 24 11 25 10 26

17 5 12 4 13 3 14 37 13 24 11 26 11 26

18 5 13 4 14 4 14 38 13 25 12 26 11 27

19 5 14 5 14 4 15 39 13 26 12 27 12 27

20 6 14 5 15 4 16 40 14 26 13 27 12 28

21 6 15 5 16 5 16 41 14 27 13 28 12 29

22 6 16 6 16 5 17 42 15 27 14 28 13 29

23 7 16 6 17 5 18 43 15 28 14 29 13 30

24 7 17 6 18 6 18 44 16 28 14 30 14 30
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Òàá ë èö à 22.9.1 (îêîí÷àíèå)

Çíà÷åíèÿ α Çíà÷åíèÿ α
n 0,025 0,010 0,005 n 0,025 0,010 0,005
45 16 29 15 30 14 31 73 28 45 27 46 26 47

46 16 30 15 31 14 32 74 29 45 27 47 26 48

47 17 30 16 32 15 32 75 29 46 27 48 26 49

48 17 31 16 32 15 33 76 29 47 28 48 27 49

49 18 31 16 33 16 33 77 30 47 28 49 27 50

50 18 32 17 33 16 34 78 30 48 29 49 28 50

51 19 32 17 34 16 35 79 31 48 29 50 28 51

52 19 33 18 34 17 35 80 31 49 30 50 29 51

53 19 34 18 35 17 36 81 32 49 30 51 29 52

54 20 34 19 35 18 36 82 32 50 31 51 29 53

55 20 35 19 36 18 37 83 33 50 31 52 30 53

56 21 35 19 37 18 38 84 33 51 31 53 30 54

57 21 36 20 37 19 38 85 33 52 32 53 31 54

58 22 36 20 38 19 39 86 34 52 32 54 31 55

59 22 37 21 38 20 39 87 34 53 33 54 32 55

60 22 38 21 39 20 40 88 35 53 33 55 32 56

61 23 38 21 40 21 40 89 35 54 34 55 32 57

62 23 39 22 40 21 41 90 36 54 34 56 33 57

63 24 39 22 41 21 42 91 36 55 34 57 33 58

64 24 40 23 41 22 42 92 37 55 35 57 34 58

65 25 40 23 42 22 43 93 37 56 35 58 34 59

66 25 41 24 42 23 43 94 38 56 36 58 35 59

67 26 41 24 43 23 44 95 38 57 36 59 35 60

68 26 42 24 44 23 45 96 38 58 37 59 35 61

69 26 43 25 44 24 45 97 39 58 37 60 36 61

70 27 43 25 45 24 46 98 39 59 38 60 36 62

71 27 44 26 45 25 46 99 40 59 38 61 37 62

72 28 44 26 46 25 47 100 40 60 38 62 37 63
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22.10 Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå ÷èñëà

Ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 22.10.1 öèôðû ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíîñòüþ 0,1.

Òàáóëèðîâàííûå öèôðû ñãðóïïèðîâàíû ïî äâå. Ïà-
ðû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåàëèçàöèè íåçàâèñèìûõ
è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðèíè-
ìàþùèõ çíà÷åíèÿ îò 00 äî 99 ñ îäíîé è òîé æå âåðîÿòíî-
ñòüþ 0,01.

Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü,
åñëè öèôðû ãðóïïèðîâàòü ïî òðè, ÷åòûðå . . .

Ðàññìîòðèì ãðóïïû èç k öèôð êàê öåëûå ÷èñëà. Ïåðå-
ìíîæèì êàæäîå èç íèõ íà 10−k. Ïîëó÷åííûå ÷èñëà ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ðåàëèçàöèÿìè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ íà îòðåçêå [0; 1].

Òàá ë èö à 22.10.1. Ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå
ñëó÷àéíûå ÷èñëà

10 09 73 25 33 76 52 01 35 86 34 67 35 48 76 80 95 90 91 17

37 54 20 48 05 64 89 47 42 96 24 80 52 40 37 20 63 61 04 02

08 42 26 89 53 19 64 50 93 03 23 20 90 25 60 15 95 33 47 64

99 01 90 25 29 09 37 67 07 15 38 31 13 11 65 88 67 67 43 97

12 80 79 99 70 80 15 73 61 47 64 03 23 66 53 98 95 11 68 77

66 06 57 47 17 34 07 27 68 50 36 69 73 61 70 65 81 33 98 85

31 06 01 08 05 45 57 18 24 06 35 30 34 26 14 86 79 90 74 39

85 26 97 76 02 02 05 16 56 92 68 66 57 48 18 73 05 38 52 47

63 57 33 21 35 05 32 54 70 48 90 55 35 75 48 28 46 82 87 09

73 79 64 57 53 03 52 96 47 78 35 80 83 42 82 60 93 52 03 44

98 52 01 77 67 14 90 56 86 07 22 10 94 05 58 60 97 09 34 33

11 80 50 54 31 39 80 82 77 32 50 72 56 82 48 29 40 52 42 01

83 45 29 96 34 06 28 89 80 83 13 74 67 00 78 18 47 54 06 10

88 68 54 02 00 86 50 75 84 01 36 76 66 79 51 90 36 47 64 93

99 59 46 73 48 87 51 76 49 69 91 82 60 89 28 93 78 56 13 68
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Òàá ë èö à 22.10.1 (ïðîäîëæåíèå)

65 48 11 76 74 17 46 85 09 50 58 04 77 69 74 73 03 95 71 86

80 12 43 56 35 17 72 70 80 15 45 31 82 23 74 21 11 57 82 53

74 35 09 98 17 77 40 27 72 14 43 23 60 02 10 45 52 16 42 37

69 91 62 68 03 66 25 22 91 48 36 93 68 72 03 76 62 11 39 90

09 89 32 05 05 14 22 56 85 14 46 42 75 67 88 96 29 77 88 22

91 49 91 45 23 68 47 92 76 86 46 16 28 35 54 94 75 08 99 23

80 33 69 45 98 26 94 03 68 58 70 29 73 41 35 53 14 03 33 40

44 10 48 19 49 85 15 74 79 54 32 97 92 65 75 57 60 04 08 81

12 55 07 37 42 11 10 00 20 40 12 86 07 46 97 96 64 48 94 39

63 60 64 93 29 16 50 53 44 84 40 21 95 25 63 43 65 17 70 82

61 19 69 04 46 26 45 74 77 74 51 92 43 37 29 65 39 45 95 93

15 47 44 52 66 95 27 07 99 53 59 36 78 38 48 82 39 61 01 18

94 55 72 85 73 67 89 75 43 87 54 62 24 44 31 91 19 04 25 92

42 48 11 62 13 97 34 40 87 21 16 86 84 87 67 03 07 11 20 59

23 52 37 83 17 73 20 88 98 37 68 93 59 14 16 26 25 22 96 63

04 49 35 24 94 75 24 63 38 24 45 86 25 10 25 61 96 27 93 35

00 54 99 76 54 64 05 18 81 59 96 11 96 38 96 54 69 28 23 91

35 96 31 53 07 26 89 80 93 54 33 35 13 54 62 77 97 45 00 24

59 80 80 83 91 45 42 72 68 42 83 60 94 97 00 13 02 12 48 92

46 05 88 52 36 01 39 09 22 86 77 28 14 40 77 93 91 08 36 47

32 17 90 05 97 87 37 92 52 41 05 56 70 70 07 86 74 31 71 57

69 23 46 14 06 20 11 74 52 04 15 95 66 00 00 18 74 39 24 23

19 56 54 14 30 01 75 87 53 79 40 41 92 15 85 66 67 43 68 06

45 15 51 49 38 19 47 60 72 46 43 66 79 45 43 59 04 79 00 33

94 86 43 19 94 36 16 81 08 51 34 88 88 15 53 01 54 03 54 56

98 08 62 48 26 45 24 02 84 04 44 99 90 88 96 39 09 47 34 07

33 18 51 62 32 41 94 15 09 49 89 43 54 85 81 88 69 54 19 94

80 95 10 04 06 96 38 27 07 74 20 15 12 33 87 25 01 62 52 98

79 75 24 91 40 71 96 12 82 96 69 86 10 25 91 74 85 22 05 39

18 63 33 25 37 98 14 50 65 71 31 01 02 46 74 05 45 56 14 27
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Òàá ë èö à 22.10.1 (ïðîäîëæåíèå)

74 02 94 39 02 77 55 73 22 70 97 79 01 71 19 52 52 75 80 21

54 17 84 56 11 80 99 33 71 43 05 33 51 29 69 56 12 71 92 55

11 66 44 98 83 52 07 98 48 27 59 38 17 15 39 09 97 33 34 40

48 32 47 79 28 31 24 96 47 10 02 29 53 68 70 32 30 75 75 46

69 07 49 41 38 87 63 79 19 76 35 58 40 44 01 10 51 82 16 15

09 18 82 00 97 32 82 53 95 27 04 22 08 63 04 83 38 98 73 74

90 04 58 54 97 51 98 15 06 54 94 93 88 19 97 91 87 07 61 50

73 18 95 02 07 47 67 72 62 69 62 29 06 44 64 27 12 46 70 18

75 76 87 64 90 20 97 18 17 49 90 42 91 22 72 95 37 50 58 71

54 01 64 40 56 66 28 13 10 03 00 68 22 73 98 20 71 45 32 95

08 35 86 99 10 78 54 24 27 85 13 66 15 88 73 04 61 89 75 53

28 30 60 32 64 81 33 31 05 91 40 51 00 78 93 32 60 46 04 75

53 84 08 62 33 81 59 41 36 28 51 21 59 02 90 28 46 66 87 95

91 75 75 37 41 61 61 36 22 69 50 26 39 02 12 55 78 17 65 14

89 41 59 26 94 00 39 75 83 91 12 60 71 76 46 48 94 97 23 06

77 51 30 38 20 86 83 42 99 01 68 41 48 27 74 51 90 81 39 80

19 50 23 71 74 69 97 92 02 88 55 21 02 97 73 74 28 77 52 51

21 81 85 93 13 93 27 88 17 57 05 68 67 31 56 07 08 28 50 46

51 47 46 64 99 68 10 72 36 21 94 04 99 13 45 42 83 60 91 91

99 55 96 83 31 62 53 52 41 70 69 77 71 28 30 74 81 97 81 42

33 71 34 80 07 93 58 47 28 69 51 92 66 47 21 58 30 32 98 22

85 27 48 68 93 11 30 32 92 70 28 83 43 41 37 73 51 59 04 00

84 13 38 96 40 44 03 55 21 66 73 85 27 00 91 61 22 26 05 61

56 73 21 62 34 17 39 59 61 31 10 12 39 16 22 85 49 65 75 60

65 13 85 68 06 87 64 88 52 61 34 31 36 58 61 45 87 52 10 69

38 00 10 21 76 81 71 91 17 11 71 60 29 29 37 74 21 96 40 49

37 40 29 63 97 01 30 47 75 86 56 27 11 00 86 47 32 46 26 05

97 12 54 03 48 87 08 33 14 17 21 81 53 92 50 75 23 76 20 47

21 82 64 11 34 47 14 33 40 72 64 63 88 59 02 49 13 90 64 41

73 13 54 27 42 95 71 90 90 35 85 79 47 42 96 08 78 98 81 56
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Òàá ë èö à 22.10.1 (îêîí÷àíèå)

07 63 87 79 29 03 06 11 80 72 96 20 74 41 56 23 82 19 95 38

60 52 88 34 41 07 95 41 98 14 59 17 52 06 95 05 53 35 21 39

83 59 63 56 55 06 95 89 29 83 05 12 80 97 19 77 43 35 37 83

10 85 06 27 46 99 59 91 05 07 13 49 90 63 19 53 07 57 18 39

39 82 09 89 52 43 62 26 31 47 64 42 18 08 14 43 80 00 93 51

59 58 00 64 78 75 56 97 88 00 88 83 55 44 86 23 76 80 61 56

38 50 80 73 41 23 79 34 87 63 90 82 29 70 22 17 71 90 42 07

30 69 27 06 68 94 68 81 61 27 56 19 68 00 91 82 06 76 34 00

65 44 39 56 59 18 28 82 74 37 49 63 22 40 41 08 33 76 56 76

27 26 75 02 64 13 19 27 22 94 07 47 74 46 06 17 98 54 89 11

91 30 70 69 91 19 07 22 42 10 36 69 95 37 28 28 82 53 57 93

68 43 49 46 88 84 47 31 36 22 62 12 69 84 08 12 84 38 25 90

48 90 81 58 77 54 74 52 45 91 35 70 00 47 54 83 82 45 26 92

06 91 34 51 97 42 67 27 86 01 11 88 30 95 28 63 01 19 89 01

10 45 51 60 19 14 21 03 37 12 91 34 23 78 21 88 32 58 08 51

12 88 39 73 43 65 02 76 11 84 04 28 50 13 92 17 97 41 50 77

21 77 83 09 76 38 80 73 69 61 31 64 94 20 96 63 28 10 20 23

19 52 35 95 15 65 12 25 96 59 86 28 36 82 58 69 57 21 37 98

67 24 55 26 70 35 58 31 65 63 79 24 68 66 86 76 46 33 42 22

60 58 44 73 77 07 50 03 79 92 45 13 42 65 29 26 76 08 36 37

53 85 34 13 77 36 06 69 48 50 58 83 87 38 59 49 36 47 33 31

24 63 73 87 36 74 38 48 93 42 52 62 30 79 92 12 36 91 86 01

83 08 01 24 51 38 99 22 28 15 07 75 95 17 77 97 37 72 75 85

15 44 42 43 34 36 15 19 90 73 27 49 37 09 39 85 13 03 25 52

60 79 01 81 57 57 17 86 57 62 11 16 17 85 76 45 81 95 29 79

03 99 11 04 61 93 71 61 68 94 66 08 32 46 53 84 60 95 82 32

38 55 59 55 54 32 88 65 97 80 08 35 56 08 60 29 73 54 77 62

17 54 67 37 04 92 05 24 62 15 55 12 12 92 81 59 07 60 79 36

32 64 35 28 61 95 81 90 68 31 00 91 19 89 36 76 35 59 37 79

69 57 26 87 77 39 51 03 59 05 14 06 04 06 19 29 54 96 96 16
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