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Ðîçäië 1

Îñíîâíi éìîâiðíiñíi õàðàêòåðèñòèêè
òðèâàëîñòi æèòòÿ

1.1 Ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ

Îñíîâíèì äæåðåëîì âèïàäêîâîñòi ïðè ñòðàõóâàííi æèòòÿ ¹ íåâèçíà÷åíiñòü
ìîìåíòó ñìåðòi. Âiäíîñíî ìîìåíòó ñìåðòi îêðåìî¨ îñîáè íå ìîæíà ñêàçàòè íi-
÷îãî ïåâíîãî. Àëå, ÿêùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç âåëèêîþ îäíîðiäíîþ ãðóïîþ ëþ-
äåé i íå öiêàâèìîñÿ äîëåþ îêðåìî¨ îñîáè, òî ìè çíàõîäèìîñÿ â ðàìêàõ òåîði¨
éìîâiðíîñòåé, ÿêà âèâ÷à¹ ìàñîâi âèïàäêîâi ÿâèùà, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ âëà-
ñòèâiñòþ ñòiéêîñòi ÷àñòîò. Ó öüîìó âèïàäêó ìè ìîæåìî ðîçãëÿäàòè òðèâàëiñòü
æèòòÿ ÿê âèïàäêîâó âåëè÷èíó X i âèâ÷àòè ¨¨ ìåòîäàìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé.

Îñíîâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ áóäü-ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ â òåîði¨ éìî-
âiðíîñòåé ¹ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó, ÿêà îçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

F (x) = Fξ(x) := P (ξ ≤ x).

Â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi ÷àñòiøå çàñòîñîâó¹òüñÿ äîäàòêîâà ôóíêöiÿ ðîçïî-
äiëó 1− F (x). Ñòîñîâíî òðèâàëîñòi æèòòÿ X çíà÷åííÿ 1− F (x) � öå éìîâið-
íiñòü òîãî, ùî ëþäèíà äîæèâå äî âiêó x ðîêiâ. Òîìó öÿ ôóíêöiÿ íàçèâà¹òüñÿ
ôóíêöi¹þ âèæèâàííÿ. Âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì s(x).

Òàêèì ÷èíîì,
s(x) := P (X > x).

Óÿâëåííÿ ïðî ïîâåäiíêó ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ s(x) äà¹ òàáëèöÿ 1, ïîáóäîâà-
íà íà îñíîâi ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ ïðî òðèâàëiñòü æèòòÿ ïåâíî¨ ãðóïè íàñåëå-
ííÿ ÑØÀ:

Òàáëèöÿ òðèâàëîñòi æèòòÿ Òàáëèöÿ 1
x 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

s(x) 1.00 0.983 0.978 0.965 0.949 0.915 0.837 0.682 0.432 0.142 0.012 0

Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöié ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âiäîìèõ ç òåîði¨
éìîâiðíîñòåé, i ç îãëÿäó íà òå, ùî òðèâàëiñòü æèòòÿ íàáóâà¹ òiëüêè íåâiä'¹ì-
íèõ çíà÷åíü, âèòiêàþòü òàêi âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ:

1) 0 ≤ s(x) ≤ 1;
2) ôóíêöiÿ s(x) íå çðîñòà¹;
3) s(0) = 1, s(∞) = 0;
4) ôóíêöiÿ s(x) íåïåðåðâíà ñïðàâà â êîæíié òî÷öi.
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Âîäíî÷àñ ïðèðîäíî äîïóñòèòè, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìà¹ ùå é òàêi âëà-
ñòèâîñòi:

5) ôóíêöiÿ s(x) íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi;
6) ôóíêöiÿ s(x) ¹ ñòðîãî ñïàäíîþ.
Äiéñíî, ÿêùî á ó äåÿêié òî÷öi x0 ôóíêöiÿ s(x) áóëà ðîçðèâíîþ, òî

P (X = x0) = P (X ≥ x0)− P (X > x0) = s(x0 + 0)− s(x0) > 0.

Öå îçíà÷àëî á, ùî â ìîìåíò ÷àñó x0 ëþäèíà ïîìèðà¹ ç äîäàòíîþ éìîâiðíiñòþ.
Òàêà ñèòóàöiÿ íå ¹ ïðèðîäíîþ. ßêùî æ ìè ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ s(x)
íàáóâà¹ ïîñòiéíîãî çíà÷åííÿ äëÿ âñiõ x ç äåÿêîãî ïðîìiæêó [α, β], òî äiéäåìî
äî âèñíîâêó, ùî

P (X ∈ [α, β]) = P (X > β)− P (X > α) = 0,

òîáòî â ïðîìiæêó [α, β] ñìåðòü ëþäèíè íåìîæëèâà. Òàêà ñèòóàöiÿ òåæ íå ¹
ïðèðîäíîþ.

Òàêèì ÷èíîì, íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ðàçîì ç îñíîâíèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè 1) � 4) ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ ìà¹ òàêîæ âëàñòèâîñòi 5) i 6).

1.2 Ñòàòèñòè÷íèé çìiñò ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ

Îáåðåìî ãðóïó G(l0) ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ. ×åðåç Xi, i ∈ {1, ..., l0}, ïîçíà-
÷èìî ìîìåíòè ¨õ ñìåðòi. �íøèìè ñëîâàìè, Xi � òðèâàëiñòü æèòòÿ i-¨ íîâî-
íàðîäæåíî¨ ëþäèíè. Íåõàé äàëi L(x) � êiëüêiñòü æèâèõ ïðåäñòàâíèêiâ öi¹¨
ãðóïè ó âiöi x ðîêiâ. Çðîçóìiëî, ùî

L(x) =

l0∑
i=1

I(Xi > x),

äå I(A) � iíäèêàòîð ìíîæèíè A, òîáòî I(A) = I(A)(x) = 1, êîëè x ∈ A i
I(A)(x) = 0, êîëè x /∈ A.

Ðîçãëÿíåìî
lx := ML(x)

� ñåðåäíÿ êiëüêiñòü æèâèõ ïðåäñòàâíèêiâ ãðóïè G(l0) ó âiöi x ðîêiâ. Ç îãëÿäó
íà âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ìà¹ìî

lx = ML(x) =

l0∑
i=1

MI(Xi > x) =

l0∑
i=1

P (Xi > x) = l0s(x).

Òàêèì ÷èíîì,

s(x) =
lx
l0
, (1.2.1)

òîáòî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ s(x) äîðiâíþ¹ ñåðåäíié ÷àñòöi æèâèõ
ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè G(l0) ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ ó âiöi x ðîêiâ.
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Ðiâíiñòü (1.2.1) âèðàæà¹ ñòàòèñòè÷íèé çìiñò ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ. Ç îãëÿäó
íà öþ ðiâíiñòü â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi ÷àñòî çàñòîñîâóþòü ôóíêöiþ lx çàìiñòü
ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ s(x). Íàïðèêëàä, ó òåðìiíàõ âåëè÷èíè lx òàáëèöþ 1 ìî-
æíà òðàêòóâàòè òàêèì ÷èíîì: ç 1000 íîâîíàðîäæåíèõ äî 10 ðîêiâ äîæèâóòü
983 îñîáè, äî 20 ðîêiâ � 977 îñiá, äî 30 ðîêiâ � 965 îñiá, äî 40 ðîêiâ � 949
îñiá,..., äî 100 ðîêiâ � 12 îñiá, äî 110 ðîêiâ íå äîæèâå íiõòî.

1.3 Êðèâà ñìåðòåé

Áåðó÷è äî óâàãè ñòàòèñòè÷íèé çìiñò ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ, íàâåäåìî ùå îäíó
iíòåðïðåòàöiþ òàáëèöi 1. Ç 1000 íîâîíàðîäæåíèõ ó âiöi äî 10 ðîêiâ ïîìðå 17
îñiá (ó ñåðåäíüîìó), ó âiöi âiä 10 äî 20 ðîêiâ � 6 îñiá, ó âiöi âiä 20 äî 30 ðîêiâ
� 12 îñiá, ó âiöi âiä 30 äî 40 ðîêiâ � 16 îñiá,..., ó âiöi âiä 90 äî 100 ðîêiâ � 130
îñiá, ó âiöi âiä 100 äî 110 ðîêiâ � 12 îñiá.

Öi âiäîìîñòi ïðî ñåðåäíþ êiëüêiñòü îñiá, ÿêi ïîìåðëè â iíòåðâàëi ÷àñó
(x, x + 10) íå ìåíø íàãëÿäíî õàðàêòåðèçóþòü ñìåðòíiñòü íàñåëåííÿ äàíî¨
ãðóïè íîâîíàðîäæåíèõ, íiæ âiäîìîñòi ïðî çàãàëüíó êiëüêiñòü L(x) îñiá, ÿêi
äîæèëè äî x ðîêiâ. Òîìó ¹ ñåíñ ðîçãëÿäàòè òàêó âèïàäêîâó âåëè÷èíó.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1 Ñèìâîëîì tDx ïîçíà÷èìî êiëüêiñòü îñiá äàíî¨ ãðóïè G(l0)
ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi ïîìåðëè â ïðîìiæêó ÷àñó (x, x+ t].

Çðîçóìiëî, ùî

tDx = L(x)− L(x+ t) =

l0∑
i=1

I(x < Xi ≤ x+ t). (1.3.1)

Íåõàé äàëi
tdx := MtDx (1.3.2)

� ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïðåäñòàâíèêiâ ãðóïè G(l0), ùî ïîìåðëè ó âiöi âiä x äî
x+ t ðîêiâ. Ç ôîðìóë (1.3.1) i (1.2.1) âèïëèâà¹, ùî

tdx = ML(x)−ML(x+ t) = lx − lx+t =

= l0(s(x)− s(x+ t)) = l0P (x < Xi ≤ x+ t). (1.3.3)

Âèïàäîê t = 1 â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi íàéáiëüø âàæëèâèé. Öå ïîâ'ÿçàíî ç
òèì, ùî ñòðàõîâi äîãîâîðè, ÿê ïðàâèëî, óêëàäàþòüñÿ íà öiëó êiëüêiñòü ðîêiâ.
Òîìó â ïîçíà÷åííi 1dx iíäåêñ 1 îïóñêàþòü. Òàêèì ÷èíîì,

dx := 1dx = lx − lx+1 = l0(s(x)− s(x+ 1)).

Ó ïîäàëüøîìó ìè áóäåìî ââàæàòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó X (òðèâàëiñòü æè-
òòÿ) àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ. ßêùî ìè ïîçíà÷èìî ÷åðåç p(x) ¨¨ ùiëüíiñòü, òî
ìîæåìî íàïèñàòè ñïiââiäíîøåííÿ

s(x)− s(x+ t) = F (x+ t)− F (x) =

x+t∫
x

p(u)du. (1.3.4)
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Äëÿ ìàëèõ t ç ôîðìóë (1.3.3) i (1.3.4) îòðèìó¹ìî íàáëèæåíó ðiâíiñòü tdx ≈
l0 · p(x) · t àáî

p(x) · t ≈ tdx
l0
.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè ìàëèõ t âåëè÷èíà p(x) · t íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ ñåðåäíié
÷àñòöi ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè G(l0) ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi ïîìåðëè â
ïðîìiæêó ÷àñó (x, x + t). Òîìó âåëè÷èíà p(x) ¹ äóæå êîðèñíîþ â àêòóàðíié
ìàòåìàòèöi.

Îçíà÷åííÿ 1.3.2 Ãðàôiê ùiëüíîñòi p(x) òðèâàëîñòi æèòòÿ X íàçèâàþòü
êðèâîþ ñìåðòåé.

Ç âëàñòèâîñòåé ùiëüíîñòåé âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, âiäîìèõ iç òåîði¨ éìîâið-
íîñòåé, i ç îãëÿäó íà òå, ùî òðèâàëiñòü æèòòÿ íàáóâà¹ òiëüêè íåâiä'¹ìíèõ
çíà÷åíü, âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ p(x) ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

1)
∞∫
0

p(x)dx = 1;

2)
x∫
0

p(x)dx = F (x),
∞∫
x

p(x)dx = s(x).

Îñòàííi äâi ðiâíîñòi îçíà÷àþòü, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó òðèâàëîñòi æèòòÿ
i ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ âiäíîâëþþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ùiëüíîñòi p(x). Òàêèì
÷èíîì, êðèâà ñìåðòåé ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ïåðâèííà õàðàêòåðèñòèêà òðè-
âàëîñòi æèòòÿ.

1.4 Iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi

Ðîçãëÿíåìî òàáëèöþ 1 ùå ç îäíîãî êóòà çîðó. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî ç
1000 íîâîíàðîäæåíèõ çà êîæíå äåñÿòèði÷÷ÿ âiä 60 äî 70 ðîêiâ i âiä 90 äî 100
ðîêiâ ó ñåðåäíüîìó ïîìåðëà ïðèáëèçíî îäíà i òà ñàìà êiëüêiñòü îñiá (155 i 130
âiäïîâiäíî). Àëå äî 60 ðîêiâ ç äàíî¨ ãðóïè ç 1000 íîâîíàðîäæåíèõ äîæèëî
837 îñiá, ó òîé ÷àñ ÿê äî 90 ðîêiâ � ëèøå 142 îñîáè.

Òàêèì ÷èíîì, àáñîëþòíi öèôðè íå ïîâíiñòþ õàðàêòåðèçóþòü ñìåðòíiñòü çà
ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó. Íåîáõiäíî âêàçóâàòè òàêîæ, ÿêó ÷àñòêó ñêëàäà¹ êiëü-
êiñòü ïîìåðëèõ çà öåé ïðîìiæîê ÷àñó âiä êiëüêîñòi æèâèõ íà ïî÷àòîê öüîãî
ïðîìiæêó. Ç ïîãëÿäó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé öå çàóâàæåííÿ îçíà÷à¹, ùî âèâ÷àòè
òðåáà íå ïðîñòî éìîâiðíiñòü ñìåðòi â äàíîìó âiêîâîìó ïðîìiæêó (x, x + t),
à óìîâíó éìîâiðíiñòü P (x < X ≤ x + t|X > x). Çà îçíà÷åííÿì óìîâíî¨
éìîâiðíiñòi ìà¹ìî

P (x < X ≤ x+ t|X > x) =
P (x < X ≤ x+ t)

P (X > x)
=

=
F (x+ t)− F (x)

s(x)
=
s(x)− s(x+ t)

s(x)
=

∫ x+t

x p(u)du

s(x)
. (1.4.1)
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Äëÿ ìàëèõ t çâiäñè îòðèìó¹ìî òàêó íàáëèæåíó ðiâíiñòü

P (x < X ≤ x+ t|X > x) ≈ p(x)

s(x)
· t. (1.4.2)

Îçíà÷åííÿ 1.4.1 Âåëè÷èíà

µx :=
p(x)

s(x)

íàçèâà¹òüñÿ iíòåíñèâíiñòþ ñìåðòíîñòi.
Ç ôîðìóëè (1.4.2) âèïëèâà¹, ùî ïðè ìàëèõ t âåëè÷èíà µx · t íàáëèæåíî

äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi ñìåðòi â iíòåðâàëi (x, x + t) îñîáè, ùî äîæèëà äî x
ðîêiâ.

Î÷åâèäíî, ùî µx ≥ 0 äëÿ âñiõ x > 0. Çàçíà÷èìî äàëi, ùî îçíà÷åííÿ µx
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

µx =
F ′(x)

1− F (x)
µx =

−s′(x)

s(x)
.

Öi ñïiââiäíîøåííÿ � äèôåðåíöiéíi ðiâíÿííÿ âiäíîñíî F (x) i s(x) âiäïîâiä-
íî. Ðîçâ'ÿçóþ÷è, íàïðèêëàä, äðóãå ðiâíÿííÿ, áóäåìî ìàòè (ln s(x))′ = −µx.
Âðàõîâóþ÷è, ùî s(0) = 1, îòðèìà¹ìî

s(x) = exp

−
x∫

0

µtdt

 i F (x) = 1− exp

−
x∫

0

µtdt

 . (1.4.3)

Çîêðåìà, ïåðøà ôîðìóëà îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ âiäíîâëþ¹òüñÿ
çà äîïîìîãîþ iíòåíñèâíîñòi ñìåðòíîñòi. Òîìó iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê îñíîâíó õàðàêòåðèñòèêó òðèâàëîñòi æèòòÿ.

Âiäçíà÷èìî, ùî ç äðóãî¨ ðiâíîñòi (1.4.3) i âiäîìî¨ âëàñòèâîñòi ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó F (+∞) = 1 âèïëèâà¹ òàêà âëàñòèâiñòü iíòåíñèâíîñòi ñìåðòíîñòi:

∞∫
0

µxdx =∞.

1.5 Àíàëiòè÷íi ìîäåëi òðèâàëîñòi æèòòÿ

Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçðàõóíêiâ, à òàêîæ äëÿ òåîðåòè÷íîãî àíàëiçó â àêòóàð-
íié ìàòåìàòèöi ïðèéíÿòî ãðàôiê ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ, ïîáóäîâàíèé íà îñíîâi
ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ, íàáëèæåíî çàäàâàòè çà äîïîìîãîþ ïðîñòèõ àíàëiòè÷íèõ
ôîðìóë. Â iñòîði¨ àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè âiäîìî êiëüêà ñïîñîáiâ òàêî¨ àïðî-
êñèìàöi¨. Âîíè âiäîìi ÿê àíàëiòè÷íi ìîäåëi òðèâàëîñòi æèòòÿ.
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Ìîäåëü äå Ìóàâðà (1729 ð.). Ó ìîäåëi äå Ìóàâðà òðèâàëiñòü æèò-
òÿ ââàæà¹òüñÿ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíîþ íà âiäðiçêó
[0, ω], äå ω � ãðàíè÷íèé âiê. Òàêèì ÷èíîì, ó ìîäåëi äå Ìóàâðà

p(x) =

{
1/ω, x ∈ [0, ω]
0, x > ω , F (x) =

{
x/ω, x ∈ [0, ω]
1, x > ω ,

s(x) =

{
1− x/ω, x ∈ [0, ω]
0, x > ω , µx =

p(x)

s(x)
=

{
1/(ω − x), x ∈ [0, ω]
0, x > ω

(ìè ââàæà¹ìî çà îçíà÷åííÿì, ùî 0/0 :=0).
ßêùî ïîðiâíÿòè ãðàôiêè ôóíêöié p(x), F (x), s(x), µx ç ãðàôiêàìè âiäïî-

âiäíèõ ôóíêöié, ïîáóäîâàíèõ íà îñíîâi ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ (äèâ., íàïðèêëàä,
òàáëèöþ 1), òî ìè äiéäåìî äî âèñíîâêó, ùî ìîäåëü äå Ìóàâðà íå êðàùèì ÷è-
íîì àïðîêñèìó¹ öi åìïiðè÷íi äàíi. Çîêðåìà, åìïiðè÷íà êðèâà ñìåðòåé ìà¹
ñòðîãèé ëîêàëüíèé ìàêñèìóì ó âiöi ïðèáëèçíî 80 ðîêiâ, à â ìîäåëi äå Ìóàâðà
ãðàôiê p(x) íà [0, ω] � âiäðiçîê.
Ìîäåëü Ãîìïåðòöà (1825 ð.). Ó öié ìîäåëi iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi

àïðîêñèìó¹òüñÿ ôóíêöiÿìè âèãëÿäó Beαx, äå α > B > 0 � äåÿêi ïàðàìå-
òðè, òîáòî ââàæà¹òüñÿ, ùî â ìîäåëi Ãîìïåðòöà µx = Beαx. Çâiäñè âíàñëiäîê
ôîðìóëè (1.4.3) îòðèìó¹ìî

s(x) = exp

−
x∫

0

Beαtdt

 = exp

{
−B (eαx − 1)

α

}
.

Äàëi, âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ 1.4.1, ìà¹ìî

p(x) = µx · s(x) = B exp

{
αx− B (eαx − 1)

α

}
.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî â ìîäåëi Ãîìïåðòöà íà âiäìiíó âiä ìîäåëi äå Ìó-
àâðà, êðèâà ñìåðòåé ìà¹ ìàêñèìóì ó òî÷öi x = (lnα− lnB)/α.
Ìîäåëü Ìåéêõàìà (1860 ð.) óòî÷íþ¹ ïîïåðåäíþ ìîäåëü, à ñàìå â öié

ìîäåëi iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi àïðîêñèìó¹òüñÿ ôóíêöiÿìè âèãëÿäóA+Beαx,
äå A,α,B � äåÿêi äîäàòíi ÷èñëà. Ïîñòiéíèé äîäàíîê A äîçâîëÿ¹ âðàõîâóâàòè
ðèçèêè äëÿ æèòòÿ, ïîâ'ÿçàíi ç íåùàñíèìè âèïàäêàìè. Öi ðèçèêè ïðàêòè÷íî
íå çàëåæàòü âiä âiêó. Ç ðiâíîñòi µx = A+Beαx âíàñëiäîê ôîðìóëè (1.4.3) i ç
îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ 1.4.1 îòðèìó¹ìî

s(x) = exp

−
x∫

0

(
A+Beαt

)
dt

 = exp

{
−Ax− B (eαx − 1)

α

}
i

p(x) = (A+Beαx) exp

{
−Ax− B (eαx − 1)

α

}
.
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Çàçíà÷èìî, ùî â ìîäåëi Ìåéêõàìà êðèâà ñìåðòåé òàêîæ ìà¹ ìàêñèìóì ó
äåÿêié òî÷öi.
Ìîäåëü Âåéáóëëà (1939 ð.). Ó öié ìîäåëi iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi

àïðîêñèìó¹òüñÿ ôóíêöiÿìè áiëüø ïðîñòîãî âèãëÿäó, íiæ ó äâîõ ïîïåðåäíiõ
ìîäåëÿõ, à ñàìå: ôóíêöiÿìè âèãëÿäó kxn. Çàñòîñîâóþ÷è çíîâó ôîðìóëó (1.4.3)
i îçíà÷åííÿ 1.4.1, îòðèìó¹ìî

s(x) = exp

−
x∫

0

ktndt

 = exp

{
− k

n+ 1
xn+1

}
i

p(x) = µx · s(x) = kxn exp

{
− k

n+ 1
xn+1

}
.

Çàçíà÷èìî, ùî â ìîäåëi Âåéáóëëà, ÿê i ó äâîõ ïîïåðåäíiõ ìîäåëÿõ, êðèâà
ñìåðòåé ìà¹ ìàêñèìóì. Âií äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi x = (n/k)1/(n+1).
Ìîäåëü Åðëàíãà. Ó öié ìîäåëi êðèâà ñìåðòåé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

p(x) =
x

a2
e−x/a, x ≥ 0, (1.5.1)

äå a > 0 � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð (ïåðåâiðêà òîãî, ùî ôîðìóëîþ (1.5.1) äié-
ñíî çàäà¹òüñÿ êðèâà ñìåðòåé, íàâåäåíà â ïðèêëàäi 1 §1.7). Òîäi äëÿ ôóíêöi¨
âèæèâàííÿ ìà¹ìî

s(x) = P{X > x} =

∞∫
x

p(t)dt =

∞∫
x

t

a2
e−t/adt = −1

a

∞∫
x

tde−t/a =

= −
[
t

a
e−t/a

]∞
x

+
1

a

∞∫
x

e−t/adt =
x

a
e−x/a −

[
e−x/a

]∞
x

=
x+ a

a
e−x/a. (1.5.2)

Ç îçíà÷åííÿ (1.5.1) îòðèìó¹ìî

p′(x) =
(

1− x

a

) e−x/a
a2

, x ≥ 0.

Òîìó êðèâà ñìåðòåé y = p(x) ñïî÷àòêó çðîñòà¹ âiä 0 äî (ae)−1 íà ïðîìiæêó
[0, a], à ïîòiì ñïàäà¹ äî 0 íà ïðîìiæêó [a,∞).

Òàêèì ÷èíîì, ó öüîìó ñåíñi ìîäåëü Åðëàíãà êðàùå àïðîêñèìó¹ åìïiðè÷íi
äàíi, íiæ ìîäåëü äå Ìóàâðà. Àëå â òîé ÷àñ, ÿê ó äiéñíîñòi ìàêñèìóì êðèâî¨
ñìåðòåé äîñÿãà¹òüñÿ áiëÿ âiêó, áëèçüêîãî äî ñåðåäíüîãî ÷àñó æèòòÿ, â ìîäåëi
Åðëàíãà òî÷êà ìàêñèìóìà âäâî¹ ìåíøà íiæ ñåðåäíié ÷àñ æèòòÿ (äèâ. ïðèêëàä
1).

Çàçíà÷èìî, ùî âèïàäêîâó âåëè÷èíó X çi ùiëüíiñòþ (1.5.1) ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí X1 i X2, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ïîêàçíè-
êîâèé ðîçïîäië iç ñåðåäíiì çíà÷åííÿì a.

Ðîçïîäië Åðëàíãà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ñïåöiàëüíèé âèïàäîê ãàììà-
ðîçïîäiëó. Çà äîïîìîãîþ ãàììà-ðîçïîäiëó ìîæå áóòè äîñÿãíóòà áiëüøà âiä-
ïîâiäíiñòü åìïiðè÷íèì äàíèì.
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1.6 Ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü æèòòÿ òà ¨¨ äèñïåðñiÿ

Ç ïðàêòè÷íîãî i òåîðåòè÷íîãî ïîãëÿäó âàæëèâèìè ¹ òàêi ãëîáàëüíi õàðà-
êòåðèñòèêè òðèâàëîñòi æèòòÿ X, ÿê ¨¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ eo0 := MX (òîáòî
ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ) i äèñïåðñiÿ DX. Âiäïîâiäíî äî çàãàëüíèõ ôîðìóë,
âiäîìèõ ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé,

MX =

∞∫
0

xp(x)dx, MX2 =

∞∫
0

x2p(x)dx,

DX = MX2 − (MX)2 .

Çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè çâiäñè íåâàæêî îòðèìàòè ôîðìóëè
äëÿ öèõ õàðàêòåðèñòèê ó òåðìiíàõ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ s(x).

eo0 := MX =

∞∫
0

xp(x)dx = −
∞∫

0

xds(x) =

= − [xs(x)]∞0 +

∞∫
0

s(x)dx =

∞∫
0

s(x)dx (1.6.1)

(ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî iñíó¹ òàêèé ãðàíè÷íèé âiê ω, ùî s(x) = 0 äëÿ x > ω).
Òîìó [xs(x)]∞0 = 0. Àíàëîãi÷íî

MX2 =

∞∫
0

x2p(x)dx = −
∞∫

0

x2ds(x) =

= −
[
x2s(x)

]∞
0

+ 2

∞∫
0

xs(x)dx = 2

∞∫
0

xs(x)dx. (1.6.2)

1.7 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêiâ

Ïðèêëàä 1. Ïîêàçàòè, ùî ôîðìóëîþ (1.5.1) äiéñíî çàäà¹òüñÿ êðèâà ñìåð-
òåé. Çíàéòè iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi µx ó ìîäåëi Åðëàíãà, à òàêîæ ñåðåäíþ
òðèâàëiñòü æèòòÿ â öié ìîäåëi.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1. Íåõàé p(x) = x

a2e
−x/a. Çðîçóìiëî, ùî p(x) ≥ 0. Êðiì òîãî,

çà äîïîìîãîþ iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè îòðèìó¹ìî

∞∫
0

p(x)dx =

∞∫
0

x

a2
e−x/adx = −

∞∫
0

x

a
de−x/a = −x

a
e−x/a|∞0 +

1

a

∞∫
0

e−x/adx = 1.
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Òàêèì ÷èíîì, âèêîíóþòüñÿ îáèäâi õàðàêòåðèñòè÷íi âëàñòèâîñòi ùiëüíîñòi.
2. Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi µx çàñòîñó¹ìî îçíà÷åííÿ

1.4.1 i ôîðìóëè (1.5.1) i (1.5.2):

µx =
p(x)

s(x)
=

x
a2e
−x/a

x+a
a e−x/a

=
x

a(x+ a)
.

3. Ñåðåäíþ òðèâàëiñòü æèòòÿ â äàíié ìîäåëi ïiäðàõó¹ìî çà ôîðìóëîþ
(1.6.1). Óðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó ñïiââiäíîøåííÿ (1.5.2), îòðèìó¹ìî

eo0 =

∞∫
0

s(x)dx =

∞∫
0

x+ a

a
e−x/adx =

= −
∞∫

0

(x+ a)de−x/ax = (x+ a)de−x/a|∞0 +

∞∫
0

e−x/adx = a+ a = 2a.

Ïðèêëàä 2. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ 1 çíàéòè ñåðåäí¹ i äèñïåðñiþ êiëü-
êîñòi ïðåäñòàâíèêiâ ãðóïè ç l0 = 1000 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi ïîìðóòü ó âiöi âiä
50 äî 70 ðîêiâ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Øóêàíà âåëè÷èíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì 20D50 (äèâ. §1.3).

�¨ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 20d50 ìîæå áóòè îáðàõîâàíå çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (1.3.3),
(1.2.1) i òàáëèöi 1:

20d50 = l50 − l70 = l0(s(50)− s(70)) = 1000(0.915− 0.682) = 233 ().

Äëÿ îá÷èñëåííÿ äèñïåðñi¨ D( 20D50) çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (1.3.1). Îñêiëüêè âè-
ïàäêîâi âåëè÷èíè Xi (äå Xi � òðèâàëiñòü æèòòÿ i-¨ îñîáè äàíî¨ ãðóïè) íåçà-
ëåæíi, òî

D( 20D50) = l0DI(50 < Xi ≤ 70),

äå I(A) � iíäèêàòîð ìíîæèíè A. Àëå Dz = Mz2 − (Mz)2. Òîìó

DI(50 < Xi ≤ 70) = P{50 < Xi ≤ 70} − P{50 < Xi ≤ 70}2.

Çàçíà÷èìî, ùî P{50 < Xi ≤ 70} = s(50) − s(70) = 0.233. Òàêèì ÷èíîì,
D( 20D50) = 1000(0.233− (0.233)2) = 178.711.
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Ðîçäië 2

Çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ

2.1 Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó i ùiëüíiñòü çàëèøêîâîãî ÷àñó
æèòòÿ

Ñòðàõîâi êîìïàíi¨ ìàþòü ñïðàâó ç êîíêðåòíèìè ëþäüìè öiëêîì ïåâíîãî
âiêó. Çðîçóìiëî, ùî ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi òðèâàëîñòi æèòòÿ ëþäåé, ÿêi äî-
æèëè äî ïåâíîãî âiêó, ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä ñòàòèñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé
òðèâàëîñòi æèòòÿ íîâîíàðîäæåíèõ, i âçàãàëi öi âëàñòèâîñòi ñóòò¹âî çàëåæàòü
âiä âiêó ëþäèíè. Òàê, iìîâiðíiñòü P (x < X ≤ x + 10|X > x) ñìåðòi ïðîòÿ-
ãîì íàéáëèæ÷èõ 10 ðîêiâ ëþäèíè, ÿêà äîæèëà äî x ðîêiâ, ñóòò¹âî çàëåæèòü
âiä x. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ 1, çà îçíà÷åííÿì óìîâíî¨ éìîâiðíîñòi
çíàõîäèìî, ùî äëÿ âiêó x = 60 ðîêiâ öÿ éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹

P (60 < X ≤ 70|X > 60) =
P (60 < X ≤ 70)

P (X > 60)
=

0.837− 0.682

0.837
≈ 0.2,

ó òîé ÷àñ, ÿê äëÿ âiêó x = 90 ðîêiâ öÿ éìîâiðíiñòü äîðiâíþ¹

P (90 < X ≤ 100|X > 90) =
0.142− 0.012

0.142
≈ 0.9.

Òîìó â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi äi¹ òàêà óãîäà: âñi ïîäi¨, ïîâ'ÿçàíi ç ëþ-
äèíîþ, ùî äîñÿãëà âiêó x ðîêiâ, ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðè óìîâi X > x. Çîêðåìà,
éìîâiðíiñòü ñìåðòi òàêî¨ ëþäèíè â íàéáëèæ÷i 10 ðîêiâ � öå óìîâíà éìîâið-
íiñòü P (x < X ≤ x + 10|X > x), ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü æèòòÿ òàêî¨ ëþäèíè �
öå óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ M(X|X > x) i ïîä.

Äëÿ ëþäèíè, ùî äîñÿãëà âiêó x ðîêiâ, â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi ïðèéíÿ-
òî çàñòîñîâóâàòè çàìiñòü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè X (òðèâàëîñòi æèòòÿ) iíøó
õàðàêòåðèñòèêó � çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1 Çàëèøêîâèì ÷àñîì æèòòÿ ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ íàçèâà¹-
òüñÿ âèïàäêîâà âåëè÷èíà T (x) := X − x.

Ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ P{T (x) ≤ t} âiäïîâiäíî äî
ïðèéíÿòî¨ âèùå óãîäè � öå óìîâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó:

P{T (x) ≤ t} := P{X − x ≤ t|X > x} =
P (x < X ≤ x+ t)

P (X > x)
=
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=
F (x+ t)− F (x)

s(x)
=
s(x)− s(x+ t)

s(x)
=
lx − lx+t

lx
(2.1.1)

(îñòàííÿ ðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ âíàñëiäîê ôîðìóëè (1.2.1)).
Ùiëüíiñòü çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ ïðèéíÿòî ïî-

çíà÷àòè ñèìâîëîì px(t). Ç (2.1.1) îäåðæó¹ìî

px(t) =
d

dt
P{T (x) ≤ t} =

p(x+ t)

s(x)
, t > 0. (2.1.2)

Ç ãåîìåòðè÷íîãî ïîãëÿäó îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹, ùî ãðàôiê ùiëüíîñòi
çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ px(t) ìîæíà îòðèìàòè ç êðèâî¨ ñìåðòåé p(t) çñóâîì
îñòàííüî¨ âëiâî íà x i ñòèñêàííÿì óçäîâæ îñi Oy â s(x) ðàçiâ.

2.2 Äåÿêi iíøi õàðàêòåðèñòèêè çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ

Ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè T (x) çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ â àêòóàðíié
ìàòåìàòèöi ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ñèìâîëîì tqx (ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî íàñïðàâäi
öå óìîâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ç îãëÿäó íà ïðèéíÿòó â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi
óãîäó). Òàêèì ÷èíîì, çà îçíà÷åííÿì

tqx := P{T (x) ≤ t}. (2.2.1)

Âåëè÷èíà tqx âèðàæà¹ éìîâiðíiñòü ñìåðòi ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ ïðîòÿãîì
íàéáëèæ÷èõ t ðîêiâ. Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (2.1.1)

tqx =
s(x)− s(x+ t)

s(x)
. (2.2.2)

Äîäàòêîâó éìîâiðíiñòü â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì tpx,
òîáòî tpx := 1− tqx. Âîíà äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi òîãî, ùî ëþäèíà ó âiöi x ðîêiâ
ïðîæèâå ùå ùîíàéìåíøå t ðîêiâ. Ç óðàõóâàííÿì (2.2.1) i (2.2.2) îòðèìó¹ìî

tpx =
s(x+ t)

s(x)
= P{T (x) > t}. (2.2.3)

Âèïàäîê t = 1 â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi íàéáiëüø âàæëèâèé, òîìó ùî ñòðà-
õóâàííÿ, ÿê ïðàâèëî, ïðîâîäèòüñÿ íà öiëå ÷èñëî ðîêiâ. Ó öüîìó âèïàäêó
ïðèéíÿòî îïóñêàòè iíäåêñ t ó ïîçíà÷åííÿõ õàðàêòåðèñòèê tqx i tpx. Òàêèì
÷èíîì, qx � öå éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ, à px �
öå éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ëþäèíà ó âiöi x ðîêiâ, ïðîæèâå ùå íå ìåíøå îäíîãî
ðîêó. Ç îãëÿäó íà ðiâíîñòi (2.2.2) i (2.2.3) ìà¹ìî

qx =
s(x)− s(x+ 1)

s(x)
= P{T (x) ≤ 1}; px =

s(x+ 1)

s(x)
= P{T (x) > 1}.

Îêðiì ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó tqx i äîäàòêîâî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó tpx çàëèøêî-
âîãî ÷àñó æèòòÿ â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi çàñòîñîâó¹òüñÿ òàêå óçàãàëüíåííÿ
âåëè÷èíè tqx.
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Îçíà÷åííÿ 2.2.1 Ñèìâîëîì t|uqx ïîçíà÷à¹òüñÿ éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ëþäèíà
ó âiöi x ðîêiâ ïðîæèâå ùå t ðîêiâ, àëå ïîìðå ïðîòÿãîì íàñòóïíèõ u ðîêiâ.

Ó òåðìiíàõ çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ T (x) öÿ éìîâiðíiñòü âèðàæà¹òüñÿ ðiâ-
íiñòþ

t|uqx = P{t < T (x) ≤ t+ u}. (2.2.4)

�ìîâiðíiñòü t|uqx ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç ôóíêöiþ ðîçïîäiëó çàëèøêîâîãî
÷àñó æèòòÿ àáî ÷åðåç éîãî äîäàòêîâó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó. Äiéñíî,

t|uqx = P{T (x) ≤ t+ u} − P{T (x) ≤ t} = t+uqx − tqx, (2.2.5)

t|uqx = P{T (x) > t} − P{T (x) > t+ u} = tpx − t+upx.

Çà äîïîìîãîþ (2.2.2) i (2.2.5) iìîâiðíiñòü t|uqx ìîæíî âèðàçèòè ÷åðåç îñíîâ-
íó õàðàêòåðèñòèêó òðèâàëîñòi æèòòÿ � ôóíêöiþ âèæèâàííÿ:

t|uqx = t+uqx − tqx =
[s(x)− s(x+ t+ u)]− [s(x)− s(x+ t)]

s(x)
=

=
s(x+ t)− s(x+ t+ u)

s(x)
. (2.2.6)

Âèïàäîê u = 1 ¹ íàéáiëüø öiêàâèì ç ïîãëÿäó àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè. �í-
äåêñ 1 ó öüîìó âèïàäêó îïóñêà¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, t|qx � öå éìîâiðíiñòü, òîãî,
ùî ëþäèíà ó âiöi x ðîêiâ ïðîæèâå ùå t ðîêiâ, àëå ïîìðå ïðîòÿãîì íàñòóïíîãî
ðîêó.

2.3 Ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ i éîãî äèñïåðñiÿ

Îçíà÷åííÿ 2.3.1 Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ T (x) ëþäèíè ó
âiöi x ðîêiâ (òîáòî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âåëè÷èíè T (x)) íàçèâà¹òüñÿ ïîâ-
íîþ éìîâiðíîþ òðèâàëiñòþ æèòòÿ ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ. Öå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì eox. Îòæå,

eox := MT (x)

(ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî MT (x) � öå óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ).
Óðàõîâóþ÷è, ùî âåëè÷èíà T (x) íåâiä'¹ìíà, îòðèìó¹ìî

eox =

∞∫
0

tdP{T (x) ≤ t} = −
∞∫

0

tdP{T (x) > t} =

= −
∞∫

0

tdP{X > x+ t|X > x} = −
∞∫

0

td
s(x+ t)

s(x)
=

1

s(x)

∞∫
0

s(x+ t)dt.
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Çâiäñè ìà¹ìî

eox =
1

s(x)

∞∫
x

s(u)du. (2.3.1)

Àíàëîãi÷íó ôîðìóëó ìîæíà îòðèìàòè äëÿ ìîìåíòó äðóãîãî ïîðÿäêó:

MT 2(x) = −
∞∫

0

t2dP{T (x) > t} = 2

∞∫
0

tP{T (x) > t}dt =
2

s(x)

∞∫
0

ts(x+ t)dt.

2.4 Îá÷èñëåííÿ ïîâíî¨ éìîâiðíî¨ òðèâàëîñòi æèòòÿ ëþ-
äèíè ó âiöi x ðîêiâ çà äîïîìîãîþ òàáëèöü òðèâàëîñòi
æèòòÿ

Ó öüîìó ïàðàãðàôi ìè îòðèìà¹ìî ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ âåëè÷èíè eox
ó òåðìiíàõ òàáëè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê òðèâàëîñòi æèòòÿ. Òàêi ôîðìóëè ¹ íàé-
áiëüø çðó÷íèìè äëÿ çàñòîñóâàíü.

ßê i â §1.2 ðîçãëÿíåìî ãðóïó ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ. ×åðåç Xi, i = 1, 2, ..., l0,
ïîçíà÷èìî òðèâàëiñòü æèòòÿ i-¨ îñîáè ç öi¹¨ ãðóïè. Íåõàé σx � ñóìàðíå ÷èñëî
ðîêiâ, ÿêi ïðîæèâóòü ïðåäñòàâíèêè äàíî¨ ãðóïè ïiñëÿ âiêó x ðîêiâ. Çðîçóìiëî,
ùî âíåñîê i-ãî ïðåäñòàâíèêà öi¹¨ ãðóïè â ñóìó σx äîðiâíþ¹ Xi − x, ÿêùî
Xi > x; ÿêùî æ Xi ≤ x, òî öåé âíåñîê äîðiâíþ¹ íóëþ. Òàêèì ÷èíîì,

σx =

l0∑
i=1

(Xi − x)+.

Íåõàé äàëi Tx � ñåðåäí¹ ñóìàðíå ÷èñëî ðîêiâ, ÿêi ïðîæèâóòü ïðåäñòàâíèêè
äàíî¨ ãðóïè ïiñëÿ âiêó x ðîêiâ, òîáòî Tx := Mσx.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ Tx çíàéäåìî äîäàòêîâó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè Xi−
x. Äëÿ t ≥ 0 ìà¹ìî P{(Xi − x)+ > t} = P{Xi > x+ t} = s(x+ t). Òîìó

Tx = Mσx =

l0∑
i=1

M(Xi − x)+ = l0M(Xi − x)+ = l0

∞∫
0

tdP{(Xi − x)+ ≤ t} =

= −l0

∞∫
0

tdP{(Xi − x)+ > t} = l0

∞∫
0

P{(Xi − x)+ > t}dt =

= l0

∞∫
0

s(x+ t)dt = l0

∞∫
x

s(u)du.
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Óðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (2.3.1) i (1.2.1), çâiäñè îòðèìó¹ìî

eox =
l0

l0s(x)

∞∫
x

s(u)du =
Tx
lx
.

Òàêèì ÷èíîì, ïîâíà éìîâiðíà òðèâàëiñòü æèòòÿ ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ äî-
ðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó ñóìàðíîìó ÷èñëó ðîêiâ, ÿêi ïðîæèëè ïðåäñòàâíèêè äàíî¨
ãðóïè ïiñëÿ âiêó x ðîêiâ, ïîäiëåíîìó íà ñåðåäí¹ ÷èñëî ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨
ãðóïè ó âiöi x ðîêiâ i ñòàðøèõ.

2.5 Çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ â êîíêðåòíèõ àíàëiòè÷íèõ
ìîäåëÿõ òðèâàëîñòi æèòòÿ

1. Ìîäåëü äå Ìóàâðà. Ó öié ìîäåëi (äèâ. §1.5) òðèâàëiñòü æèòòÿ ðiâíîìiðíî
ðîçïîäiëåíà íà âiäðiçêó [0, ω]. Òîìó

p(x) =

{
1/ω, x ∈ [0, ω]
0, x > ω , s(x) =

{
1− x/ω, x ∈ [0, ω]
0, x > ω .

Çâiäñè, çàñòîñîâóþ÷è ðiâíiñòü (2.1.2), îòðèìó¹ìî òàêó ôîðìóëó äëÿ ùiëüíîñòi
px(t) çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ:

px(t) =
p(x+ t)

s(x)
=

1/ω

1− x/ω
=

1

ω − x

äëÿ t ∈ [0, ω − x] i px(t) = 0 äëÿ t /∈ [0, ω − x].
Òàêèì ÷èíîì, ó ìîäåëi äå Ìóàâðà çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ ëþäèíè ó âiöi x

ðîêiâ òàêîæ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé, àëå íà âiäðiçêó [0, ω − x].
2. Ìîäåëü Ìåéêõàìà. Ó öié ìîäåëi (ÿê ìè áà÷èëè â §1.5) ôóíêöiÿ âèæèâà-

ííÿ i ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó òðèâàëîñòi æèòòÿ çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

s(x) = exp

{
−Ax− B (eαx − 1)

α

}
i

p(x) = (A+Beαx) exp

{
−Ax− B (eαx − 1)

α

}
(áóäåìî íàçèâàòè âèïàäêîâó âåëè÷èíó ç òàêîþ ùiëüíiñòþ p(x) ðîçïîäiëåíîþ
çà çàêîíîì Ìåéêõàìà ç ïàðàìåòðàìè A, B i α). Òîìó ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü
(2.1.2) ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó px(t) çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ T (x) ó öié ìîäåëi
ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

px(t) =
p(x+ t)

s(x)
=

[
A+Beα(x+t)

]
exp

{
−A(x+ t)− B

α

(
eα(x+t) − 1

)}
exp

{
−Ax− B

α (eαx − 1)
} =
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=
[
A+ (Beαx) eαt

]
exp

{
−At− Beαx (eαt − 1)

α

}
.

Ïîðiâíÿâøè px(t) i p(t), äiéäåìî âèñíîâêó, ùî çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ T (x)
òàêîæ ðîçïîäiëåíèé çà çàêîíîì Ìåéêõàìà, àëå ç ïàðàìåòðàìè A, Beαx i α.

3. Ìîäåëü Åðëàíãà. Ó öié ìîäåëi ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó i ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ
çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (1.5.1) i (1.5.2) âiäïîâiäíî. Òîìó âíàñëiäîê ðiâíîñòi
(2.1.2) äëÿ ùiëüíîñòi çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ îòðèìó¹ìî

px(t) =
p(x+ t)

s(x)
=

x+t
a2 e

−(x+t)/a

x+a
a e−x/a

=
x+ t

a(x+ a)
e−t/a.

Ïåðåïèøåìî öþ ôîðìóëó iíàêøå:

px(t) =
x

x+ a
· 1

a
e−t/a +

a

x+ a
· t
a2
e−t/a.

Òàêèì ÷èíîì, ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ â ìîäåëi Åð-
ëàíãà � öå îïóêëà êîìáiíàöiÿ ïîêàçíèêîâî¨ ùiëüíîñòi òà ùiëüíîñòi Åðëàíãà
(äèâ ôîðìóëó (1.5.1)).

Çíàéäåìî äîäàòêîâó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ:

P{T (x) > t} = P{X > x+ t|X > x} =
s(x+ t)

s(x)
=

x+t+a
a e−(x+t)/a

x+a
a e−x/a

=
x+ t+ a

x+ a
e−t/a =

(
1 +

t

x+ a

)
e−t/a.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

lim
x→∞

P{T (x) > t} = e−t/a.

Àëå çðîçóìiëî, ùî öÿ ãðàíèöÿ ïîâèííà äîðiâíþâàòè íóëþ. Òàêèì ÷èíîì, ìî-
äåëü Åðëàíãà íå ¹ àäåêâàòíîþ äëÿ âåëèêèõ x i òîìó íå ìîæå çàñòîñîâóâàòèñü
äëÿ ëþäåé ïîõèëîãî âiêó.

2.6 ×àñòêîâèé çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ

Ïðèïóñòèìî, ùî äîãîâið ñòðàõóâàííÿ áóâ óêëàäåíèé íà n ðîêiâ. Ïðè öüîìó
çà éîãî óìîâîþ ñòðàõîâà ñóìà âèïëà÷ó¹òüñÿ àáî â ìîìåíò ñìåðòi çàñòðàõîâà-
íîãî (ÿêùî âîíà íàñòàëà äî çàêií÷åííÿ òåðìiíó äi¨ äîãîâîðó), àáî â ìîìåíò
çàêií÷åííÿ äi¨ äîãîâîðó (ÿêùî ñìåðòü çàñòðàõîâàíîãî íå íàñòàëà ïðîòÿãîì n
ðîêiâ). Òàêèé âèä ñòðàõóâàííÿ íàçèâàþòü çìiøàíèì n-ði÷íèì ñòðàõóâàííÿì
(áiëüø äåòàëüíî âèäè ñòðàõóâàííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ â 4-ìó i 5-ìó ðîçäiëàõ).

Îòæå, çà óìîâîþ äîãîâîðó çìiøàíîãî n-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ ñòðàõîâà ñóìà
âèïëà÷ó¹òüñÿ â ìîìåíò ÷àñó

min{T (x), n},
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äå x � âiê çàñòðàõîâàíîãî íà ìîìåíò çàêëþ÷åííÿ äîãîâîðó. Ç ïîãëÿäó ñòðàõî-
âî¨ êîìïàíi¨ â öåé ìîìåíò âiäáóâà¹òüñÿ "ñìåðòü"çàñòðàõîâàíîãî. Òîìó âåëè-
÷èíó min{T (x), n} íàçèâàþòü ÷àñòêîâèì çàëèøêîâèì ÷àñîì æèòòÿ. Ñåðåäí¹
çíà÷åííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè (òîáòî ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ) íàçèâàþòü ñåðå-
äíiì ÷àñòêîâèì ÷àñîì æèòòÿ i ïîçíà÷àþòü ñèìâîëîì eox:ne. Îòæå,

eox:ne := M min{T (x), n}.

Ïîñòàâèìî çà ìåòó îòðèìàòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî ÷àñ-
òêîâîãî ÷àñó æèòòÿ â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó
çíàéäåìî äîäàòêîâó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ÷àñòêîâîãî çàëèøêîâîãî ÷àñó æèò-
òÿ min{T (x), n}. Çðîçóìiëî, ùî P{min{T (x), n} > t} = 0 ïðè t ≥ n. Íå-
õàé t ∈ [0, n). Ó öüîìó âèïàäêó ïîäiÿ min{T (x), n} > t çáiãà¹òüñÿ ç ïîäi¹þ
T (x) > t. Òîìó

P{min{T (x), n} > t} = P{T (x) > t} = P{X > x+ t|X > x} =
s(x+ t)

s(x)
.

Òàêèì ÷èíîì,

P{min{T (x), n} > t} =

{
s(x+t)
s(x) , t ∈ [0, n),

0, t ≥ n.

Çàçíà÷èìî, ùî äîäàòêîâà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìà¹ ñòðèáîê ó òî÷öi t = n, âå-
ëè÷èíà ÿêîãî hn = −(s(x+ n))/s(x). Òîìó

eox:ne =

∞∫
0

tdP{min{T (x), n} ≤ t} = −
∞∫

0

tdP{min{T (x), n} > t} =

= −
n∫

0

tdP{min{T (x), n} > t}+ nhn =

n∫
0

P{min{T (x), n} > t}dt =

=
1

s(x)

n∫
0

s(x+ t)dt =
1

s(x)

x+n∫
x

s(u)du.

2.7 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêiâ

Ïðèêëàä 1. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi 1 îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà-
ëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ ëþäèíè ó âiöi 20 ðîêiâ ìiñòèòüñÿ â ïðîìiæêó âiä 40 äî
50 ðîêiâ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Øóêàíà éìîâiðíiñòü áóëà â §2.2 ïîçíà÷åíà ñèìâîëîì

40|10 q20. Çà îçíà÷åííÿì çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ (äèâ. §2.1) i ç îãëÿäó íà
óãîäó, ïðèéíÿòó â §2.1, îòðèìó¹ìî

40|10 q20 = P{40 < T (20) < 50} = P{40 < X − 20 < 50|X > 20} =
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=
s(60)− s(70)

s(20)
=

0.837− 0.682

0.977
≈ 0.16.

Ïðèêëàä 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ó âiöi âiä 30 äî 33 ðîêi iíòåíñèâíiñòü ñìåð-
òíîñòi çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ µx = 0.001x. Îá÷èñëèòè 2| q30.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi ìà¹ìî

2| q30 = P{2 < T (30) < 3} = P{2 < X − 30 < 3|X > 30} =
s(32)− s(33)

s(30)
.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.4.3), ìè ìîæåìî îá÷èñëèòè 2| q30 çà äîïîìîãîþ ií-
òåíñèâíîñòi ñìåðòíîñòi:

2| q30 = −
exp{−

∫ 32

0 µxdx} − exp{−
∫ 33

0 µxdx}
exp{−

∫ 30

0 µxdx}
=

= exp

{
−
∫ 32

30

µxdx

}
− exp

{
−
∫ 33

30

µxdx

}
≈ 0.03.

Ïðèêëàä 3. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
s(x) =

√
1− x/110, 0 ≤ x ≤ 110. Îá÷èñëèòè éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ëþäèíà ó

âiöi 50 ðîêiâ ïîìðå ïðîòÿãîì íàñòóïíîãî ðîêó, à òàêîæ ñåðåäíié çàëèøêîâèé
÷àñ æèòòÿ öi¹¨ ëþäèíè.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1. Øóêàíà éìîâiðíiñòü ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì q50. Çà îçíà-

÷åííÿì

q50 = P{T (50) ≤ 1} =
s(50)− s(51)

s(50)
= 1−

√
1− 51/110√
1− 50/110

= 1−
√

59

60
≈ 0.0084.

2. Äëÿ îá÷èñëåííÿ eo50 = MT (50) çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (2.3.1):

eo50 =
1

s(50)

∞∫
50

s(t)dt =
1√

1− 50/110

110∫
50

√
1− t/110 dt =

=

110∫
50

√
1− t− 50

60
dt =

60∫
0

√
1− u/60 du = 120

1∫
0

z2dz = 40(i)

(ïðè îá÷èñëåííi îñòàííüîãî iíòåãðàëà áóëî çðîáëåíî çàìiíó çìiííèõ z =√
1− u/60).

19



Ðîçäië 3

Îêðóãëåíèé ÷àñ æèòòÿ

Çàçâè÷àé ëþäè âåäóòü âiäëiê ïðîæèòîãî ÷àñó öiëèìè ðîêàìè. Âiäïîâiäíî
äî öüîãî ñòðàõîâi êîìïàíi¨ óêëàäàþòü äîãîâîðè íà öiëå ÷èñëî ðîêiâ. Òîìó
â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi ðàçîì ç òðèâàëiñòþ æèòòÿ X òà çàëèøêîâèì ÷àñîì
æèòòÿ T (x) ðîçãëÿäàþòü öiëi ÷àñòèíè öèõ âåëè÷èí.

Îçíà÷åííÿ 3.0.1 Âèïàäêîâó âåëè÷èíó K(x) := [T (x)] (ñèìâîëîì [a] ïîçíà-
÷à¹òüñÿ öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a) íàçèâàþòü îêðóãëåíèì çàëèøêîâèì ÷àñîì æè-
òòÿ.

3.1 Ðîçïîäië îêðóãëåíîãî çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì âèïàäêîâà âåëè÷èíà K(x) íàáóâà¹ çíà÷åíü k =
0, 1, 2, .... Òàêèì ÷èíîì, K(x) � äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà. Ó òåîði¨ éìî-
âiðíîñòåé äèñêðåòíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè çàäàþòüñÿ ñâî¨ì ðîçïîäiëîì. Ùîá
çíàéòè ðîçïîäië K(x), îá÷èñëèìî éìîâiðíîñòi P{K(x) = k}. Óðàõîâóþ÷è íå-
ïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè T (x), ùî âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi 5)
ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ s(x), îòðèìà¹ìî

P{K(x) = k} = P{k ≤ T (x) < k + 1} = P{k < T (x) ≤ k + 1} =

= P{k + x < X ≤ k + 1 + x|X > x} =
1

s(x)
{s(k + x)− s(k + 1 + x)}. (3.1.1)

Öi¹þ ôîðìóëîþ ðîçïîäië îêðóãëåíîãî ÷àñó æèòòÿ âèðàæà¹òüñÿ â òåðìi-
íàõ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ. Àëå ÷àñòî (íàïðèêëàä, ó äåÿêèõ ìîäåëÿõ òðèâàëîñòi
æèòòÿ) öåé ðîçïîäië çðó÷íiøå âèðàæàòè â òåðìiíàõ iíòåíñèâíîñòi ñìåðòíîñòi
µx. Çàñòîñîâóþ÷è ðiâíîñòi (3.1.1) i (1.4.3), îäåðæèìî ïîòðiáíó ôîðìóëó:

P{K(x) = k} =

exp

{
−

k+x∫
0

µtdt

}
− exp

{
−

k+1+x∫
0

µtdt

}

exp

{
−

x∫
0

µtdt

} ,
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òîáòî

P{K(x) = k} = exp

−
x+k∫
x

µtdt

− exp

−
x+k+1∫
x

µtdt

 . (3.1.2)

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó îêðóãëåíîãî çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ
K(x) äîñèòü ïðîñòî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ôóíêöiþ ðîçïîäiëó çàëèøêîâîãî ÷àñó
æèòòÿ T (x). Äiéñíî,

P{K(x) ≤ t} = P{K(x) ≤ [t]} = P{T (x) < [t] + 1} = P{T (x) ≤ [t] + 1}.

3.2 Ðîçïîäië îêðóãëåíîãî ÷àñó æèòòÿ

Çàçíà÷èìî, ùî îñíîâíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, ÿêà âèâ÷à¹òüñÿ â àêòóàðíié
ìàòåìàòèöi, � òðèâàëiñòü æèòòÿ X, çà äîïîìîãîþ î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi

X = T (0)

âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ. Òîìó âñi ôîðìóëè, ÿêi áóëè îòðè-
ìàíi â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi äëÿ ðîçïîäiëó îêðóãëåíîãî çàëèøêîâîãî ÷à-
ñó æèòòÿ K(x), çàëèøàþòüñÿ ñïðàâåäëèâèìè i äëÿ îêðóãëåíîãî ÷àñó æèòòÿ
K(0) = [X]. Çîêðåìà, ôîðìóëà (3.1.1) ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü s(0) = 0 íàáóâà¹
òàêîãî âèãëÿäó:

P{K(0) = k} = s(k)− s(k + 1) =
lk − lk+1

l0
(3.2.1)

(â îñòàííié ðiâíîñòi âðàõîâàíî ñòàòèñòè÷íèé çìiñò ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ, ùî
âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (1.2.1) ). Äàëi ç ôîðìóëè (3.1.2) îòðèìó¹ìî

P{K(0) = k} = exp

−
k∫

0

µtdt

− exp

−
k+1∫
0

µtdt

 .

Âiäçíà÷èìî ùå òàêó íàáëèæåíó ðiâíiñòü, ÿêà âèïëèâà¹ ç ôîðìóëè (3.2.1):

P{K(0) = k} = s(k)− s(k + 1) =

k+1∫
k

p(x)dx ≈ p(k).

Òàêèì ÷èíîì, ðîçïîäië îêðóãëåíîãî ÷àñó æèòòÿ íàáëèæåíî îïèñó¹òüñÿ çà
äîïîìîãîþ êðèâî¨ ñìåðòåé, òîáòî ãðàôiêà ùiëüíîñòi ðîçïîäiëó p(x) .
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3.3 Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îêðóãëåíîãî çàëèøêîâîãî ÷àñó
æèòòÿ òà éîãî äèñïåðñiÿ

Îçíà÷åííÿ 3.3.1 Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îêðóãëåíîãî çàëèøêîâîãî ÷àñó
æèòòÿ K(x) íàçèâà¹òüñÿ ñåðåäíüîþ îêðóãëåíîþ òðèâàëiñòþ æèòòÿ ex:

ex := MK(x).

Çãiäíî ç ôîðìóëîþ äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨
âåëè÷èíè ìà¹ìî

ex = MK(x) =
∞∑
k=1

kP{K(x) = k}.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (3.1.1) òà ïiäñóìîâóþ÷è ÷àñòèíàìè, îòðèìó¹ìî

ex =
1

s(x)

∞∑
k=1

k [s(x+ k)− s(x+ k + 1)] =

=
1

s(x)

[ ∞∑
k=1

ks(x+ k)−
∞∑
k=1

(k − 1)s(x+ k)

]
=

1

s(x)

∞∑
k=1

s(x+ k).

Ó òàêèé æå ñïîñiá îäåðæó¹ìî ôîðìóëó äëÿ ìîìåíòó äðóãîãî ïîðÿäêó

M 2(K(x)) =
1

s(x)

∞∑
k=1

k2 [s(x+ k)− s(x+ k + 1)] =

=
1

s(x)

[ ∞∑
k=1

k2s(x+ k)− 1

s(x)

∞∑
k=1

(k − 1)2s(x+ k)

]
=

1

s(x)

∞∑
k=1

(2k−1)s(x+k) =

=
2

s(x)

∞∑
k=1

ks(x+ k)− ex.

Òåïåð äèñïåðñiÿ âåëè÷èíè K(x) ìîæå áóòè ïiäðàõîâàíà çà âiäîìîþ ôîð-
ìóëîþ DK(x) = M 2K(x)− (MK(x))2.

3.4 Çàäà÷à íàáëèæåííÿ äëÿ äðîáîâîãî âiêó

Ó ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ ìè ðîçãëÿíóëè òàêi õàðàêòåðèñòèêè òðèâàëîñòi
æèòòÿ, ÿê çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ T (x) i îêðóãëåíèé çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ
K(x). Àëå ñëiä çàóâàæèòè, ùî ïðè çáèðàííi ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ ñêëàäàþòü
òàáëèöi ñàìå äëÿ âåëè÷èíè K(x). Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî âiäëiê ïðîæèòîãî
÷àñó ëþäè âåäóòü öiëèìè ðîêàìè.
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Îòæå, ïîñòà¹ çàâäàííÿ çíàõîäæåííÿ õàðàêòåðèñòèê ðîçïîäiëó âåëè÷èíè
T (x) çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ õàðàêòåðèñòèê ðîçïîäiëó âåëè÷èíè K(x). Îäðàçó
çàçíà÷èìî, ùî ïðè öiëèõ t ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âåëè÷èíè T (x) ìîæíà òî÷íî
çíàéòè çà ôîðìóëîþ

P{T (x) ≤ t} = P{T (x) < t} = P{K(x) ≤ t− 1}, t = 1, 2, 3, ...

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à çíàõîäæåííÿ õàðàêòåðèñòèê ðîçïîäiëó âåëè÷èíè T (x)
¹ çàäà÷åþ iíòåðïîëÿöi¨. À ñàìå � òðåáà çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó
çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ â óñiõ òî÷êàõ t ∈ [n, n+1], n = 0, 1, 2, ..., çà âiäîìèìè
¨¨ çíà÷åííÿìè â öiëî÷èñëîâèõ òî÷êàõ n = 0, 1, 2, ... Ïðè öüîìó, îñêiëüêè âñi
õàðàêòåðèñòèêè òðèâàëîñòi æèòòÿ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ôóíêöiþ âèæèâàííÿ,
òî äîñèòü ðîçâ'ÿçàòè òàêó çàäà÷ó äëÿ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ.

Â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi (ÿê i â áàãàòüîõ ðîçäiëàõ ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòè-
êè) öþ çàäà÷ó ðîçâ'ÿçóþòü, ââàæàþ÷è, ùî íà ïðîìiæêàõ [n, n + 1] ôóíêöiÿ
âèæèâàííÿ ìà¹ òîé ÷è iíøèé ïðîñòèé êîíêðåòíèé âèãëÿä. ßêùî "ñêëå¨òè"öi
ïðîñòi ôóíêöi¨, çàäàíi íà îêðåìèõ ïðîìiæêàõ [n, n+ 1], òî îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿ-
çîê äàíî¨ çàäà÷i iíòåðïîëÿöi¨. Çà òåðìiíîëîãi¹þ òåîði¨ íàáëèæåííÿ ìîâà éäå
ïðî iíòåðïîëÿöiþ ñïëàéíàìè òîãî ÷è iíøîãî âèãëÿäó.

Ðîçãëÿíåìî òðè îñíîâíèõ ñïîñîáè òàêî¨ iíòåðïîëÿöi¨: iíòåðïîëÿöiþ ëiíié-
íèìè, ïîêàçíèêîâèìè òà ãiïåðáîëi÷íèìè ôóíêöiÿìè.

3.5 Iíòåðïîëÿöiÿ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè (ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië ñìåðòåé)

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ s(x) ëiíiéíà íà ïðîìiæêàõ [n, n+ 1],
n = 0, 1, 2, ..., òîáòî

s(x) = an + bnx, x ∈ [n, n+ 1].

Îñêiëüêè s(n) i s(n+ 1) âiäîìi (çà äàíèìè ñòàòèñòèêè), òî äëÿ âèçíà÷åííÿ an
i bn ìà¹ìî ñèñòåìó äâîõ ðiâíÿíü:{

an + bnn = s(n)
an + bn(n+ 1) = s(n+ 1).

Çâiäñè
bn = s(n+ 1)− s(n),

an = s(n)− n[s(n+ 1)− s(n)] = (n+ 1)s(n)− ns(n+ 1)

i
s(x) = (n+ 1− x)s(n) + (x− n)s(n+ 1), x ∈ [n, n+ 1], (3.5.1)

òîáòî s(x) � îïóêëà êîìáiíàöiÿ ñâî¨õ çíà÷åíü íà êiíöÿõ âiäðiçêà [n, n + 1].
ßêùî ïîäàòè x ó âèãëÿäi x = n+ t, t ∈ [0, 1], òî ìîæíà ïåðåïèñàòè ôîðìóëó
(3.5.1) iíàêøå:

s(n+ t) = (1− t)s(n) + ts(n+ 1), t ∈ [0, 1]. (3.5.2)

23



Îá÷èñëèìî iíøi õàðàêòåðèñòèêè òðèâàëîñòi æèòòÿ â äàíié ìîäåëi iíòåðïî-
ëÿöi¨. Ç ðiâíîñòi (3.5.1) îäðàçó âèäíî, ùî êðèâà ñìåðòåé (òîáòî ãðàôiê ùiëü-
íîñòi p(x)) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

p(x) = −s′(x) = s(n)− s(n+ 1), x ∈ (n, n+ 1)

(çðîçóìiëî, ùî â öiëî÷èñëîâèõ òî÷êàõ êðèâà ñìåðòåé íå âèçíà÷åíà).
Äëÿ iíòåíñèâíîñòi ñìåðòíîñòi µx = p(x)/s(x) ìà¹ìî

µx =
s(n)− s(n+ 1)

n[s(n)− s(n+ 1)] + x[s(n+ 1)− s(n)] + s(n)
, x ∈ (n, n+ 1). (3.5.3)

Íàéáiëüø ïðîñòèé âèãëÿä ôîðìóëà äëÿ µx ìà¹ â òåðìiíàõ âåëè÷èíè

qn =
s(n)− s(n+ 1)

s(n)
= P{0 ≤ T (n) < 1}

(äèâ. §2.2). Ç ôîðìóëè (3.5.3) îòðèìó¹ìî:

µx =
s(n)− s(n+ 1)

s(n) + n[s(n)− s(n+ 1)]− x(s(n)− s(n+ 1))
=

=
qn

1 + (n− x)qn
, x ∈ (n, n+ 1). (3.5.4)

ßê íàñëiäîê ðiâíîñòi (3.5.4) âiäçíà÷èìî, ùî çà óìîâè ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨
iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi â ïðîìiæêàõ ìiæ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ çðîñòà¹.

Îçíà÷åííÿ 3.5.1 ×åðåç τ ïîçíà÷èìî äðîáîâó ÷àñòèíó òðèâàëîñòi æèòòÿ X:

τ := X −K(0),

äå K(0) = [X].
Âåëè÷èíà τ îïèñó¹ ìîìåíò ñìåðòi âñåðåäèíi ðîêó. Çíàéäåìî ðîçïîäië âå-

ëè÷èíè τ . Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çíàéäåìî óìîâíèé ðîçïîäië öi¹¨ âåëè÷èíè ïðè
óìîâi, ùî ñìåðòü íàñòàëà ó âiöi n ðîêiâ (òîáòî K = K(0) = n).

P{τ ≤ t|K = n} = P{X −K ≤ t|K = n} = P{X ≤ n+ t|n ≤ X < n+ 1} =

=
P{n ≤ X ≤ n+ t}
P{n ≤ X < n+ 1}

=
s(n)− s(n+ t)

s(n)− s(n+ 1)
, t ∈ [0, 1].

Óðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (3.5.2), îòðèìó¹ìî

P{τ ≤ t|K = n} =
t[s(n)− s(n+ 1)]

s(n)− s(n+ 1)
= t, t ∈ [0, 1].

Òåïåð çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè ïîâíî¨ éìîâiðíîñòi ëåãêî çíàéòè ðîçïîäië
âåëè÷èíè τ :

P{τ ≤ t} =
∞∑
n=0

P{τ ≤ t|K = n}P{K = n} = t
∞∑
n=0

P{K = n} = t, t ∈ [0, 1].
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Òàêèì ÷èíîì,
1) óìîâíèé ðîçïîäië âåëè÷èíè τ íå çàëåæèòü âiä n i òîìó çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨

áåçóìîâíèì ðîçïîäiëîì;
2) çà óìîâ ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ äðîáîâà ÷àñòèíà æèòòÿ τ ðîçïîäiëåíà ðiâ-

íîìiðíî íà âiäðiçêó [0, 1] (iíøèìè ñëîâàìè, ó áóäü-ÿêèé äåíü ìiæ äâîìà äíÿìè
íàðîäæåííÿ ñìåðòü ëþäèíè îäíàêîâî éìîâiðíà);

3) îêðóãëåíèé ÷àñ æèòòÿ K(0) i äðîáîâà ÷àñòèíà æèòòÿ τ � âåëè÷èíè
íåçàëåæíi.
Çàóâàæåííÿ. Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çà óìîâ ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿ-

öi¨ âèïàäêîâi âåëè÷èíè K(x) i τx := T (x)−K(x) íåçàëåæíi, ïðè÷îìó äðîáîâà
÷àñòèíà çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ τx ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà [0, 1].

3.6 Iíòåðïîëÿöiÿ ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè (ïîñòiéíà
iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi)

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ s(x) íà ïðîìiæêàõ [n, n + 1], n =
0, 1, 2, ... � ïîêàçíèêîâà ôóíêöiÿ âèãëÿäó

s(x) = ane
−bnx, x ∈ [n, n+ 1].

Òîäi äëÿ çíàõîäæåííÿ an i bn ìà¹ìî òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü:{
ane

−nbn = s(n)
ane

−(n+1)bn = s(n+ 1).

Çâiäñè

e−bn =
s(n+ 1)

s(n)
= pn,

äå pn = P{T (n) > 1} (äèâ §2.2). Òîìó

bn = − ln pn, an = s(n)enbn = s(n)e−n ln pn = s(n)p−nn .

Òàêèì ÷èíîì,

s(x) = ane
−xbn = s(n)p−nn ex ln pn = s(n)px−nn , x ∈ [n, n+ 1] (3.6.1)

àáî
s(n+ t) = s(n)ptn, t ∈ [0, 1]. (3.6.2)

Òîìó êðèâà ñìåðòåé çà óìîâè iíòåðïîëÿöi¨ ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè çàäà¹-
òüñÿ ôîðìóëîþ

p(x) = −s(n)px−nn ln pn, x ∈ (n, n+ 1)

(ó öiëî÷èñëîâèõ òî÷êàõ âîíà íå âèçíà÷åíà), à äëÿ iíòåíñèâíîñòi ñìåðòíîñòi
ìà¹ìî

µx =
−s(n)px−nn ln pn

s(n)px−nn

= − ln pn, x ∈ (n, n+ 1).
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Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâè iíòåðïîëÿöi¨ ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè iíòåíñèâ-
íiñòü ñìåðòíîñòi â iíòåðâàëàõ ìiæ öiëî÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè àðãóìåíòà ïî-
ñòiéíà.

3.7 Iíòåðïîëÿöiÿ ãiïåðáîëi÷íèìè ôóíêöiÿìè (ïðèïóùå-
ííÿ Áàëäó÷÷i)

Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ s(x) íà ïðîìiæêàõ [n, n + 1], n =
0, 1, 2, ... � ãiïåðáîëi÷íà ôóíêöiÿ, òîáòî ôóíêöiÿ âèãëÿäó

s(x) =
αn

βn + x
, x ∈ [n, n+ 1].

Öå ïðèïóùåííÿ ðiâíîñèëüíå òîìó, ùî ôóíêöiÿ 1/s(x) � ëiíiéíà íà ïðîìiæ-
êàõ ìiæ öiëî÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè àðãóìåíòó. Òîìó, ÿê i ó âèïàäêó ëiíiéíî¨
iíòåðïîëÿöi¨, äëÿ ôóíêöi¨ 1/s(x) ìà¹ìî (äèâ. ôîðìóëè (3.5.1) i (3.5.2))

1

s(x)
= (n+ 1− x)

1

s(n)
+ (x− n)

1

s(n+ 1)
, x ∈ [n, n+ 1]

àáî
1

s(n+ t)
= (1− t) 1

s(n)
+ t

1

s(n+ 1)
, t ∈ [0, 1].

Çâiäñè

s(n+ t) =
s(n)s(n+ 1)

(1− t)s(n+ 1) + ts(n)
=

s(n)s(n+ 1)

s(n+ 1) + t(s(n)− s(n+ 1))
=

=
s(n+ 1)

pn + tqn
, t ∈ [0, 1], (3.7.1)

äå

pn =
s(n+ 1)

s(n)
, qn = 1− pn.

Iíàêøå ðiâíiñòü (3.7.1) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

s(x) =
s(n+ 1)

pn + (x− n)qn
, x ∈ [n, n+ 1]. (3.7.2)

Òîìó çà óìîâè iíòåðïîëÿöi¨ ãiïåðáîëi÷íèìè ôóíêöiÿìè êðèâà ñìåðòåé çàäà¹-
òüñÿ ôîðìóëîþ

p(x) = −s′(x) =
s(n+ 1)qn

(pn + (x− n)qn)2
, x ∈ (n, n+ 1)
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i äëÿ iíòåíñèâíîñòi ñìåðòíîñòi îòðèìó¹ìî

µx =
s(n+ 1)qn

(pn + (x− n)qn)2

{
s(n+ 1)

pn + (x− n)qn

}−1

=
qn

pn + (x− n)qn
, x ∈ (n, n+ 1).

Òàêèì ÷èíîì, çà óìîâè ïðèïóùåííÿ Áàëäó÷÷i iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi â
ïðîìiæêàõ ìiæ öiëî÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè àðãóìåíòó ñïàäà¹.

3.8 Iíòåãðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè äðîáîâî¨ ÷àñòèíè òðè-
âàëîñòi æèòòÿ

Ðîçãëÿíåìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ çà óìîâè, øî âîíî
ìåíøå 1, òîáòî óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

a(x) := M(T (x) |T (x) < 1). (3.8.1)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ a(x) çíàéäåìî óìîâíó äîäàòêîâó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó
P{T (x) > t |T (x) < 1}. Çðîçóìiëî, ùî ïðè t ≥ 1 öÿ ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ íóëþ.
Äëÿ t ∈ (0, 1) ìà¹ìî

P{T (x) > t |T (x) < 1} =
P{t < T (x) < 1}
P{T (x) < 1}

=
P{x+ t < X < x+ 1|X > x}

P{X < x+ 1|X > x}
=

=
P{x+ t < X < x+ 1}
P{x < X < x+ 1}

=
s(x+ t)− s(x+ 1)

s(x)− s(x+ 1)
, t ∈ [0, 1].

Òîìó

a(x) =

1∫
0

P{T (x) > t |T (x) < 1}dt =

1∫
0

s(x+ t)− s(x+ 1)

s(x)− s(x+ 1)
dt. (3.8.2)

Íåõàé òåïåð x = n � íàòóðàëüíå ÷èñëî. Òîäi óìîâíå ìàòåìàòè÷íå ñïîäi-
âàííÿ a(n) çãiäíî ç îçíà÷åííÿì � öå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè òðè-
âàëîñòi æèòòÿ. Îá÷èñëèìî éîãî çà óìîâ òðüîõ âèäiâ iíòåðïîëÿöi¨, ÿêi áóëè
ðîçãëÿíóòi â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi.
Ëiíiéíà iíòåðïîëÿöiÿ. Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ â ïðîìiæ-

êàõ ìiæ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (3.5.2):

s(n+ t) = (1− t)s(n) + ts(n+ 1), t ∈ [0, 1].

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ s(n+ t) ó ðiâíiñòü (3.8.2), îòðèìó¹ìî

a(n) =

1∫
0

(1− t)s(n) + ts(n+ 1)− s(n+ 1)

s(n)− s(n+ 1)
dt =
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=

1∫
0

(1− t)(s(n)− s(n+ 1))

s(n)− s(n+ 1)
dt =

1∫
0

(1− t)dt =
1

2
.

Öåé ðåçóëüòàò áóâ î÷iêóâàíèé òîìó, ùî çà óìîâ ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ äðî-
áîâà ÷àñòèíà æèòòÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà âiäðiçêó [0, 1] (äèâ. §3.5).
Iíòåðïîëÿöiÿ ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè. Ó öüîìó âèïàäêó ôóí-

êöiÿ âèæèâàííÿ â ïðîìiæêàõ ìiæ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(3.6.2):

s(n+ t) = s(n)ptn, t ∈ [0, 1],

äå pn = P{T (n) > 1}. Ïiäñòàâëÿþ÷è òàêå çíà÷åííÿ s(n+ t) â ðiâíiñòü (3.8.2),
ìà¹ìî

a(n) =

1∫
0

s(n+ t)− s(n+ 1)

s(n)− s(n+ 1)
dt =

1∫
0

s(n)ptn − s(n+ 1)

s(n)− s(n+ 1)
dt =

=
1

s(n)− s(n+ 1)

[(
s(n)ptn
ln pn

)1

0

− s(n+ 1)

]
=

=
1

s(n)− s(n+ 1)

[
s(n)(pn − 1)

ln pn
− s(n+ 1)

]
.

Îñêiëüêè pn = P{T (n) > 1} = s(n + 1)/s(n) (äèâ §2.2), òî äëÿ ñåðåäíüîãî
çíà÷åííÿ äðîáîâî¨ ÷àñòèíè òðèâàëîñòi æèòòÿ çà óìîâè iíòåðïîëÿöi¨ ïîêàçíè-
êîâèìè ôóíêöiÿìè îòðèìó¹ìî

a(n) =
s(n)

s(n)− s(n+ 1)

[
pn − 1

ln pn
− pn

]
= − 1

ln pn
− pn
qn
, (3.8.3)

äå qn = 1− pn = P{T (n) ≤ 1}.
Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì iìîâiðíiñòü qn = P{T (n) ≤ 1} ìàëà ó âèïàäêó íå äóæå

âåëèêèõ n. Òîìó, âèõîäÿ÷è ç (3.8.3), ìîæíà îäåðæàòè àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó
äëÿ a(n). Äëÿ öüîãî çàñòîñó¹ìî âiäîìå ðîçâèíåííÿ ln pn ó ðÿä Òåéëîðà â îêîëi
íóëÿ:

ln pn = ln(1− qn) = −qn −
q2
n

2
− q3

n

3
− . . . , (3.8.4)

Âèêîíóþ÷è äiëåííÿ ðÿäó íà ðÿä, ìàòèìåìî

− 1

ln pn
=

1

qn
− 1

2
− qn

12
+ o(qn).

Óðàõîâóþ÷è öþ àñèìïòîòè÷íó ðiâíiñòü, çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (3.8.3) çíàõî-
äèìî

a(n) =
1

qn
− 1

2
− qn

12
+ o(qn)−

1− qn
qn

=
1

2
− qn

12
+ o(qn).
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Iíòåðïîëÿöiÿ ãiïåðáîëi÷íèìè ôóíêöiÿìè. Ó öüîìó âèïàäêó ôóí-
êöiÿ âèæèâàííÿ â ïðîìiæêàõ ìiæ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
(3.7.1):

s(n+ t) =
s(n+ 1)

pn + tqn
, t ∈ [0, 1].

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ s(n+ t) ó ðiâíiñòü (3.8.2), ìà¹ìî

a(n) =

1∫
0

s(n+ t)− s(n+ 1)

s(n)− s(n+ 1)
dt =

s(n+ 1)

s(n)− s(n+ 1)

1∫
0

[
1

pn + tqn
− 1

]
dt =

=
1

1/pn − 1

[
1

qn
ln (pn + tqn)

1
0 − 1

]
=
pn
q2
n

[
ln
pn + qn
pn

− qn
]

=

=
pn
q2
n

[
ln

1

pn
− qn

]
= −pn

q2
n

[ln pn + qn] . (3.8.5)

Îòðèìà¹ìî àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó äëÿ a(n). Îñêiëüêè éìîâiðíiñòü qn =
P{T (n) ≤ 1} ìàëà ó âèïàäêó íå äóæå âåëèêèõ n, òî, âèõîäÿ÷è ç ðiâíîñòi
(3.8.5) çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (3.8.4), ìà¹ìî

a(n) = −1− qn
q2
n

(
qn − qn −

q2
n

2
− q3

n

3
− . . .

)
= (1− qn)

(
1

2
+
qn
3

+ . . .

)
=

=

(
1

2
+
qn
3

+ . . .

)
−
(
qn
2

+
q2
n

3
+ . . .

)
=

1

2
− qn

6
+ o(qn).

3.9 Îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî óìîâíîãî çàëèøêîâîãî ÷àñó
òðèâàëîñòi æèòòÿ çà äîïîìîãîþ òàáëèöü òðèâàëîñòi
æèòòÿ

×åðåç Sx ïîçíà÷èìî çàãàëüíó êiëüêiñòü ðîêiâ, ïðîæèòèõ ó âiêîâîìó ïðî-
ìiæêó (x, x+1] òèìè ïðåäñòàâíèêàìè ïî÷àòêîâî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ,
ÿêi ïîìåðëè â öüîìó âiêîâîìó ïðîìiæêó.

Ùîá îòðèìàòè àíàëiòè÷íèé âèðàç äëÿ Sx, ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó
Ik � âíåñîê k-ãî ïðåäñòàâíèêà öi¹¨ ãðóïè â ñóìó Sx. Î÷åâèäíî, ùî

Ik =

{
Xk − x, x < Xk ≤ x+ 1
0, Xk /∈ (x, x+ 1],

äå Xk � òðèâàëiñòü æèòòÿ k-ãî ïðåäñòàâíèêà öi¹¨ ãðóïè i

Sx =

l0∑
k=1

Ik.
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Îá÷èñëèìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ MSx. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ñïî÷àòêó äîäàòêîâó
ôóíêöiþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè Ik. Îñêiëüêè çíà÷åííÿ Ik íàëåæàòü
ïðîìiæêó [0, 1], òî P{Ik > t} = 0 äëÿ t ≥ 1. Íåõàé t ∈ (0, 1). Òîäi {Ik > t} =
{x+ t < Xk ≤ x+ 1}. Òîìó

P{Ik > t} =

{
s(x+ t)− s(x+ 1), t ∈ (0, 1)
0, t ≥ 1.

Îñêiëüêè MIx =
1∫

0

P{Ik > t}dt, òî

MSx =

l0∑
k=1

MIk = l0

1∫
0

[s(x+ t)− s(x+ 1)]dt =

1∫
0

[lx+t − lx]dt, (3.8.6)

äå lx � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïðåäñòàâíèêiâ ïî÷àòêîâî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ,
ÿêi äîæèëè äî âiêó x ðîêiâ.

Ç îãëÿäó íà îòðèìàíèé âèðàç äëÿ MSx, ôîðìóëó (3.8.2) äëÿ óìîâíîãî
ñåðåäíüîãî çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ a(x) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

a(x) =

l0
1∫

0

[s(x+ t)− s(x+ 1)]dt

l0[s(x)− s(x+ 1)]
=

MSx
lx − lx+1

=
MSx
dx

, (3.8.7)

äå dx � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi
ïîìåðëè ó âiêîâîìó ïðîìiæêó (x, x+ 1].

Ôîðìóëà (3.8.7) îçíà÷à¹, ùî ñåðåäíié óìîâíèé çàëèøêîâèé ÷àñ òðèâàëîñòi
æèòòÿ äîðiâíþ¹ ñåðåäíié çàãàëüíié êiëüêîñòi ðîêiâ, ïðîæèòèõ ó âiêîâîìó ïðî-
ìiæêó (x, x+1] òèìè ïðåäñòàâíèêàìè ïî÷àòêîâî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ,
ÿêi ïîìåðëè â öüîìó âiêîâîìó ïðîìiæêó, ïîäiëåíîìó íà ñåðåäíþ êiëüêiñòü
ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi ïîìåðëè â öüîìó æ âiêî-
âîìó ïðîìiæêó.

Ùîá îòðèìàòè ùå îäíó ôîðìóëó, ÿêà âèðàæà¹ a(x) ó òåðìiíàõ òàáëè÷íèõ
õàðàêòåðèñòèê òðèâàëîñòi æèòòÿ, ðîçãëÿíåìî âåëè÷èíó S∗x � çàãàëüíó êiëü-
êiñòü ðîêiâ, ïðîæèòèõ ó ïðîìiæêó (x, x+1] óñiìà ïðåäñòàâíèêàìè ïî÷àòêîâî¨
ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ. Òàêèì ÷èíîì, íà âiäìiíó âiä âåëè÷èíè Sx âåëè-
÷èíà S∗x âêëþ÷à¹ âíåñêè i òèõ ïðåäñòàâíèêiâ ïî÷àòêîâî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðî-
äæåíèõ, ÿêi äîæèëè äî âiêó x+1 ðîêiâ. Çðîçóìiëî, ùî âíåñîê êîæíîãî òàêîãî
ïðåäñòàâíèêà â ñóìó S∗x äîðiâíþ¹ 1. Òîìó

S∗x = Sx + L(x+ 1), (3.8.8)

äå L(x + 1) � êiëüêiñòü ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi
äîæèëè äî âiêó x+ 1 ðîêiâ. Íåõàé äàëi

Lx := MS∗x (3.8.9)
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� ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi ðîêiâ, ïðîæèòèõ ó ïðîìiæêó (x, x+ 1]
óñiìà ïðåäñòàâíèêàìè äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ. Òîäi, êîìáiíóþ÷è
ôîðìóëè (3.8.7) i (3.8.8), ìà¹ìî

a(x) =
MSx
dx

=
MS∗x −ML(x+ 1)

dx
=
Lx − lx+1

dx
.

Çàçíà÷èìî, ùî çà äîïîìîãîþ òàáëè÷íî¨ âåëè÷èíè Lx ìîæíà òàêîæ îá÷è-
ñëèòè Tx = Mσx � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ çàãàëüíî¨ êiëüêîñòi ðîêiâ, ïðîæèòèõ
ïðåäñòàâíèêàìè äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ ïiñëÿ âiêó x ðîêiâ (äèâ.
§2.4). Äiéñíî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì

σx =
∞∑
k=0

S∗x+k.

Òîìó

Mσx =
∞∑
k=0

MS∗x+k,

i âíàñëiäîê ðiâíîñòi (3.8.9)

Tx =
∞∑
k=0

Lx+k.

3.10 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêiâ

Ïðèêëàä 1. Ïðèïóñòèìî, ùî q70 = 0.04, à q71 = 0.05. Îá÷èñëèòè éìîâið-
íiñòü òîãî, ùî ëþäèíà ó âiöi 70 ðîêiâ ïîìðå ó âiêîâîìó ïðîìiæêó (70.5, 71.5]
çà óìîâè ïðèïóùåííÿ Áàëäó÷÷i, à òàêîæ çà óìîâè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó
ñìåðòåé.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Øóêàíà éìîâiðíiñòü � 0.5|q70 = P{1/2 < T (70) < 1.5}. Çà

ôîðìóëîþ (2.2.6)

0.5|q70 =
s(70.5)− s(71.5)

s(70)
.

Îá÷èñëåííÿ s(70.5) i s(71.5) çàëåæèòü âiä ïðèïóùåííÿ ïðî ìîäåëü òðèâàëîñòi
æèòòÿ äëÿ äðîáîâîãî âiêó.

Ïðèïóùåííÿ Áàëäó÷÷i. Çà ôîðìóëîþ (3.7.1)

s(70.5) =
s(71)

p70 + 0.5q70
=

s(71)

0.96 + 0.02
=
s(71)

0.98

i

s(71.5) =
s(72)

p71 + 0.5q71
=

s(72)

0.95 + 0.025
=
s(72)

0.975
.
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Òàêèì ÷èíîì,

0.5|q70 =
s(71)/0.98− s(72)/0.975

s(70)
=

= p70/0.98− p71p70/0.975 =

= 0.96/0.98− 0.95/0.975 = 0.0442.

Ïðèïóùåííÿ ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé. Çà ôîðìóëîþ (3.5.2 )

s(70.5) = 0.5s(70) + 0.5s(71)

i
s(71.5) = 0.5s(71) + 0.5s(72).

Òîìó

0.5|q70 = 0.5
s(70) + s(71)− s(71)− s(72)

s(70)
=

= 0.5

[
1− s(72)

s(70)

]
= 0.5[1− p71p70] =

= 0.5[1− 0.95 · 0.96] = 0.044.

Ïðèêëàä 2. Äîâåñòè, ùî çà óìîâè ïðèïóùåííÿ ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië
ñìåðòåé ñåðåäíÿ çàëèøêîâà òðèâàëiñòü æèòòÿ eox ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ (x
� íàòóðàëüíå ÷èñëî) i ñåðåäíÿ îêðóãëåíà òðèâàëiñòü æèòòÿ ex òàêî¨ ëþäèíè
ïîâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

eox = ex + 0.5.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. ×åðåç τx ïîçíà÷èìî äðîáîâó ÷àñòèíó òðèâàëîñòi æèòòÿ ëþ-
äèíè ó âiöi x ðîêiâ. Çðîçóìiëî, ùî T (x) = K(x) + τx. Òîäi çà îçíà÷åííÿìè
(äèâ. §3.3 i §2.3)

eox = MT (x) = MK(x) +Mτx = ex +Mτx.

Òàê ñàìî, ÿê i â §3.5, äîâîäèòüñÿ, ùî çà óìîâè ïðèïóùåííÿ ïðî ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië ñìåðòåé âåëè÷èíà τx ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà âiäðiçêó [0, 1] i òîìó
Mτx = 0.5.
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Ðîçäië 4

Àíàëiç ìîäåëåé êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ

Ìîäåëi ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ óìîâíî ïîäiëÿþòü íà äâi âåëèêi ãðóïè çàëåæíî
âiä òîãî, ÷è áåðåòüñÿ äî óâàãè çìiíà âàðòîñòi ãðîøåé ç ïëèíîì ÷àñó, ÷è íi.

Ôàêò çìiíè âàðòîñòi ãðîøåé ç ïëèíîì ÷àñó äîáðå âiäîìèé. Íàéãîëîâíiøè-
ìè ÷èííèêàìè çìiíè âàðòîñòi ãðîøåé ¹ iíôëÿöiÿ i ïðèáóòîê âiä âêëàäåííÿ
êàïiòàëó.

Íà êîðîòêîìó ïðîìiæêó ÷àñó çìiíîþ âàðòîñòi ãðîøåé ìîæíà çíåõòóâàòè.
Òîìó ìîäåëi òðèâàëîñòi æèòòÿ, ÿêi íå âðàõîâóþòü çìiíè âàðòîñòi ãðîøåé ç
ïëèíîì ÷àñó, íàçèâàþòü ìîäåëÿìè êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ.
Çàçâè÷àé ÿê íåâåëèêèé ïðîìiæîê ÷àñó ðîçãëÿäàþòü îäèí ðiê.

Â iíøîìó âèïàäêó, êîëè áåðóòü äî óâàãè çìiíó âàðòîñòi ãðîøåé ç ïëèíîì
÷àñó, ìîâà éäå ïðî äîâãîòåðìiíîâi ìîäåëi ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ.

4.1 Àíàëiç iíäèâiäóàëüíèõ ïîçîâiâ ïðè êîðîòêîòåðìiíî-
âîìó ñòðàõóâàííi æèòòÿ

1. Íàéïðîñòiøèé âèä ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Ó öüîìó âèäi ñòðàõóâàííÿ
îñîáà, ÿêà áàæà¹ çàñòðàõóâàòèñÿ, ñïëà÷ó¹ ñòðàõîâié êîìïàíi¨ ñòðàõîâèé âíå-
ñîê, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ñòðàõîâîþ ïðåìi¹þ, ó ðîçìiði p. Ó ñâîþ ÷åðãó êîìïà-
íiÿ çîáîâ'ÿçó¹òüñÿ ñïëàòèòè ñïàäêî¹ìöÿì çàñòðàõîâàíîãî ñòðàõîâó âèïëàòó
ðîçìiðîì b ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó. Ó ïðîòèëåæíîìó
âèïàäêó êîìïàíiÿ íå ñïëà÷ó¹ íi÷îãî.

Çðîçóìiëî, ùî âåëè÷èíà ñòðàõîâî¨ âèïëàòè b ïîâèííà áóòè íàáàãàòî áiëü-
øîþ çà âåëè÷èíó ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨ p: b >> p. Ñàìå çíàõîäæåííÿ ïðàâèëüíîãî
ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âåëè÷èíàìè b i p ¹ îäíi¹þ ç íàéãîëîâíiøèõ çàäà÷ àêòó-
àðíî¨ ìàòåìàòèêè.

Îòæå, îñîáà, ÿêà áàæà¹ çàñòðàõóâàòèñÿ, êóïó¹ ñòðàõîâèé ïîëiñ, ñïëàòèâøè
êîìïàíi¨ ñòðàõîâó ïðåìiþ p, i äåÿêîþ ìiðîþ óíèêà¹ ðèçèêó ôiíàíñîâèõ âòðàò,
ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé äëÿ íå¨ ç íåïåðåäáà÷óâàíiñòþ ìîìåíòó ¨¨ ñìåðòi. Ïiñëÿ óêëà-
äàííÿ äîãîâîðó ñòðàõóâàííÿ öåé ðèçèê áåðå íà ñåáå ñòðàõîâà êîìïàíiÿ. Äëÿ
êîìïàíi¨ ðèçèêîì ¹ âèïàäêîâiñòü ìîìåíòó ïîçîâó, ÿêèé ìîæå áóòè ¨é âèñóíó-
òèé ñïàäêî¹ìöÿìè çàñòðàõîâàíîãî. À ñàìå � öåé ïîçîâ äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî
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îñîáà ëèøèòüñÿ æèâîþ ïðîòÿãîì ðîêó, i äîðiâíþ¹ b, ÿêùî çàñòðàõîâàíà îñîáà
ïîìðå ïðîòÿãîì ðîêó.

Öåé ïîçîâ íàçèâà¹òüñÿ iíäèâiäóàëüíèì ïîçîâîì. Âií ¹ ¹ëåìåíòàðíîþ ñêëà-
äîâîþ ÷àñòèíîþ ôiíàíñîâîãî ðèçèêó êîìïàíi¨. Òîìó âèâ÷åííÿ ôiíàíñîâî¨ äi-
ÿëüíîñòi êîìïàíi¨ ïîâèííî ïî÷èíàòèñÿ ç âèâ÷åííÿ iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó.

Ïðèðîäíî ââàæàòè iíäèâiäóàëüíèé ðèçèê âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Íàéâà-
æëèâiøîþ õàðàêòåðèñòèêîþ áóäü-ÿêî¨ äèñêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ¹ ¨¨
ðîçïîäië. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ ξ çà óìîâ íàéïðîñòiøîãî
âèäó ñòðàõóâàííÿ ìà¹ òàêèé ðîçïîäië:

ξ :
i 0 b
πi px qx

Ó öié òàáëèöi i = 0, b � çíà÷åííÿ, ÿêèõ íàáóâà¹ âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ,
πi � iìîâiðíiñòü òîãî, ùî âîíà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ i, x � âiê çàñòðàõîâàíîãî íà
ìîìåíò óêëàäàííÿ äîãîâîðó, px = P{T (x) > 1} � iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ëþäèíà
ó âiöi x ðîêiâ ïðîæèâå ùå ùîíàéìåíøå ðiê, qx = P{T (x) ≤ 1} � iìîâiðíiñòü
ñìåðòi ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ ïðîòÿãîì ðîêó.

Íàéâàæëèâiøèìè ÷èñëîâèìè õàðàêòåðèñòèêàìè áóäü-ÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âå-
ëè÷èíè ¹ ¨¨ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ Mξ i äèñïåðñiÿ Dξ.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó ξ äîðiâíþ¹

Mξ = 0 · px + b · qx = b · qx, (4.1.1)

à ¨¨ äèñïåðñiÿ �

Dξ = Mξ2−(Mξ)2 = 02 ·px+b2 ·qx−(b·qx)2 = b2 ·qx−b2 ·q2
x = b2 ·qx ·px. (4.1.2)

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó ε, ùî õàðàêòåðèçó¹ ïðèáóòîê ñòðàõîâî¨
êîìïàíi¨ âiä óêëàäàííÿ äîãîâîðó êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ:

ε := p− ξ, (4.1.3)

äå p � ñòðàõîâà ïðåìiÿ; ξ � iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ.
Ç öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹, ùî âåëè÷èíà äîõîäó ε êîìïàíi¨ âiä óêëàäàííÿ

äîãîâîðó êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ ìà¹ òàêèé ðîçïîäië:

ε :
p −(b− p)
px qx

�íàêøå êàæó÷è, êîìïàíiÿ ìà¹ ïðèáóòîê p ç iìîâiðíiñòþ px i çàçíà¹ çáèòêó
b− p ç iìîâiðíiñòþ qx.

Îá÷èñëèìî ñåðåäíié ïðèáóòîê êîìïàíi¨ (òîáòî Mε):

Mε = p · px + (p− b)qx = p(px + qx)− b · qx = p− bqx. (4.1.4)

Öÿ ôîðìóëà äîçâîëÿ¹ çðîáèòè íàéïðîñòiøi âèñíîâêè ïðî âåëè÷èíó ñòðà-
õîâî¨ ïðåìi¨ p. Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî äëÿ iñíóâàííÿ êîìïàíi¨ íåîáõiäíî,
ùîá ¨¨ ïðèáóòîê áóâ íåâiä'¹ìíèì, òîáòî p ≥ bqx.
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Îçíà÷åííÿ 4.1.1 Ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ p = p0, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó p ≥
bqx, äîðiâíþ¹

p0 = bqx
i ìà¹ íàçâó íåòòî-ïðåìiÿ. Ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (4.1.4) íåòòî-ïðåìiÿ � öå òà-
êèé ðîçìið ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨, ïðè ÿêîìó ñåðåäíié ïðèáóòîê êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹
íóëþ.

Çâè÷àéíî, ðåàëüíà ñòðàõîâà ïðåìiÿ ïîâèííà áóòè áiëüøîþ çà íåòòî-ïðåìiþ
äëÿ òîãî, ùîá êîìïåíñóâàòè âèòðàòè êîìïàíi¨, çàáåçïå÷èòè ïðèáóòîê i, íàé-
ãîëîâíiøå, � çàáåçïå÷èòè ìàëó éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨. Óìîâà íåðî-
çîðåííÿ êîìïàíi¨ âàæëèâà ïåðø çà âñå äëÿ ¨¨ êëi¹íòiâ, òîìó ùî öÿ óìîâà
îçíà÷à¹ ìîæëèâiñòü êîìïàíi¨ âèêîíàòè ñâî¨ çîáîâ'ÿçàííÿ ïåðåä íèìè. Òàêèì
÷èíîì, ïîìiðíå çáiëüøåííÿ ïëàòè çà ñòðàõîâêó âiäïîâiäà¹ iíòåðåñàì ñàìèõ
êëi¹íòiâ.

Îçíà÷åííÿ 4.1.2 Ðiçíèöÿ p − p0 ìiæ ñòðàõîâîþ ïðåìi¹þ p i íåòòî-ïðåìi¹þ
p0 íàçèâà¹òüñÿ ñòðàõîâîþ íàäáàâêîþ.

Âiäíîñíîþ ñòðàõîâîþ íàäáàâêîþ Θ íàçèâà¹òüñÿ âåëè÷èíà

Θ =
p− p0

p0
.

Îñíîâíå ïèòàííÿ, ÿêå âèíèêà¹ ó çâ'ÿçêó ç öèì, � íàñêiëüêè òðåáà çáiëü-
øóâàòè ñòðàõîâó ïðåìiþ ïî âiäíîøåííþ äî íåòòî-ïðåìi¨? Öå ïèòàííÿ áóäå
îáãîâîðþâàòèñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.
2. Áiëüø ñêëàäíi ìîäåëi êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ æèò-

òÿ. Çàçíà÷èìî, ùî â ðîçãëÿíóòié ùîéíî ìîäåëi ñòðàõóâàííÿ ñòðàõîâà âèïëà-
òà, ÿêùî âîíà ñïëà÷ó¹òüñÿ, ¹ âåëè÷èíîþ ïîñòiéíîþ (âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ óìî-
âîþ äîãîâîðó i äîðiâíþ¹ b). Ó áiëüø ñêëàäíèõ ìîäåëÿõ ñòðàõóâàííÿ ðîçìið
ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ìîæå íàáóâàòè êiëüêîõ çíà÷åíü. Íàâåäåìî ïðèêëàä òàêîãî
äîãîâîðó.

Íåõàé çà óìîâîþ äîãîâîðó êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ ñïàäêî¹ìöÿì çàñòðàõîâàíîãî
ñóìó b1 ó âèïàäêó éîãî ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí i ñóìó b2
ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó âíàñëiäîê íåùàñíîãî âèïàä-
êó. ßêùî æ çàñòðàõîâàíèé çàëèøèâñÿ æèâèì ïðîòÿãîì ðîêó, òî êîìïàíiÿ íå
ñïëà÷ó¹ íi÷îãî.

Çíàéäåìî ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ çà óìîâ òàêîãî äîãîâîðó. Ïðèïóñòèìî, ùî
òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëi Ìåéêõàìà (äèâ. §1.5). Íà-
ãàäà¹ìî, ùî â öié ìîäåëi iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

µx = A+Beαx.

Öÿ ìîäåëü ¹ íàéáiëüø çðó÷íîþ äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i, òîìó ùî
â íié A õàðàêòåðèçó¹ éìîâiðíiñòü ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó âíà-
ñëiäîê íåùàñíîãî âèïàäêó (öÿ éìîâiðíiñòü ïðàêòè÷íî íå çàëåæiòü âiä âiêó),
à Beαx � iìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí îñîáè âiêîì
x ðîêiâ.

Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ñåðåäíié ðîçìiðMε ïðèáóòêó ε = p−ξ, äå p � ñòðàõî-
âà ïðåìiÿ, à ξ � iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ. Äëÿ öüîãî çíàéäåìî ðîçïîäië âåëè÷èíè
ξ.
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Çà óìîâè äîãîâîðó ξ íàáóâà¹ òðüîõ çíà÷åíü: b1, b2 i 0. Ó ìîäåëi Ìåéêõàìà

P{ξ = b1} = Beαx, P{ξ = b2} = A.

Òîìó
P{ξ = 0} = 1− A−Beαx.

Òàêèì ÷èíîì,

Mξ = b1 · P{ξ = b1}+ b2 · P{ξ = b2}+ 0 · P{ξ = 0} = b1 ·Beαx + b2 · A.

Çà îçíà÷åííÿì íåòòî-ïðåìiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Mε = 0, òîáòî p −Mξ = 0.
Ðîçâ'ÿçóþ÷è öå ðiâíÿííÿ (âiäíîñíî p), îòðèìó¹ìî

p0 = b1 ·Beαx + b2 · A

� ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ p0.

4.2 Ìåòîäè òî÷íîãî ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê ïiäñóì-
êîâîãî ðèçèêó

Ó ñâî¨é ðîáîòi ñòðàõîâà êîìïàíiÿ óêëàäà¹ âåëèêó ñóêóïíiñòü äîãîâîðiâ.
Òîìó äëÿ íå¨ âàæëèâèì ¹ íå îêðåìèé iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ i ñïëàòà ñòðàõîâî¨
âèïëàòè çà öèì ïîçîâîì, à çàãàëüíà ñóìà S âèïëàò çàñòðàõîâàíèì çà âñiìà
iíäèâiäóàëüíèìè ïîçîâàìè. Íåõàé êîìïàíiÿ óêëàëà N äîãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ,
à ξk, k ∈ {1, 2, ..., N}, � iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè çà öèìè äîãîâîðàìè. Òîäi

S =
n∑
k=1

ξk.

Îçíà÷åííÿ 4.2.1 Áóäåìî íàçèâàòè öþ ñóìó S ïiäñóìêîâèì ðèçèêîì.
ßêùî ïiäñóìêîâèé ðèçèê S íå ïåðåâèùó¹ êàïiòàëó êîìïàíi¨ u, òî êîìïàíiÿ

óñïiøíî âèêîíà¹ ñâî¨ çîáîâ'ÿçàííÿ ïåðåä êëi¹íòàìè. ßêùî æ S > u, òî êîìïà-
íiÿ íå çìîæå ñïëàòèòè ñòðàõîâi âèïëàòè çà âñiìà iíäèâiäóàëüíèìè ïîçîâàìè.
Ó öüîìó âèïàäêó ìîâà éäå ïðî ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨. Òàêèì ÷èíîì, iìîâiðíiñòü
ðîçîðåííÿ R êîìïàíi¨ ìîæíà îïèñàòè ôîðìóëîþ

R = P{S > u}, (4.2.1)

òîáòî éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ R äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ äîäàòêîâî¨ ôóí-
êöi¨ ðîçïîäiëó ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó â òî÷öi u, äå u � êàïiòàë êîìïàíi¨. Âiäïî-
âiäíî éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹ P{S ≤ u}, òîáòî çíà÷åííþ
ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó â òî÷öi u.

Ðîçðàõóíîê öèõ iìîâiðíîñòåé ìà¹ ïåðøî÷åðãîâå çíà÷åííÿ äëÿ êîìïàíi¨ òî-
ìó, ùî íà îñíîâi öèõ ðîçðàõóíêiâ êîìïàíiÿ óõâàëþ¹ íàéâàæëèâiøi ðiøåííÿ.

Ïðèïóñòèìî, ùî iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè ξk ¹ íåçàëåæíèìè âåëè÷èíàìè. Òî-
äi ðîçïîäië ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ âiäîìèõ ç
òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ìåòîäiâ.
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Ìåòîä çãîðòîê. ßê âiäîìî ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ÿêùî âåëè÷èíè ξ1 i ξ2
ç ôóíêöiÿìè ðîçïîäiëó F1 i F1 íåçàëåæíi, òî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó F ¨õ ñóìè
ξ1 + ξ1 ¹ çãîðòêîþ ôóíêöié F1 i F1, òîáòî

F (x) = F1 ∗ F2(x) :=

∞∫
−∞

F1(x− t)dF2(t). (4.2.2)

Çàñòîñîâóþ÷è öþ ôîðìóëó êiëüêà ðàçiâ, ìîæíà îá÷èñëèòè ðîçïîäië ñóìè
áóäü-ÿêîãî ÷èñëà íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Ó âèïàäêó, êîëè íåçàëåæíi âåëè÷èíè ξ1 i ξ2 àáñîëþòíî íåïåðåðâíi çi ùiëü-
íîñòÿìè p1(x) i p2(x), ùiëüíiñòü p(x) ñóìè ξ1 + ξ1 òàêîæ ¹ çãîðòêîþ ôóíêöié
p1 i p2, òîáòî

p(x) = p1 ∗ p2(x) :=

∞∫
−∞

p1(x− t)p2(t)dt. (4.2.3)

Çàóâàæåííÿ. ßêùî âåëè÷èíè ξ1 i ξ2 íåâiä'¹ìíi, òî íåâàæêî áà÷èòè, ùî
íèæíüîþ i âåðõíüîþ ìåæàìè iíòåãðóâàííÿ ó ôîðìóëàõ (4.2.2) i (4.2.3) áóäóòü
âiäïîâiäíî 0 i x .

Äèñêðåòíèì àíàëîãîì ôîðìóëè (4.2.3) ¹ òàêà ðiâíiñòü:

P{ξ1 + ξ2 = x} =
∑
t

P{ξ1 = x− t}P{ξ2 = t}, (4.2.4)

äå ñóìà áåðåòüñÿ çà ìíîæèíîþ âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü t âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè
ξ2, à x íàáóâà¹ âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ1 + ξ2.

Äëÿ íàñ íàéáiëüø âàæëèâèìè ¹ íåâiä'¹ìíi öiëî÷èñëîâi âèïàäêîâi âåëè÷èíè
(iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè ñàìå òàêi âåëè÷èíè). Ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëà (4.2.4)
íàáóâà¹ âèãëÿäó

P{ξ1 + ξ2 = n} =
n∑
k=0

P{ξ1 = n− k}P{ξ2 = k}. (4.2.5)

Íåõàé p1(i) = P{ξ1 = i}, p2(j) = P{ξ2 = j}. Äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàí-
íÿ ôîðìóëè (4.2.5) çðó÷íî óòâîðèòè òàêó ìàòðèöþ:

p2(0) p2(1) p2(2) ...
p1(0) p1(0)p2(0) p1(0)p2(1) p1(0)p2(2) ...
p1(1) p1(1)p2(0) p1(1)p2(1) p1(1)p2(2) ...
p1(2) p1(2)p2(0) p1(2)p2(1) p1(2)p2(2) ...
... ... ... ... ...

(4.2.6)

Òîäi âçäîâæ ëiíié i + j = n, ïàðàëåëüíèõ ãîëîâíié äiàãîíàëi, ñòîÿòèìóòü
äîäàíêè ñóìè

p1(n)p1(0) + p1(n− 1)p1(1) + . . .+ p1(0)p1(n),
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ÿêà çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.2.5) äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi P{ξ1 + ξ2 = n}.
Ïðèêëàä 1. Íåõàé êîìïàíiÿ óêëàëà 4 äîãîâîðè êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðà-

õóâàííÿ çà òàêèõ óìîâ: ÿêùî çàñòðàõîâàíèé ïîìåð ïðîòÿãîì ðîêó âiä íå-
ùàñíîãî âèïàäêó, òî éîãî ñïàäêî¹ìöÿì ñïëà÷ó¹òüñÿ ñóìà â 5.000 äîë., à ó
âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 2.500
äîë.; ó ðàçi, ÿêùî çàñòðàõîâàíèé ëèøèâñÿ æèâèì ïðîòÿãîì ðîêó, êîìïàíiÿ íå
ñïëà÷ó¹ íi÷îãî.

Íåõàé iìîâiðíiñòü ñìåðòi ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí äîðiâíþ¹ 0.1 i òàêà æ éìî-
âiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó.

Çíàéòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé S = ξ1 +ξ2 +ξ3 +ξ4, äå ξk � iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè. Äëÿ

ñïðîùåííÿ ðîçðàõóíêiâ âiçüìåìî 2.500 äîë. çà îäèíèöþ. Çà óìîâîþ êîæíèé
ç iíäèâiäóàëüíèõ ïîçîâiâ ξk ìà¹ òàêèé ðîçïîäië:

ξk :
0 1 2
0.8 0.1 0.1 (4.2.7)

Äëÿ òîãî ùîá çíàéòè ðîçïîäië S çíàéäåìî ñïî÷àòêó ðîçïîäië ξ1 + ξ2. Äëÿ
öüîãî óòâîðèìî òàáëèöþ âèãëÿäó (4.2.6):

0.8 0.1 0.1
0.8 0.64 0.08 0.08
0.1 0.08 0.01 0.01
0.1 0.08 0.01 0.01

Ïiäñóìîâóþ÷è äîäàíêè âçäîâæ ëiíié i + j = k, k = 0, 1, 2, 3, 4, ïàðàëåëüíèõ
ãîëîâíié äiàãîíàëi, îá÷èñëþ¹ìî éìîâiðíîñòi q(n) = P{ξ1 + ξ2 = n}:

n 0 1 2 3 4
q(n) 0.64 0.16 0.17 0.02 0.01

Äàëi çíàéäåìî ðîçïîäië ñóìè ξ1+ξ2+ξ3. Äëÿ öüîãî çíîâó óòâîðèìî òàáëèöþ
âèãëÿäó (4.2.6) ç åëåìåíòàìè p3(i) · q(j):

0.64 0.16 0.17 0.02 0.01
0.8 0.512 0.128 0.136 0.016 0.008
0.1 0.064 0.016 0.017 0.002 0.001
0.1 0.064 0.016 0.017 0.002 0.001

Ïiäñóìîâóþ÷è äîäàíêè âçäîâæ ëiíié i + j = k, k = 0, 1, .., 6, ïàðàëåëüíèõ
ãîëîâíié äiàãîíàëi, îá÷èñëþ¹ìî éìîâiðíîñòi r(n) = P{ξ1 + ξ2 + ξ3 = n}:

n 0 1 2 3 4 5 6
r(n) 0.512 0.192 0.216 0.049 0.027 0.003 0.001

I òåïåð äëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó S óòâîðèìî òàáëè-
öþ âèãëÿäó (4.2.6) ç åëåìåíòàìè p4(i) · r(j):

0.512 0.192 0.216 0.049 0.027 0.003 0.001
0.8 0.4096 0.1536 0.1728 0.0392 0.0216 0.0024 0.0008
0.1 0.0512 0.0192 0.0216 0.0049 0.0027 0.0003 0.0001
0.1 0.0512 0.0192 0.0216 0.0049 0.0027 0.0003 0.0001
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Ïiäñóìîâóþ÷è äîäàíêè âçäîâæ ëiíié i + j = k, k = 0, 1, .., 8, îá÷èñëþ¹ìî
ðîçïîäië ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó S:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8

s(n) 0.4096 0.2048 0.2432 0.0800 0.0481 0.0100 0.0038 0.0004 0.0001

Òåïåð âæå íåâàæêî îòðèìàòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó
F (n) = P{S ≤ n}:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
F (n) 0.4096 0.6144 0.8576 0.9376 0.9857 0.9957 0.9995 0.9999 1

Íàãàäà¹ìî, ùî F (n) � öå éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨, ÿêùî ¨¨ êàïiòàë
äîðiâíþ¹ n.
Ïðèêëàä 2. Çà óìîâ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó îá÷èñëèòè:
1) ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨;
2) iìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨, ÿêùî ðîçìið ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨ áóäå

äîðiâíþâàòè íåòòî-ïðåìi¨;
3) ðîçìið ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨, çà ÿêî¨ éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ íå ïåðåâèùóâà-

òèìå 0.1.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì íåòòî-ïðåìiÿ âiäïîâiäà¹ ñåðåäíüîìó

ïðèáóòêó êîìïàíi¨, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ. Ïðèáóòîê êîìïàíi¨ ε = 4p − S =
4p −

∑
k ξk. Òîìó ñåðåäíié ïðèáóòîê Mε = 4p −

∑
kMξk. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ

íåòòî-ïðåìi¨ p0 ìà¹ìî ðiâíÿííÿ 4(p −Mξk) = 0. Çâiäñè p0 = Mξk = 0 · 0.8 +
1 · 0.1 + 2 · 0.1 = 0.3.

2. ßêùî ðîçìið ïðåìi¨ p áóäå äîðiâíþâàòè íåòòî-ïðåìi¨ p0, òî êàïiòàë êîì-
ïàíi¨ ñêëàäàòèìå u = 4 · 0.3 = 1.2. Òîäi éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨
äîðiâíþâàòèìå F (1.2) = F (1) = 0.6144.

Çâè÷àéíî, öå íåäîïóñòèìî ìàëà éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ.
3. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó F (n) áà÷èìî, ùî 1−F (n) ≤ 0.1

ïðè n ≥ 3. Òîìó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ íå ïåðåâèùó¹ 0.1, ÿêùî êîìïàíiÿ
ìà¹ êàïiòàë u = 3. Òîäi ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ p áóäå ñêëàäàòè p = 3/4 îäèíèöi,
òîáòî p = 0.75 · 2500 äîë. = 1875 äîë. Çâiñíî, öå çàíàäòî âåëèêà ñòðàõîâà
ïðåìiÿ. Àëå öå ïîâ'ÿçàíî ç ìàëîþ êiëüêiñòþ äîãîâîðiâ.

Iíøèì ìåòîäîì òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó ñóìè íåçàëåæíèõ âèïàäêî-
âèõ âåëè÷èí, âiäîìèì ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé, ¹ ìåòîä, ùî áàçó¹òüñÿ íà çàñòî-
ñóâàííi òâiðíèõ ôóíêöié.
Ìåòîä òâiðíèõ ôóíêöié

Îçíà÷åííÿ 4.2.2 Íåõàé äèñêðåòíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ íàáóâà¹ íåâiä'¹ì-
íèõ öiëî÷èñëîâèõ çíà÷åíü. Òâiðíà ôóíêöiÿ ϕξ(z) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ âè-
çíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

ϕξ(z) := Mzξ, (4.2.8)

äå z � äîâiëüíå êîìïëåêñíå ÷èñëî.
Çãiäíî ç ôîðìóëîþ äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ äèñêðåòíî¨

âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè, ìà¹ìî

ϕξ(z) =
∞∑
n=0

p(n)zn, (4.2.9)

39



äå p(n) = P{ξ = n}.
Îñíîâíi âëàñòèâîñòi òâiðíèõ ôóíêöié

Òâåðäæåííÿ 4.2.1 Òâiðíà ôóíêöiÿ ϕξ(z) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ àíàëiòè-
÷íà â îäèíè÷íîìó êðóçi |z| < 1.

Äîâåäåííÿ. Çà îñíîâíîþ âëàñòèâiñòþ áóäü-ÿêîãî ðîçïîäiëó
∑

n pn = 1.
Öå îçíà÷à¹, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä

∑
n pnz

n çáiãà¹òüñÿ â òî÷öi z = 1. Òîäi çà òåî-
ðåìîþ Àáåëÿ öåé ðÿä çáiãà¹òüñÿ â îäèíè÷íîìó êðóçi |z| < 1 i çà òåîðåìîþ ïðî
äèôåðåíöiéîâíiñòü ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó éîãî ñóìà ¹ àíàëiòè÷íîþ â öüîìó
êðóçi ôóíêöi¹þ.

Òâåðäæåííÿ 4.2.2 Ðîçïîäië âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹-
òüñÿ çà òâiðíîþ ôóíêöi¹þ ϕξ(z). Çîêðåìà, ÿêùî òâiðíi ôóíêöi¨ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí çáiãàþòüñÿ, òî ¨õ ðîçïîäiëè îäíàêîâi.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãîðíåìî òâiðíó ôóíêöiþ â ðÿä Òåéëîðà â îêîëi íóëÿ:

ϕξ(z) =
∞∑
n=0

cnz
n.

ßê âiäîìî, òàêå ðîçâèíåííÿ â ðÿä ¹äèíå i cn = ϕ
(n)
ξ (0)/n! Òîìó pn =

= P{ξ = n} = ϕ
(n)
ξ (0)/n!

Òâåðäæåííÿ 4.2.3 ßêùî âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξ1 i ξ2 íåçàëåæíi, òî òâiðíà
ôóíêöiÿ ¨õ ñóìè ξ1 + ξ2 äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ òâiðíèõ ôóíêöié.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ äîáóòêó íåçàëåæíèõ âè-
ïàäêîâèõ âåëè÷èí äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü, òî

ϕξ1+ξ2(z) = Mzξ1+ξ2 = Mzξ1 · zξ2 = Mzξ1 ·Mzξ2 = ϕξ1(z) · ϕξ2(z).

Îçíà÷åííÿ 4.2.3 Íåõàé k � íàòóðàëüíå ÷èñëî. k-ì ôàêòîðiàëüíèì ìîìåí-
òîì âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ

Mξ(ξ − 1)(ξ − 2) . . . (ξ − k + 1).

Òâåðäæåííÿ 4.2.4 ßêùî k-é ôàêòîðiàëüíèé ìîìåíò âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè

ξ iñíó¹, òî iñíó¹ ëiâîái÷íà ïîõiäíà k-ãî ïîðÿäêó ϕ
(k)
ξ (1− 0) i

ϕ
(k)
ξ (1− 0) = Mξ(ξ − 1)(ξ − 2) . . . (ξ − k + 1).

Çîêðåìà,
Mξ = ϕ′ξ(1− 0), Mξ2 = ϕ′′ξ(1− 0) + ϕ′ξ(1− 0).

Äîâåäåííÿ áàçó¹òüñÿ íà âiäîìié iç ÒÔÊÇ 2-é òåîðåìi Àáåëÿ.
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Òåîðåìà 4.2.5 ßêùî ñòåïåíåâèé ðÿä
∞∑
n=0

anz
n çáiãà¹òüñÿ â äåÿêié ãðàíè÷íié

òî÷öi z0 êðóãà çáiæíîñòi, òî éîãî ñóìà s(z) íåïåðåðâíà âçäîâæ ðàäióñà 0z0,
òîáòî limz→z0 s(z) = s(z0), ÿêùî òî÷êà z çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè z0 óçäîâæ
ðàäióñà 0z0.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.2.4. Çà ôîðìóëîþ (4.2.9) ϕξ(z) =∑∞
n=0 p(n)zn, äå p(n) = P{ξ = n}, ïðè÷îìó îñòàííié ðÿä çáiãà¹òüñÿ â êðóçi

|z| < 1 óíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 4.2.1. Çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî äèôåðåíöiéîâíiñòü
ñóìè ñòåïåíåâîãî ðÿäó

ϕ
(k)
ξ (z) =

∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)p(n)zn, (4.2.10)

ÿêùî |z| < 1. Çà óìîâîþ iñíó¹ k-é ôàêòîðiàëüíèé ìîìåíò

Mξ(ξ − 1)(ξ − 2) . . . (ξ − k + 1) =
∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)p(n).

Öå îçíà÷à¹, ùî ñòåïåíåâèé ðÿä (4.2.10) çáiãà¹òüñÿ â òî÷öi z = 1. Òîäi çà
òåîðåìîþ 4.2.5 ôóíêöiÿ ϕ(k)

ξ (z) íåïåðåðâíà çëiâà â òî÷öi z = 1, òîáòî

lim
z→1−0

ϕ
(k)
ξ (z) =

∞∑
n=k

n(n−1) . . . (n−k+1)p(n) = Mξ(ξ−1)(ξ−2) . . . (ξ−k+1).

Çîêðåìà,
ϕ′ξ(1− 0) = Mξ, ϕ′′ξ(1− 0) = Mξ2 −Mξ.

Çâiäñè
Mξ2 = ϕ′′ξ(1− 0) + ϕ′ξ(1− 0).

Îá÷èñëåííÿ ðîçïîäiëó ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó êîìïàíi¨ áàçó¹òüñÿ íà âëàñòè-
âîñòÿõ òâiðíèõ ôóíêöié, íàâåäåíèõ ó òâåðäæåííÿõ 4.2.2 i 4.2.3.

Ñïî÷àòêó îá÷èñëþ¹òüñÿ òâiðíà ôóíêöiÿ ϕξk iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó ξk çà
ôîðìóëîþ (4.2.9). Çãiäíî ç öi¹þ ôîðìóëîþ ϕξk � áàãàòî÷ëåí, îñêiëüêè iíäèâi-
äóàëüíèé ïîçîâ íàáóâà¹ ñêií÷åííîãî ÷èñëà çíà÷åíü.

Ïîòiì iç âèêîðèñòàííÿì òâåðäæåííÿ 4.2.3 i ç îãëÿäó íà íåçàëåæíiñòü
âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξk îá÷èñëþ¹òüñÿ òâiðíà ôóíêöiÿ ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó
S =

∑
k ξk:

ϕS(z) =
∏
k

ϕξk.

Òàêèì ÷èíîì, ϕS(z) òàêîæ ¹ äåÿêèì áàãàòî÷ëåíîì

ϕS(z) =
∑
n

s(n)zn,
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à ñàìå � äîáóòêîì áàãàòî÷ëåíiâ ϕξk (öi áàãàòî÷ëåíè îäíàêîâi, ÿêùî iíäèâiäó-
àëüíi ïîçîâè îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi).

Íàðåøòi, çà äîïîìîãîþ òâiðíî¨ ôóíêöi¨ ϕS(z) çíàõîäèìî ðîçïîäië ïiäñóì-
êîâîãî ðèçèêó. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4.2.2

P{S = n} = s(n),

òîáòî éìîâiðíiñòü P{S = n} ¹ êîåôiöi¹íòîì áàãàòî÷ëåíà ϕS(z) ïðè zn.
Ïðèêëàä 3. Çà óìîâ ïðèêëàäó 1 îá÷èñëèòè ðîçïîäië ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó

S ìåòîäîì òâiðíèõ ôóíêöié.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà óìîâîþ âñi iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè ξk ìàþòü îäíàêîâèé

ðîçïîäië

ξk :
0 1 2
0.8 0.1 0.1

Òîìó âñi âîíè ìàþòü îäíó òâiðíó ôóíêöiþ

ϕξk(z) = 0.8 · z0 + 0.1 · z1 + 0.1 · z2 = 0.1(8 + z + z2).

Êîðèñòóþ÷èñü òâåðäæåííÿì 4.2.3, çíàõîäèìî òâiðíó ôóíêöiþ ïiäñóìêîâîãî
ðèçèêó S:

ϕS(z) = ϕ4
ξk

(z) = (0.1)4(8 + z + z2)4 = 10−4(64 + 16z + 17z2 + 2z3 + z4)2 =

= 10−4(4096 + 2048z + 2432z2 + 800z3 + 481z4 + 100z5 + 38z6 + 4z7 + z8).

Çàïèñàâøè êîåôiöi¹íòè s(n) ïðè zn ïiä âiäïîâiäíèìè çíà÷åííÿìè ñòåïåíÿ
n, îòðèìà¹ìî ðîçïîäië ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó (s(n) = P{S = n}):

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
s(n) 0.4096 0.2048 0.2432 0.0800 0.0481 0.0100 0.0038 0.0004 0.0001

Òàêó æ òàáëèöþ áóëî îòðèìàíî ðàíiøå ìåòîäîì çãîðòîê.

4.3 Ìåòîäè íàáëèæåíîãî ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê
ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó

Êiëüêiñòü çàñòðàõîâàíèõ ó ñòðàõîâié êîìïàíi¨ çàçâè÷àé äóæå âåëèêå. Òîìó
âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçðàõóíêó ðîçïîäiëó ñóìè âåëèêî¨ êiëüêîñòi äîäàíêiâ.
Çðîçóìiëî, ùî ðó÷íi ìåòîäè ðîçðàõóíêiâ çà äîïîìîãîþ çãîðòîê àáî òâiðíèõ
ôóíêöié, ÿêi áóëî ðîçãëÿíóòî â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôi, äëÿ öüîãî íåïðèäà-
òíi. Ðîçðàõóíêè çà äîïîìîãîþ öèõ ìåòîäiâ iç çàñòîñóâàííÿì ÅÎÌ òåæ ìîæóòü
âèêëèêàòè ïðîáëåìè, ïîâ'ÿçàíi ç ìàëèìè éìîâiðíîñòÿìè çíà÷åíü, ùî íàáóâà¹
ñóìà âåëèêî¨ êiëüêîñòi äîäàíêiâ.

Îòæå, òî÷íèé ðîçðàõóíîê õàðàêòåðèñòèê ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó ñóìè âåëè-
êî¨ êiëüêîñòi äîäàíêiâ ïðàêòè÷íî íåìîæëèâèé. Ó öié ñèòóàöi¨ íà äîïîìîãó
ïðèõîäÿòü ãðàíè÷íi òåîðåìè òåîði¨ éìîâiðíîñòåé. Çìiñò öèõ òåîðåì ïîëÿãà¹
â òîìó, ùî çà äåÿêèõ äîñèòü çàãàëüíèõ óìîâ ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ñóìè SN N
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íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ïðè N →∞ çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó
äåÿêî¨ êîíêðåòíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè. Öå äà¹ çìîãó çàìiñòü ôóíêöi¨ ðîçïî-
äiëó ñóìè SN , ÿêó âàæêî îá÷èñëèòè, çàñòîñîâóâàòè öþ êîíêðåòíó ôóíêöiþ
ðîçïîäiëó äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷. Ïðè öüîìó ïîõèáêà âiä òàêî¨
çàìiíè äîñèòü ìàëà i çàäîâîëüíÿ¹ ïðàêòè÷íi âèìîãè ùîäî òî÷íîñòi îá÷èñëåíü.

Ç òåîði¨ éìîâiðíîñòåé âiäîìi äâi îñíîâíi ãðàíè÷íi òåîðåìè òàêîãî òèïó.
Öå òåîðåìà Ïóàññîíà i öåíòðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà. Ðîçãëÿíåìî ìåòîäè íà-
áëèæåíîãî ðîçðàõóíêó õàðàêòåðèñòèê ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó, ÿêi áàçóþòüñÿ íà
âèêîðèñòàííi öèõ òåîðåì.
Ìåòîä Ïóàññîíà. Öåé ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà òåîðåìi Ïóàññîíà.

Òåîðåìà 4.3.1 Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè (iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè) ξk íåçàëå-
æíi é íàáóâàþòü òiëüêè äâîõ çíà÷åíü 0 i 1 ç iìîâiðíîñòÿìè

p = P{ξk = 0}, q = P{ξk = 1}.
ßêùî N →∞, à q → 0 òàê, ùî Nq → λ, äå λ > 0, òî âèêîíó¹òüñÿ òàêà

ãðàíè÷íà ðiâíiñòü:

lim
n→∞

P{ξ1 + ξ2 . . .+ ξN = k} → λk

k!
e−λ, k = 0, 1, 2 . . .

Çàóâàæåííÿ. Ñåíñ óìîâè q → 0 ç ïîãëÿäó àêòóàðíî¨ ìàòåìàòèêè ïîëÿãà¹ â
òîìó, ùî ÷àñòêà ïîçîâiâ, ÿêi íàáóëè çíà÷åííÿ 1, òîáòî ÷àñòêà îñiá, ÿêi ïîìåðëè
ïðîòÿãîì ðîêó, ñåðåä óñiõ çàñòðàõîâàíèõ ó ñòðàõîâié êîìïàíi¨ ¹ ìàëîþ.

Îçíà÷åííÿ 4.3.1 Âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ, ÿêà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ k =
0, 1, 2, . . . ç éìîâiðíîñòÿìè

P{ξ = k} =
λk

k!
e−λ,

íàçèâà¹òüñÿ ðîçïîäiëåíîþ çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ.
Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêi âëàñòèâîñòi ðîçïîäiëó Ïóàññîíà.

Òâåðäæåííÿ 4.3.2 Íåõàé âèïàäêîâà âåëè÷èíà ξ ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Ïó-
àññîíà ç ïàðàìåòðîì λ. Òîäi

Mξ = λ, Dξ = λ.

Òâåðäæåííÿ 4.3.3 Ñóìà äâîõ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ξ1 i ξ2, ÿêi
ðîçïîäiëåíi çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðàìè λ1 i λ2 âiäïîâiäíî, ðîçïîäi-
ëåíà çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ1 + λ2.

Íàéïðîñòiøå äîâåäåííÿ öèõ òâåðäæåíü áàçó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi òâiðíèõ
ôóíêöié.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.3.2. Îá÷èñëèìî òâiðíó ôóíêöiþ ϕ âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè ξ çà ôîðìóëîþ (4.2.9):

ϕ(z) =
∞∑
k=0

λk

k!
e−λzk = e−λ

∞∑
k=0

(λz)k

k!
= e−λeλz = eλz−λ. (4.3.1)
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Òîìó
ϕ′(z) = λeλ(z−1), ϕ′′(z) = λ2eλ(z−1)

i çà òâåðäæåííÿì 4.2.4 ìà¹ìî

Mξ = ϕ′(1) = λ, Mξ2 = ϕ′′(1) + ϕ′(1) = λ2 + λ,

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = λ2 + λ− λ2 = λ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 4.3.3. Çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 4.2.3 i ôîð-
ìóëó (4.3.1), îá÷èñëþ¹ìî òâiðíó ôóíêöiþ ñóìè ξ1 + ξ2:

ϕξ1+ξ2(z) = ϕξ1(z)ϕξ2(z) = eλ1z−λ1eλ2z−λ2 = e(λ1+λ2)z−(λ1+λ2).

Àëå çãiäíî ç ôîðìóëîþ (4.3.1) öå ¹ òâiðíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ç
ïàðàìåòðîì λ1 + λ2. Òîìó âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 4.2.2 âèïàäêîâà âåëè÷èíà
ξ1 + ξ2 ðîçïîäiëåíà ñàìå çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ1 + λ2.

Äëÿ ðiçíèõ õàðàêòåðèñòèê ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ç ìåòîþ ¨õ ïðàêòè÷íèõ çà-
ñòîñóâàíü ñêëàäåíi òàáëèöi. Äëÿ çàñòîñóâàííÿ â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi íàé-
âàæëèâiøèìè ¹ òàáëèöi êâàíòèëiâ.

Îçíà÷åííÿ 4.3.2 Êâàíòèëåì ðiâíÿ α âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ξ íàçèâà¹òüñÿ
íàéìåíøå ÷èñëî xα, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

P{ξ ≤ xα} ≥ α.

Íèæ÷å íàâåäåíà òàáëèöÿ êâàíòèëiâ ðiâíÿ α = 0.95 ðîçïîäiëó Ïóàññîíà.

λ x0.95 P{ξ ≤ x0.95}
0.7 2 0.9659
0.8 2 0.9626
0.9 3 0.9885
1 3 0.9810
2 5 0.9834
3 5 0.9665
4 8 0.9786
5 9 0.9682
6 10 0.9574
7 12 0.9730
8 13 0.9658
9 14 0.9585
10 15 0.9513

Ïðèêëàä 1. Ó êîìïàíi¨ çàñòðàõîâàíî N = 3000 îñiá ó âiöi x = 38 ðîêiâ çà
óìîâ íàéïðîñòiøîãî âèäó ñòðàõóâàííÿ (äèâ. §4.1). Ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè
b, ïðèçíà÷åíèé êîìïàíi¹þ, äîðiâíþ¹ 2.500 äîë.

1. ßêîþ ïîâèííà áóòè ñòðàõîâà ïðåìiÿ p, ùîá éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîì-
ïàíi¨ íå ïåðåâèùóâàëà 5% ?

2. Îá÷èñëèòè íåòòî-ïðåìiþ p0, ñòðàõîâó íàäáàâêó i âiäíîñíó ñòðàõîâó íà-
äáàâêó Θ (äèâ. îçíà÷åííÿ 4.1.1 i 4.1.2).
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöi òðèâàëîñòi æèòòÿ, çíàéäåìî
éìîâiðíiñòü ñìåðòi qx ïðîòÿãîì ðîêó îñîáè ó âiöi x = 38 ðîêiâ: q = qx =
0.002984.

Îñêiëüêè N äîñèòü âåëèêå, à q äîñèòü ìàëå, òî çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè Ïó-
àññîíà äàâàòèìå õîðîøi ðåçóëüòàòè ùîäî òî÷íîñòi íàáëèæåííÿ ôóíêöi¨ ðîç-
ïîäiëó ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó.

Âiçüìåìî b = 2.500 äîë. çà îäèíèöþ (ó òåîðåìi Ïóàññîíà çà îäèíèöþ âçÿòî
âåëè÷èíó ñòðàõîâîãî ïîçîâó, òîáòî ñòðàõîâó âèïëàòó). Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ
Ïóàññîíà ðîçïîäië ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó ìîæíà çàìiíèòè ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà
ç ïàðàìåòðîì λ = Nq = 3000 · 0.002984 ≈ 9. Òîìó éìîâiðíiñòü P{

∑N
k=1 ξk ≤

u} íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ éìîâiðíîñòi P{ξ ≤ u}, äå ξ � âèïàäêîâà âåëè÷èíà,
ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ = 9.

Çà óìîâîþ éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ ïîâèííà áóòè íå ìåíøîþ çà
95%. Öå îçíà÷à¹ ç îãëÿäó íà ôîðìóëó (4.2.1), ùî êàïiòàë êîìïàíi¨ u ïîâèíåí
çàäîâîëüíÿòè óìîâó

P

{
N∑
k=1

ξk ≤ u

}
≥ 0.95.

Öþ óìîâó çãiäíî ç òåîðåìîþ Ïóàññîíà ìîæíà íàáëèæåíî çàìiíèòè óìîâîþ

P{ξ ≤ u} ≥ 0.95.

Òàêèì ÷èíîì, çà îçíà÷åííÿì 4.3.2 êàïiòàë êîìïàíi¨ u äîðiâíþ¹ êâàíòèëþ ðiâ-
íÿ 0.95 ðîçïîäiëó Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ = 9. Êîðèñòóþ÷èñü òàáëèöåþ
êâàíòèëiâ ðiâíÿ 0.95 ðîçïîäiëó Ïóàññîíà, ìà¹ìî

u = x0.95 = 14 (4.3.2)

(íàãàäà¹ìî, ùî çà îäèíèöþ ìè âçÿëè 2.500 äîë.). Òîìó ñòðàõîâà ïðåìiÿ p
ñòàíîâèòèìå

p =
u

N
=

14

3000
, (4.3.3)

òîáòî

p =
14

3000
2.500 . ≈ 11.67 .

2. Çà îçíà÷åííÿì âåëè÷èíà íåòòî-ïðåìi¨ p0 âiäïîâiäà¹ ñåðåäíüîìó ïðè-
áóòêó êîìïàíi¨, ùî äîðiâíþ¹ íóëþ. Ñåðåäíié ïðèáóòîê êîìïàíi¨ ñêëàäà¹
Mε = N(p −Mξk). Òîìó p0 = Mξk = (0 · px + 2.500 · qx) äîë. = 7.5 äîë.,
ðîçìið ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè p− p0 = (11.67− 7.5) äîë. = 4.17 äîë., à âiäíîñíà
ñòðàõîâà íàäáàâêà ñêëàäà¹

Θ =
p− p0

p0
=

4.17

7.5
= 0.556,

òîáòî 55.6%.
Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ áóëî îòðèìàíî ôîðìóëè

(4.3.2) i (4.3.3), äiéäåìî äî âèñíîâêó, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ôîðìóëà äëÿ
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ñòðàõîâî¨ âèïëàòè p, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ êîìïàíi¨ éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ α, ìà¹
òàêèé âèãëÿä:

p =
xα
N
, (4.3.4)

äå xα � êâàíòèëü ðiâíÿ α ðîçïîäiëó Ïóàññîíà; N � êiëüêiñòü çàñòðàõîâàíèõ ó
êîìïàíi¨ çà óìîâ íàéïðîñòiøîãî âèäó ñòðàõóâàííÿ.
Çàóâàæåííÿ. 1. Ìåòîä, ùî áàçó¹òüñÿ íà òåîðåìi Ïóàññîíà, ìîæíà çàñòî-

ñîâóâàòè i â áiëüø çàãàëüíié ñèòóàöi¨.
ßêùî ïîðòôåëü êîìïàíi¨ (òîáòî ñóêóïíiñòü óñiõ äîãîâîðiâ) ñêëàäà¹òüñÿ ç

ðiçíîðiäíèõ äîãîâîðiâ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ, íàïðèêëàä, iìîâiðíiñòþ ïîçîâiâ, òî
¨õ ñïî÷àòêó òðåáà çãðóïóâàòè â îäíîðiäíi (àëå äîñòàòíüî âåëèêi) ãðóïè i äî
êîæíî¨ ç íèõ çàñòîñóâàòè òåîðåìó Ïóàññîíà, çàìiíèâøè ïiäñóìêîâi ðîçïîäiëè
â êîæíié ç öèõ ãðóï âiäïîâiäíèì ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà. Ïîòiì, çâàæàþ÷è íà
òå, ùî ñóìà íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ðîçïîäiëåíèõ çà çàêîíîì Ïó-
àññîíà, òàêîæ ðîçïîäiëåíà çà çàêîíîì Ïóàññîíà (òâåðäæåííÿ 4.3.3), çàìiíèòè
ðîçïîäië ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó öèì ïiäñóìêîâèì ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà.

ßêùî iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ íàáóâà¹ êiëüêîõ çíà÷åíü, òî âåëè÷èíà ïiäñóì-
êîâîãî ðèçèêó ìàòèìå ïîëiíîìiàëüíèé ðîçïîäië, ÿêèé ó ñâîþ ÷åðãó ìîæå áóòè
çàìiíåíèé áàãàòîâèìiðíèì ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà.

2. Íåäîëiêîì ìåòîäó Ïóàññîíà ¹ òå, ùî ôîðìóëà (4.3.4) äëÿ ñòðàõîâî¨ âè-
ïëàòè, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ çàäàíó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨, íå ìiñòèòü ó
ÿâíîìó âèãëÿäi ðîçìiðó íåòòî-ïðåìi¨.

Ìåòîä Ãàóññà. Öåé ìåòîä áàçó¹òüñÿ íà öåíòðàëüíié ãðàíè÷íié òåîðåìi.
Íàâåäåìî íàéïðîñòiøèé âàðiàíò öi¹¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 4.3.4 Íåõàé âèïàäêîâi âåëè÷èíè ξk, k = 1, 2, . . . , N íåçàëåæíi,
îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi é ìàþòü ñêií÷åííi ìàòåìàòè÷íi ñïîäiâàííÿ i äèñïåð-
ñiþ; SN :=

∑N
k=1 ξk,

S∗N :=
SN −MSN√

DSN
.

Òîäi äëÿ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó FS∗
N
íîðìîâàíî¨ ñóìè S∗N ó áóäü-ÿêié òî÷öi

x ∈ (−∞,∞) ñïðàâåäëèâà òàêà ãðàíè÷íà ðiâíiñòü:

lim
N→∞

FS∗
N

(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e−t
2/2dt =: F (x),

äå F (x) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ç
ïàðàìåòðàìè 0 i 1.

Äëÿ ôóíêöi¨ F (x) íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó ç ïàðàìåòðàìè 0 i 1 ñêëàäåíi
òàáëèöi, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè çàñòîñóâàííÿõ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òå-
îðåìè.

Iñíó¹ âåëèêà êiëüêiñòü ðiçíîìàíiòíèõ óçàãàëüíåíü öi¹¨ òåîðåìè. Àëå çìiñò
áóäü-ÿêîãî âàðiàíòà öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî íîðìî-
âàíà ñóìà S∗N âåëèêî¨ êiëüêîñòi íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ïðè äîñèòü
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çàãàëüíèõ óìîâàõ ìà¹ ðîçïîäië, áëèçüêèé äî íîðìàëüíîãî ç ïàðàìåòðàìè 0 i 1.
Ñàìå öåé ôàêò ¹ âàæëèâèì äëÿ çàñòîñóâàííÿ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè.

Ðîçãëÿíåìî ñõåìó çàñòîñóâàííÿ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè äëÿ îá÷è-
ñëåííÿ ðîçìiðó ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨ p, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ çàäàíó éìîâiðíiñòü íåðî-
çîðåííÿ êîìïàíi¨ α.

Íåõàé ó êîìïàíi¨ çàñòðàõîâàíî N îñiá ó âiöi x ðîêiâ çà óìîâ íàéïðîñòiøîãî
âèäó ñòðàõóâàííÿ (äèâ. §4.1). Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ ξ çà
óìîâ öüîãî âèäó ñòðàõóâàííÿ ìà¹ òàêèé ðîçïîäië:

ξ :
0 b
px qx

ßê i ðàíiøå px = P{T (x) > 1} � éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ëþäèíà ó âiöi x ðîêiâ
ïðîæèâå ùå ùîíàéìåíøå ðiê, qx = P{T (x) ≤ 1} � iìîâiðíiñòü ñìåðòi ëþäèíè
ó âiöi x ðîêiâ ïðîòÿãîì ðîêó.

ßêùî SN � ïiäñóìêîâèé ðèçèê, òî

MSN = NMξk = Nbqx,

à îñêiëüêè âåëè÷èíè ξk íåçàëåæíi, òî

DSN = NDξk = N(Mξ2
k − (Mξk)

2) = N(b2qx − (bqx)
2) = Nb2qxpx.

ßêùî p � íåîáõiäíà ñòðàõîâà ïðåìiÿ, òî êàïiòàë êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹ Np, à
éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ � P{SN ≤ Np}. Çàñòîñîâóþ÷è öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó
òåîðåìó, ìàòèìåìî

α = P{SN ≤ Np} = P

{
SN −MSN√

DSN
≤ Np−MSN√

DSN

}
=

= FS∗
N

(
Np−MSN√

DSN

)
≈ F

(
Np−Nbqx√
Nb2qxpx

)
= F

(√
N
p− bqx
b
√
qxpx

)
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

√
N
p− bqx
b
√
qxpx

= xα

âiäíîñíî p, äå xα � òî÷êà, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

F (xα) = α.

Öÿ òî÷êà çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ òàáëèöi ôóíêöi¨ F (x). Ç öüîãî ðiâíÿííÿ
îòðèìó¹ìî íåîáõiäíèé ðîçìið ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨:

p = bqx +
b
√
qxpx√
N

xα. (4.3.5)
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Çàçíà÷èìî, ùî bqx � ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ p0. Äiéñíî, ïðèáóòîê êîìïàíi¨
ε = Np − Nξk, ñåðåäíié ïðèáóòîê Mε = N(p −Mξk) = N(p − bqx). Îòæå,
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Mε = 0 ¹ p0 = bqx. Òîìó äðóãèé äîäàíîê ó ôîðìóëi
(4.3.5), à ñàìå � b

√
qxpx√
N
xα, � öå ðîçìið ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè p−p0, à äëÿ âiäíîñíî¨

ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè θ = (p− p0)/p0 ìà¹ìî

θ =
b
√
qxpx√
Nbqx

xα = xα

√
px
Nqx

.

Çîêðåìà, ç öi¹¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹, ùî ðîçìið âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè
çìåíøó¹òüñÿ ïðè çáiëüøåííi êiëüêîñòi çàñòðàõîâàíèõ N .
Ïðèêëàä 2. Çà óìîâè ïðèêëàäó 1 ìåòîäîì Ãàóññà çíàéòè ðîçìið ñòðàõîâî¨

ïðåìi¨ p, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ 0.95.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó íîðìàëüíîãî çà-

êîíó ç ïàðàìåòðàìè 0 i 1 çíàõîäèìî x0.95 = 1.645, à çà äîïîìîãîþ òàáëèöi
òðèâàëîñòi æèòòÿ � qx = 0.003 (äëÿ x = 38). Òåïåð çà ôîðìóëîþ (4.3.5) îòðè-
ìó¹ìî

p = 2500 · 0.003 +
2500
√

0.003 · 0.997√
3000

× 1.645 ≈ 7.5 + 2.5 · 1.645 ≈ 11.61 .

Ïîðiâíþþ÷è öåé ðåçóëüòàò ç ðåçóëüòàòîì, ÿêèé áóëî îòðèìàíî çà äîïîìî-
ãîþ ìåòîäó Ãàóññà (äèâ. ïðèêë. 1), áà÷èìî, ùî âîíè iñòîòíî íå âiäðiçíÿþòüñÿ.

4.4 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêiâ

Ïðèêëàä 1. Ó ñòðàõîâié êîìïàíi¨ çàñòðàõîâàíî N1 = 3000 îñiá ó âiöi
38 ðîêiâ i N1 = 1000 îñiá ó âiöi 18 ðîêiâ. Êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ ñïàäêî¹ìöÿì
çàñòðàõîâàíîãî âèïëàòó â ðîçìiði b = 250000 ãðí ó ðàçi éîãî ñìåðòi ïðîòÿãîì
ðîêó i íå ñïëà÷ó¹ íi÷îãî, ÿêùî âií ïðîæèâå áiëüøå ðîêó ïiñëÿ óêëàäàííÿ
äîãîâîðó. Ìåòîäàìè Ïóàññîíà i Ãàóññà ïiäðàõóâàòè ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè,
ÿêà ãàðàíòó¹, ùî éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ íå ïåðåâèùóâàòèìå 5%.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1. Ìåòîä Ïóàññîíà. Âiçüìåìî ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè b

çà îäèíèöþ. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöü òðèâàëîñòi æèòòÿ çíàõîäèìî, ùî q38 ≈
0.003, à q18 ≈ 0.001. Òîìó çãiäíî ç òåîðåìîþ Ïóàññîíà ïiäñóìêîâèé ïîçîâ âiä
çàñòðàõîâàíèõ ó âiöi 38 (18) ðîêiâ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âèïàäêîâó âåëè÷èíó,
ðîçïîäiëåíó çà çàêîíîì Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì λ1 = N1 · q38 = 9 (âiäïîâiäíî
λ2 = N1 · q18 = 1). Òîäi çà òâåðäæåííÿì 4.3.3 ïiäñóìêîâèé ðèçèê êîìïàíi¨
¹ ïóàññîíiâñüêîþ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ç ïàðàìåòðîì λ = λ1 + λ2 = 10.
Îòæå, iìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ íàáëèæåíî äîðiâíþ¹ P{ξ ≤ u}, äå
ξ � ïóàññîíiâñüêà âèïàäêîâà âåëè÷èíà ç ïàðàìåòðîì λ = 10, à u � êàïiòàë
êîìïàíi¨. Çà óìîâîþ ïîâèííî áóòè P{ξ ≤ u} ≥ 0.95. Ç öi¹¨ óìîâè i ç îãëÿäó
íà îçíà÷åííÿ 4.3.2 ìà¹ìî u = x0.95, äå x0.95 � êâàíòèëü ðiâíÿ 0.95 ðîçïîäiëó
Ïóàññîíà ç ïàðàìåòðîì 10. Çà äîïîìîãîþ òàáëèöi êâàíòèëiâ çíàõîäèìî, ùî
u = x0.95 = 15.
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Íåòòî-ïðåìiÿ äëÿ ïåðøî¨ ãðóïè çàñòðàõîâàíèõ äîðiâíþ¹ b · q38 = 0.003, à
äëÿ äðóãî¨ ãðóïè � b · q18 = 0.001. Òàêèì ÷èíîì, çà ðàõóíîê íåòòî-ïðåìié
êîìïàíiÿ îòðèìà¹ ñóìó 3000 · 0.003 + 1000 · 0.001 = 10. Ðåøòó ïîòðiáíî¨ ñóìè
15−10 = 5 ñêëàäàòèìå ñòðàõîâà íàäáàâêà. Îñêiëüêè ñòðàõîâà íàäáàâêà ñêëà-
äà¹ 50% âiä ñóìè íåòòî-ïðåìié, òî êîìïàíiÿ ïîâèííà çáiëüøèòè íåòòî-ïðåìi¨
íà 50%. Îòæå, äëÿ ïåðøî¨ ãðóïè çàñòðàõîâàíèõ ðîçìið ïðåìi¨ ñêëàäàòèìå
0.003 · 1.5 = 0.0045, à äëÿ äðóãî¨ ãðóïè çàñòðàõîâàíèõ � 0.001 · 1.5 = 0.0015.

2. Ìåòîä Ãàóññà. Íåõàé S1 i S2 � ïiäñóìêîâi ïîçîâè âiä çàñòðàõîâàíèõ ç
ïåðøî¨ i äðóãî¨ ãðóï âiäïîâiäíî. Òîäi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïiäñóìêîâoãî ðèçèêó
S êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹

MS = MS1 +MS2 = N1q38 +N2q18 = 10,

à éîãî äèñïåðñiÿ �

DS = DS1 +DS2 = N1q38p38 +N2q18p18 ≈ 10.

Äàëi çà äîïîìîãîþ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè çíàõîäèìî éìîâiðíiñòü íå-
ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨:

P{S ≤ u} = P

{
S −MS√

DS
≤ u−MS√

DS

}
= FS∗

(
u−MS√

DS

)
≈

≈ F

(
u−MS√

DS

)
= F

(
u− 10√

10

)
.

Îñêiëüêè çà óìîâîþ öÿ éìîâiðíiñòü ïîâèííà áóòè íå ìåíøîþ çà 95%, òî ìà¹
âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü

u− 10√
10

= x0.95,

äå ÷èñëî x0.95 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó F (x0.95) = 0.95. Çâiäñè çà äîïîìîãîþ òà-
áëèöü ôóíêöi¨ F (x) := (

√
2π)−1

∫ x
−∞ e

−t2/2dt çíàõîäèìî, ùî x0.95 ≈ 1.645 i
íåîáõiäíèé êàïiòàë êîìïàíi¨ u = 10 + x0.95

√
10 ≈ 15.2.

Îá÷èñëåííÿ íåòòî-ïðåìié i íåîáõiäíèõ ñòðàõîâèõ ïðåìié ïðîâîäèòüñÿ òàê
ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçâ'ÿçàííi.

Òàêèì ÷èíîì, ìåòîäè Ïóàññîíà i Ãàóññà äàþòü ïðàêòè÷íî îäíàêîâi ðåçóëü-
òàòè.
Ïðèêëàä 2. Ñòðàõîâà êîìïàíiÿ óêëàëà N = 10000 äîãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ

æèòòÿ òåðìiíîì íà îäèí ðiê íà òàêèõ óìîâàõ: ó ðàçi ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî
ïðîòÿãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ ñïàäêî¹ìöÿì 100000
ãðí, à ó âèïàäêó éîãî ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó âíàñëiäîê ïðèðîäíèõ ïðè÷èí
� 25000 ãðí. Êîìïàíiÿ íå ñïëà÷ó¹ íi÷îãî, ÿêùî çàñòðàõîâàíèé çàëèøèòüñÿ
æèâèì ïðîòÿãîì ðîêó. Âiäîìî, ùî éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàä-
êó äîðiâíþ¹ 0.0005, à âíàñëiäîê ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.003. Îá÷èñëèòè ðîçìið
ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ ç éìîâiðíiñòþ 95% âèêîíàííÿ êîìïàíi¹þ ñâî-
¨õ çîáîâ'ÿçàíü ïåðåä êëi¹íòàìè. ×îìó äîðiâíþ¹ ðîçìið ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè?
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Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âiçüìåìî ñóìó 25000 ãðí çà îäèíèöþ. Òîäi iíäèâiäóàëüíèé
ïîçîâ ξ ìà¹ òàêèé ðîçïîäië:

ξk :
0 1 4

0.9965 0.003 0.0005

Çíàõîäèìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó

Mξ = 0 · 0.9965 + 1 · 0.003 + 4 · 0.0005 = 0.005

i éîãî äèñïåðñiþ

Dξ = 02 ·0.9965+12 ·0.003+42 ·0.0005−(Mξ)2 = 0.003+0.008−0.0052 ≈ 0.011.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (4.3.5), ÿêó ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

p = p0 +

√
Dξ√
N
xα,

îòðèìà¹ìî íåîáõiäíèé ðîçìið ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨:

p = 0.005 +

√
Dξ√

10000
x0.95 ≈ 0.0067,

òîáòî p = 0.0067 · 25000 ≈ 168.1 ãðí.
Îñêiëüêè íåòòî-ïðåìiÿ p0 = Mξ = 0.0005 · 25000 = 125 ãðí, òî âiäíîñíà

ñòðàõîâà íàäáàâêà Θ = (p− p0)/p0 ñêëàäà¹ ïðèáëèçíî 34.5%.
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Ðîçäië 5

Àíàëiç ìîäåëåé äîâãîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ

Ìîäåëi äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ õàðàêòåðèçóþòüñÿ òèì,
ùî â íèõ áåðåòüñÿ äî óâàãè çìiíà âàðòîñòi ãðîøåé ç ïëèíîì ÷àñó.

Ó ðåàëüíié áàíêiâñüêié ïðàêòèöi ïðîöåíòè çà âêëàäàìè íàðàõîâóþòüñÿ â
êiíöi êîæíîãî äíÿ. Àëå îäèí äåíü öå íàñòiëüêè ìàëà îäèíèöÿ âèìiðó ÷àñó,
ùî â ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëÿõ ìîæíà ââàæàòè, ùî ôiíàíñîâèé ÷àñ çìiíþ¹òüñÿ
íåïåðåðâíî.

Îçíà÷åííÿ 5.0.1 Çà òàêîãî ïðèïóùåííÿ ñóìà s ÷åðåç t ðîêiâ ïåðåòâîðèòüñÿ
íà ñóìó

s(t) = seδt. (5.0.1)

×èñëî δ íàçèâà¹òüñÿ iíòåíñèâíiñòþ ïðîöåíòiâ.
Ó öüîìó îçíà÷åííi ïðîöåíòè çà âêëàäîì íàðàõîâóþòüñÿ íåïåðåðâíî i ìi-

ñòÿòü ïðîöåíòè âiä ïðîöåíòiâ.

Îçíà÷åííÿ 5.0.2 Âåëè÷èíà

s(t+ ∆t)− s(t)
s(t)

=
seδ(t+∆t) − seδt

seδt
= eδ∆t − 1

õàðàêòåðèçó¹ âiäíîñíèé ïðèðiñò âêëàäó çà ïðîìiæîê ÷àñó ∆t i íàçèâà¹òüñÿ
ïðîöåíòíîþ ñòàâêîþ çà ∆t ðîêiâ. Íàé÷àñòiøå ðîçãëÿäà¹òüñÿ ði÷íà ïðîöåí-
òíà ñòàâêà

i := eδ − 1. (5.0.2)

Çàçíà÷èìî, ùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ ¹ âiäíîñíîþ øâèäêiñòþ çðîñòàííÿ
âêëàäó. Äiéñíî,

lim
∆t→0

s(t+ ∆t)− s(t)
s(t)∆t

= lim
∆t→0

eδ∆t − 1

∆t
= δ.

Ñëiä òàêîæ âiäçíà÷èòè, ùî ði÷íà ïðîöåíòíà ñòàâêà i áiëüøà çà iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ, îñêiëüêè

i = eδ − 1 = δ +
δ2

2!
+
δ3

3!
+ . . . > δ.
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Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5.0.2 ïðîöåíòíà ñòàâêà çà ∆t ðîêiâ íå çàëåæèòü âiä
ïî÷àòêó âiäëiêó ÷àñó. �íîäi ðîçãëÿäàþòü áiëüø çàãàëüíi ìîäåëi, â ÿêèõ ïðî-
öåíòíà ñòàâêà çà ∆t ðîêiâ çìiíþ¹òüñÿ ç ïëèíîì ÷àñó, òîáòî iíòåíñèâíiñòü ïðî-
öåíòiâ ¹ ôóíêöi¹þ âiä ÷àñó: δ = δt. Ó òàêèõ ìîäåëÿõ çìiíà âàðòîñòi ãðîøåé ç
ïåðåáiãîì ÷àñó çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

s(t) = s(t0)e
∫ t
t0
δudu. (5.0.3)

5.1 Ïîâíå ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Ïðèíöèï ðîçðàõóíêó
íåòòî-ïðåìié ïðè äîâãîòåðìiíîâîìó ñòðàõóâàííi
æèòòÿ

Îçíà÷åííÿ 5.1.1 Íàéïðîñòiøèì âèäîì äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ æè-
òòÿ ¹ ïîâíå ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Ó öié ìîäåëi ñòðàõóâàííÿ îñîáà ñïëà÷ó¹
ñòðàõîâié êîìïàíi¨ ñóìó p (ñòðàõîâó ïðåìiþ), à êîìïàíiÿ çîáîâ'ÿçó¹òüñÿ ñïëà-
òèòè ñïàäêî¹ìöÿì çàñòðàõîâàíîãî ñóìó b (ñòðàõîâó âèïëàòó) â ìîìåíò ñìåðòi
çàñòðàõîâàíîãî.

Ïðè ïîâíîìó ñòðàõóâàííi æèòòÿ ôàêò ïîäàííÿ ïîçîâó çàñòðàõîâàíèì íå
ìiñòèòü íåâèçíà÷åíîñòi: ïîçîâ îáîâ'ÿçêîâî áóäå ïîäàíèé ó ìîìåíò ñìåðòi çà-
ñòðàõîâàíîãî. Ðîçìið ïîçîâó òàêîæ íå ìiñòèòü åëåìåíòó âèïàäêîâîñòi: êîìïà-
íiÿ ïîâèííà ñïëàòèòè ñïàäêî¹ìöÿì çàñòðàõîâàíîãî ñóìó b, ïåðåäáà÷åíó äî-
ãîâîðîì. Ñàìå öèìè îáñòàâèíàìè ïîâíå ñòðàõóâàííÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êîðî-
òêîòåðìiíîâèõ âèäiâ ñòðàõóâàííÿ.

Çðîçóìiëî, ùî ðîçìið ñòðàõîâî¨ ïðåìi¨ p ïîâèíåí áóòè íàáàãàòî ìåíøèì
çà ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè b. Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ ïèòàííÿ: çà ðàõóíîê
÷îãî êîìïàíiÿ îòðèìó¹ ñóìó äëÿ ñòðàõîâèõ âèïëàò? Àäæå çà óìîâ ïîâíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ñïàäêî¹ìöi âñiõ çàñòðàõîâàíèõ îáîâ'ÿçêîâî çâåðíóòüñÿ äî
êîìïàíi¨ ç ïîçîâàìè.

Ñïðàâà â òîìó, ùî êîìïàíiÿ îòðèìó¹ ñòðàõîâó ïðåìiþ p ó ìîìåíò óêëà-
äàííÿ äîãîâîðó, à ñòðàõîâó âèïëàòó b ñïëà÷ó¹ íàáàãàòî ïiçíiøå. Ïðîòÿãîì
öüîãî ÷àñó (ÿêèé äîðiâíþ¹ çàëèøêîâîìó ÷àñó æèòòÿ T (x) çàñòðàõîâàíîãî, äå
x � éîãî âiê) ñòðàõîâà ïðåìiÿ p ïðèíîñèòü ïðèáóòîê i ïåðåòâîðþ¹òüñÿ çãiäíî
ç ôîðìóëîþ (5.0.1) íà ñóìó peδT (x), äå δ � iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ. Òàêèì ÷è-
íîì, ïðèáóòîê êîìïàíi¨ âiä óêëàäàííÿ îäíîãî äîãîâîðó ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ
ñêëàäà¹

ε = peδT (x) − b.
Çãiäíî ç ïðèíöèïîì íóëüîâîãî ñåðåäíüîãî äîõîäó, ÿêèé âèêîðèñòîâóâàâñÿ äëÿ
ðîçðàõóíêó íåòòî-ïðåìi¨ çà óìîâ êîðîòêîòåðìiíîâèõ âèäiâ ñòðàõóâàííÿ, ðîç-
ìið íåòòî-ïðåìi¨ p1 çíàõîäèâñÿ á ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Mε = 0, òîáòî âií
ñêëàäàâ áè

p1 =
b

MeδT (x)
. (5.1.1)

Íàñïðàâäi â äîâãîòåðìiíîâèõ âèäàõ ñòðàõóâàííÿ íåòòî-ïðåìiÿ ðîçðàõîâó¹-
òüñÿ íà îñíîâi çîâñiì iíøîãî ïðèíöèïó. Ðîçãëÿíåìî öåé ïðèíöèï íà ïðèêëàäi
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ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Çìiñò öüîãî ïðèíöèïó ïîëÿãà¹ â òàêîìó. Äëÿ òî-
ãî ùîá îòðèìàòè ñóìó b ó ìîìåíò ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî (òîáòî ÷åðåç T (x)
ðîêiâ ïiñëÿ óêëàäàííÿ äîãîâîðó) ñòðàõîâà êîìïàíiÿ ïîâèííà çãiäíî ç ôîðìó-
ëîþ (5.0.1) çìiíè âàðòîñòi ãðîøåé ç ïåðåáiãîì ÷àñó îòðèìàòè âiä íüîãî ñóìó

z := be−δT (x) (5.1.2)

ó ìîìåíò óêëàäàííÿ äîãîâîðó. Ñóìà z ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà âèðàæà¹
ñó÷àñíó (òîáòî íà ìîìåíò óêëàäàííÿ äîãîâîðó) âåëè÷èíó ìàéáóòíüî¨ ñòðàõî-
âî¨ âèïëàòè. Ñåðåäíié ðîçìið p0 öi¹¨ âåëè÷èíè ñòðàõîâà êîìïàíiÿ ïðèçíà÷à¹
ÿê íåòòî-ïðåìiþ.

Îçíà÷åííÿ 5.1.2 Òàêèì ÷èíîì, îñíîâíèé ïðèíöèï ðîçðàõóíêó íåòòî-ïðåìié
ó äîâãîòåðìiíîâèõ âèäàõ ñòðàõóâàííÿ ìîæíà âèðàçèòè òàêîþ ðiâíiñòþ:

p0 = Mz. (5.1.3)

Ãîëîâíèì ïîíÿòòÿì ó öüîìó ïðèíöèïi ¹ ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðà-
õîâî¨ âèïëàòè z. Ó çàãàëüíîìó âèãëÿäi âîíà ìîæå áóòè îçíà÷åíà òàêèì ÷èíîì.

Îçíà÷åííÿ 5.1.3 Ñó÷àñíîþ âåëè÷èíîþ ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè íà-
çèâà¹òüñÿ òàêà ñóìà z, ÿêà, çìiíþþ÷èñü çà çàêîíîì çìiíè âàðòîñòi ãðîøåé
(5.0.1), ó ìîìåíò âèïëàòè äîðiâíþ¹ âåëè÷èíi ñòðàõîâî¨ âèïëàòè b.

Öiêàâî ïîðiâíÿòè ðîçìiðè íåòòî-ïðåìié p1 = b/(MeδT (x)) i p0 = bMe−δT (x),
ðîçðàõîâàíèõ íà îñíîâi äâîõ ðiçíèõ ïðèíöèïiâ. Íåõàé p(t) = pT (x)(t) �
ùiëüíiñòü çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ T (x). Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-
Áóíÿêîâñüêîãî, îòðèìà¹ìî

1 =

∞∫
−∞

p(t)dt =

∞∫
−∞

e−
δ
2 t
√
p(t)e

δ
2 t
√
p(t)dt ≤

≤

 ∞∫
−∞

e−δtp(t)dt

∞∫
−∞

eδtp(t)dt

1/2

=
(
Me−δT (x)MeδT (x)

)1/2

.

Çâiäñè
1

MeδT (x)
≤Me−δT (x),

òîáòî p1 ≤ p0.
Çàóâàæåííÿ. Ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z íå ¹ ií-

äèâiäóàëüíèì ïîçîâîì. Àëå, ÿê áóäå äîâåäåíî ïiçíiøå, ïðè ðîçðàõóíêàõ iìî-
âiðíîñòi íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ âñå âiäáóâà¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê çà óìîâ êîðî-
òêîòåðìiíîâèõ âèäiâ ñòðàõóâàííÿ ç âåëè÷èíîþ iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó, ÿêèé
äîðiâíþ¹ z.
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Îçíà÷åííÿ 5.1.4 Â àêòóàðíié ìàòåìàòèöi ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè b ÷àñòî
áåðóòü çà îäèíèöþ âèìiðó ãðîøåé. Çà òàêî¨ óãîäè ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ ïðè
ïîâíîìó ñòðàõóâàííi æèòòÿ ñêëàäà¹ Me−δT (x) i ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Ax.
Îòæå, ÿêùî b = 1, òî çà îçíà÷åííÿì

Ax := Me−δT (x), (5.1.4)

äå δ � iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ; T (x) � çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ ëþäèíè ó âi-
öi x ðîêiâ. ßêùî â ïîçíà÷åííi íåòòî-ïðåìi¨ áàæàþòü âiäîáðàçèòè âåëè÷èíó
iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δ, òî çàìiñòü Ax ïèøóòü δAx.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ôóíêöi¨ âiä âèïàä-
êîâî¨ âåëè÷èíè, ìà¹ìî

Ax = δAx = Me−δT (x) =

∞∫
0

e−δtpx(t)dt, (5.1.5)

äå px(t) � ùiëüíiñòü çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ T (x).
Ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ Ax çà óìîâ ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ìîæíà âè-

ðàçèòè ÷åðåç iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi µx i âåëè÷èíó tpx := P{T (x) > t} �
iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ëþäèíà ó âiöi x ðîêiâ ïðîæèâå ùå ùîíàéìåíøå t ðîêiâ.
Äiéñíî, îñêiëüêè äëÿ ùiëüíîñòi px(t) çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ T (x) âèêîíó¹-
òüñÿ ðiâíiñòü px(t) = p(x+ t)/s(x) (äèâ. ôîðìóëó (2.1.2)), à äëÿ âåëè÷èíè tpx
� ðiâíiñòü tpx = s(x+ t)/s(x) (äèâ. ôîðìóëó (2.2.3)), òî

px(t) =
p(x+ t)

s(x)
=
p(x+ t)

s(x+ t)

s(x+ t)

s(x)
= µx+t · tpx.

Òîìó ç ðiâíîñòi (5.1.5) îòðèìó¹ìî

Ax = δAx =

∞∫
0

e−δtµx+t · tpxdt. (5.1.6)

Ïðè ðîçðàõóíêàõ ïðåìi¨, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ çàäàíó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ
êîìïàíi¨, ïîòðiáíî áóäå îá÷èñëþâàòè ðîçìið äèñïåðñi¨ Dz ñó÷àñíî¨ âåëè÷è-
íè ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî ìàòè ôîðìóëó äëÿ
îá÷èñëåííÿ ìîìåíòó äðóãîãî ïîðÿäêó Mz2. Çàçíà÷èìî, ùî çà óìîâ ïîâíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ

zk|δ =
(
e−δT (x)

)k
= e−(kδ)T (x) = z|kδ, (5.1.7)

òîáòî k-é ñòåïiíü ñó÷àñíî¨ âåëè÷èíè ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ïðè iíòåí-
ñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δ äîðiâíþ¹ ñó÷àñíié âåëè÷èíi ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëà-
òè ïðè iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ kδ. Òîìó

Mzk|δ = Mz|kδ = kδAx (5.1.8)

i
Dz = Mz2 − (Mz)2 = 2δAx −

(
δAx

)2
. (5.1.9)
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5.2 Ðîçðàõóíîê íåòòî-ïðåìié ó êîíêðåòíèõ ìîäåëÿõ
òðèâàëîñòi æèòòÿ

Ìîäåëü äå Ìóàâðà. Ó öié ìîäåëi òðèâàëiñòü æèòòÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäi-
ëåíà íà âiäðiçêó [0, ω], äå ω � ãðàíè÷íèé âiê. ßê ìè áà÷èëè â §2.5 çàëèøêî-
âèé ÷àñ æèòòÿ T (x) ó ìîäåëi äå Ìóàâðà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé íà âiäðiçêó
[0, ω − x], òîáòî

px(t) =

{
1/(ω − x), t ∈ [0, ω − x]
0, t > ω − x .

Òîìó çà ôîðìóëîþ (5.1.5)

Ax =

∞∫
0

e−δtpx(t)dt =

ω−x∫
0

e−δt
1

ω − x
dt =

1

ω − x

[
e−δt

−δ

]ω−x
0

=
1− e−δ(ω−x)

δ(ω − x)
.

Çàçíà÷èìî, ùî Ax, ÿê ôóíêöiÿ âiä x, ìîíîòîííî çðîñòà¹ íà ïðîìiæêó [0, ω]
i ãðàíèöÿ limx→ω Ax äîðiâíþ¹ ñòðàõîâié âèïëàòi b (çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5.1.4
b = 1).

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè (5.1.8) i (5.1.9), îá÷èñëþ¹ìî ìîìåíò äðóãîãî ïî-
ðÿäêó

Mz2|δ = 2δAx =
1− e−2δ(ω−x)

2δ(ω − x)

i äèñïåðñiþ

Dz = 2δAx − ( δAx)
2 =

1− e−2δ(ω−x)

2δ(ω − x)
−
(

1− e−δ(ω−x)

δ(ω − x)

)2

.

Íåâàæêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fz(t) ñó÷àñíî¨ âåëè÷èíè ìàéáó-
òíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z ïðè ïîâíîìó ñòðàõóâàííi æèòòÿ â ìîäåëi äå Ìóàâðà
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Fz(t) =

 0, t < e−δ(ω−x),
1 + ln t/(δ(ω − x)), t ∈ [e−δ(ω−x), 1],
1, t > 1.

Ìîäåëü Åðëàíãà. Ó öié ìîäåëi êðèâà ñìåðòåé çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

p(x) =
x

a2
e−x/a, x ≥ 0. (5.2.1)

ßê ïîêàçàíî â §2.5, äëÿ ùiëüíîñòi çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ âèêîíó¹òüñÿ ðiâ-
íiñòü

px(t) =
x+ t

a(x+ a)
e−t/a.
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Òîìó çà ôîðìóëîþ (5.1.5)

Ax =

∞∫
0

e−δtpx(t)dt =

∞∫
0

e−δt
x+ t

a(x+ a)
e−t/adt =

=
x

a(x+ a)

∞∫
0

e−t
aδ+1
a dt+

1

a(x+ a)

∞∫
0

te−t
aδ+1
a dt =

1

a(x+ a)
(xI1 + I2),

äå

I1 =

∞∫
0

e−t
aδ+1
a dt = −

[
a

aδ + 1
e−t

aδ+1
a

]∞
0

=
a

aδ + 1
,

I2 =

∞∫
0

te−t
aδ+1
a dt = − a

aδ + 1

∞∫
0

tde−t
aδ+1
a =

= −
[

a

aδ + 1
te−t

aδ+1
a

]∞
0

+
a

aδ + 1

∞∫
0

e−t
aδ+1
a dt =

(
a

aδ + 1

)2

.

Òîìó

Ax =
1

a(x+ a)
(xI1 + I2) =

1

a(x+ a)

[
ax

aδ + 1
+

(
a

aδ + 1

)2
]

=

=
1

(x+ a)(aδ + 1)

(
x+

a

aδ + 1

)
=

xaδ + x+ a

(x+ a)(aδ + 1)2
. (5.2.2)

Ïðèêëàä. Ïðèïóñòèìî, ùî òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ
ìîäåëi Åðëàíãà, ïðè÷îìó ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü æèòòÿ ñêëàäà¹ 80 ðîêiâ. Îá÷è-
ñëèòè íåòòî-ïðåìiþ äëÿ çàñòðàõîâàíèõ ó âiöi 20 i 30 ðîêiâ, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 10%.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ó ïðèêëàäi 1 ç §1.7 áóëî ïîêàçàíî, ùî ñåðåäíÿ òðèâàëiñòü

æèòòÿ â ìîäåëi Åðëàíãà äîðiâíþ¹ 2a. Òîìó, ïiäñòàâëÿþ÷è ó ôîðìóëó (5.2.2)
a = 40 i δ = 0.1, îòðèìó¹ìî A20 ≈ 0.0933 i A30 ≈ 0.1086.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó Fz(t) ñó÷àñíî¨ âåëè÷èíè ìàéáó-
òíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z ïðè ïîâíîìó ñòðàõóâàííi æèòòÿ â ìîäåëi Åðëàíãà
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Fz(t) =

{
t1/aδ

(
1− ln t

δ(x+a)

)
, t ∈ (0, 1),

1, t ≥ 1.
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5.3 Ðîçðàõóíîê íåòòî-ïðåìié çà äîïîìîãîþ òàáëèöü
òðèâàëîñòi æèòòÿ

Ïåðåòâîðèìî îñíîâíó ôîðìóëó (5.1.5)

Ax =

∞∫
0

e−δtpx(t)dt (5.3.1)

äëÿ íåòòî-ïðåìi¨ Ax çà óìîâ ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ òàê, ùîá â íå¨ âõî-
äèëè (çà âèíÿòêîì iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δ) òiëüêè òàáëè÷íi âåëè÷èíè:
lx � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi

äîæèëè äî x ðîêiâ (äèâ. §1.2);
dx = lx − lx+1 � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíà-

ðîäæåíèõ, ÿêi ïîìåðëè ó âiêîâîìó ïðîìiæêó (x, x+ 1] (äèâ. §1.3).
Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (2.1.2) äëÿ ùiëüíîñòi çàëèøêîâîãî

÷àñó æèòòÿ px(t) = p(x+t)
s(x) i ïîòiì çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨ t = n+u, äå n �

öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, u ∈ [0, 1], ïåðåòâîðèìî ïðàâó ÷àñòèíó ôîðìóëè (5.3.1)
òàêèì ÷èíîì:

Ax =
1

s(x)

∞∫
0

e−δtp(x+ t)dt =
1

s(x)

∞∑
n=0

n+1∫
n

e−δtp(x+ t)dt =

=
1

s(x)

∞∑
n=0

e−δn
1∫

0

e−δup(x+ n+ u)du.

Íåõàé òåïåð x � öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî. Òîäi çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííî¨
k = n+ x îòðèìó¹ìî

Ax =
eδx

s(x)

∞∑
k=x

e−δk
1∫

0

e−δup(k + u)du. (5.3.2)

Ïîäàëüøi ïåðåòâîðåííÿ ôîðìóëè (5.3.2) áóäåìî ïðîâîäèòè çà óìîâ êîí-
êðåòíîãî âèäó iíòåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ s(x) äëÿ äðîáîâîãî âiêó (äèâ.
§3.5 � §3.7). Ðîçãëÿíåìî äëÿ ïðèêëàäó ëiíiéíó iíòåðïîëÿöiþ òà iíòåðïîëÿöiþ
ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè.
Ëiíiéíà iíòåðïîëÿöiÿ. ßê áóëî ïîêàçàíî â §3.5 ó öié ìîäåëi iíòåðïîëÿöi¨

êðèâà ñìåðòåé íà ïðîìiæêó (k, k+1) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ p(x) = s(k)−s(k+
1). Òîìó

I :=

1∫
0

e−δup(k + u)du = [s(k)− s(k + 1)]

1∫
0

e−δudu =
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= [s(k)− s(k + 1)]

[
e−δu

−δ

]1

0

= [s(k)− s(k + 1)]
1− e−δ

δ
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ iíòåãðàëà I ó ðiâíiñòü (5.3.2) i çâàæàþ÷è íà ôîð-
ìóëè s(x) = lx/l0 (äèâ. (1.2.1)) òà i := eδ − 1 (äèâ. (5.0.2)), äå i � ði÷íà
ïðîöåíòíà ñòàâêà, îòðèìó¹ìî

Ax =
eδx

l0s(x)

∞∑
k=x

e−δkl0[s(k)− s(k + 1)]
eδ − 1

δeδ
=
ieδ(x−1)

δlx

∞∑
k=x

dke
−δk. (5.3.3)

�íòåðïîëÿöiÿ ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè. Çà óìîâ äàíîãî âèäó ií-
òåðïîëÿöi¨ êðèâà ñìåðòåé p(x) íà ïðîìiæêó (k, k + 1) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
p(x) = −s(k)px−kk ln pk (äèâ. §3.6), äå pk = s(k + 1)/s(k), à iíòåíñèâíiñòü
ñìåðòíîñòi µx ìiæ âóçëàìè iíòåðïîëÿöi¨ ïîñòiéíà, à ñàìå � µx = − ln pk äëÿ
x ∈ (k, k + 1). Íåõàé µk := − ln pk. Òîäi p(k + u) = µks(k)puk äëÿ u ∈ (0, 1) i
äëÿ iíòåãðàëà â ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (5.3.2) ìà¹ìî

I :=

1∫
0

e−δup(k + u)du =

1∫
0

e−δuµks(k)pukdu = µks(k)

1∫
0

e−δueu ln pkdu =

= µks(k)

1∫
0

e−(δ+µk)udu = µks(k)

[
e−(δ+µk)u

−(δ + µk)

]1

0

=

= µks(k)
1− e−(δ+µk)

δ + µk
=

µk
δ + µk

s(k)
(
1− e−δeln pk

)
=

=
µk

δ + µk
s(k)

(
1− e−δ s(k + 1)

s(k)

)
=

µk
δ + µk

(
s(k)− e−δs(k + 1)

)
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è öå çíà÷åííÿ iíòåãðàëà I ó ðiâíiñòü (5.3.2), îòðèìó¹ìî

Ax =
eδx

l0s(x)

∞∑
k=x

e−δk
µk

δ + µk

(
l0s(k)− e−δl0s(k + 1)

)
=

=
eδx

lx

∞∑
k=x

e−δk
µk

δ + µk

(
lk − e−δlk+1

)
. (5.3.4)

5.4 Ðîçðàõóíîê íåòòî-ïðåìié çà äîïîìîãîþ ðåêóðåí-
òíèõ ôîðìóë

Îòðèìà¹ìî ðåêóðåíòíi ôîðìóëè, â ÿêèõ çíà÷åííÿ Ax âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
Ax+1. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ñåíñ òàêèõ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë. Çðîçóìiëî, ùî
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êîëè âiê çàñòðàõîâàíîãî x áëèçüêèé äî ãðàíè÷íîãî âiêó ω, òî íåòòî-ïðåìiÿ
ïîâèííà áóòè áëèçüêîþ äî ñòðàõîâî¨ âèïëàòè b (íàãàäà¹ìî, ùî b áóëî âçÿòî çà
îäèíèöþ). Îòæå, ïðèðîäíî ââàæàòè, ùî Aω = 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è öå çíà÷åí-
íÿ ÿê ïî÷àòêîâå, çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë ìè çìîæåìî îá÷èñëèòè
çíà÷åííÿ Ax äëÿ äîâiëüíîãî âiêó x.

Çà óìîâ iíòåðïîëÿöi¨ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè ç ôîðìóëè (5.3.3) îòðèìó¹ìî

Ax =
ieδ(x−1)

δlx

∞∑
k=x

dke
−δk =

ieδx

δlx+1

e−δlx+1

lx

( ∞∑
k=x+1

dke
−δk + dxe

−δx

)
=

=
e−δlx+1

lx
Ax+1 +

ie−δdx
δlx

= e−δpxAx+1 + ie−δ
qx
δ

(ìè âçÿëè äî óâàãè, ùî lx+1/lx = s(x + 1)/s(x) = px i dx/lx =
= (s(x)− s(x+ 1))/s(x) = qx).

Àíàëîãi÷íî, çà óìîâ iíòåðïîëÿöi¨ ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè ç ôîðìóëè
(5.3.4) îòðèìó¹ìî

Ax =
eδx

lx

∞∑
k=x

e−δk
µk

δ + µk

(
lk − e−δlk+1

)
=

=
eδ(x+1)

lx+1

e−δlx+1

lx

( ∞∑
k=x+1

e−δk
µk

δ + µk

(
lk − e−δlk+1

)
+ e−δx

µx
δ + µx

(
lx − e−δlx+1

))
=

= e−δpxAx+1 +
µx

δ + µx

(
1− e−δpx

)
.

5.5 n-ði÷íå ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ

Çà óìîâîþ öüîãî âèäó ñòðàõóâàííÿ ñòðàõîâà âèïëàòà ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó
b ñïëà÷ó¹òüñÿ â ìîìåíò ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî, ÿêùî âií ïîìåð ïðîòÿãîì n
ðîêiâ ç ìîìåíòó óêëàäàííÿ äîãîâîðó. Ó ðàçi, ÿêùî çàñòðàõîâàíèé ïðîæèâ
áiëüøå n ðîêiâ, êîìïàíiÿ íå ñïëà÷ó¹ íi÷îãî.

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè n =∞ öåé âèä ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà
ïîâíå ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ, à ïðè n = 1 óìîâè n-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ
çáiãàþòüñÿ ç óìîâàìè íàéïðîñòiøîãî âèäó êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ
æèòòÿ. Àëå ¹ iñòîòíà ðiçíèöÿ ìiæ n-ði÷íèì ñòðàõóâàííÿì æèòòÿ ó âèïàäêó
n = 1 i íàéïðîñòiøèì âèäîì êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ. Öÿ ðiçíèöÿ
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðè n-ði÷íîìó ñòðàõóâàííi æèòòÿ áåðåòüñÿ äî óâàãè çìiíà
âàðòîñòi ãðîøåé ç ïåðåáiãîì ÷àñó, òîäi ÿê ïðè êîðîòêîòåðìiíîâîìó ñòðàõó-
âàííi � íi.

Âiçüìåìî, ÿê i ðàíiøå, ñòðàõîâó âèïëàòó b çà îäèíèöþ âèìiðó ãðîøåé. Òîäi
çà óìîâ n-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨
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âèïëàòè z çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (5.1.3) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

z =

{
e−δT (x), T (x) ≤ n,
0, T (x) > n,

(5.5.1)

äå T (x) � çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ çàñòðàõîâàíîãî ó âiöi x ðîêiâ.
Çãiäíî ç îñíîâíèì ïðèíöèïîì ðîçðàõóíêó íåòòî-ïðåìié ïðè äîâãîòåðìiíî-

âîìó ñòðàõóâàííi æèòòÿ ÿê íåòòî-ïðåìiÿ áåðåòüñÿ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ Mz ñó-
÷àñíî¨ âåëè÷èíè ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè. Íåòòî-ïðåìiÿ ïðè n-ði÷íîìó
ñòðàõóâàííi æèòòÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì A

1
x:ne. Òàêèì ÷èíîì,

A
1
x:ne = Mz =

n∫
0

e−δtpx(t)dt, (5.5.2)

äå px(t) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ T (x). ßêùî â ïîçíà-
÷åííi íåòòî-ïðåìi¨ ïðè n-ði÷íîìó ñòðàõóâàííi áàæàþòü âiäîáðàçèòè âåëè÷èíó
iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δ, òî çàìiñòü A

1
x:ne ïèøóòü

δA
1
x:ne.

Çàçíà÷èìî, ùî ç ôîðìóëè (5.5.1) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

zk|δ = z|kδ, (5.5.3)

òîáòî çà óìîâ n-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ k-òà ñòåïiíü ñó÷àñíî¨ âåëè÷èíè
ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ïðè iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δ äîðiâíþ¹ ñó÷à-
ñíié âåëè÷èíi ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ïðè iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ kδ.
Òîìó

Mzk|δ = Mz|kδ = kδA
1
x:ne (5.5.4)

i

Dz = Mz2 − (Mz)2 = 2δA
1
x:ne −

(
δA

1
x:ne

)2

. (5.5.5)

Çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàòè, àíàëîãi÷íi òèì, ùî âèðàæåíi ñïiââiäíîøåííÿ-
ìè (5.5.3)�(5.5.5), áóëè îòðèìàíi ðàíiøå i çà óìîâ ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ.

ßê i ó âèïàäêó ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ, ôîðìóëó (5.5.2) ìîæíà ïåðå-
òâîðèòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âîíà ìiñòèëà òiëüêè òàáëè÷íi âåëè÷èíè. Ïîâòîðþ-
þ÷è ìiðêóâàííÿ, ÿêi çàñòîñîâóâàëèñÿ ïðè äîâåäåííi ôîðìóë (5.3.3) i (5.3.4),
ìè îòðèìà¹ìî òàêi ðåçóëüòàòè:

A
1
x:ne =

ieδ(x−1)

δlx

x+n−1∑
k=x

dke
−δk (5.5.6)

(çà óìîâ iíòåðïîëÿöi¨ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè) i

A
1
x:ne =

eδx

lx

x+n−1∑
k=x

e−δk
µk

δ + µk

(
lk − e−δlk+1

)
(5.5.7)

(çà óìîâ iíòåðïîëÿöi¨ ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè).
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5.6 n-ði÷íå çìiøàíå ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ

Óìîâè öüîãî âèäó ñòðàõóâàííÿ òàêi. Ñòðàõîâà âèïëàòà ôiêñîâàíîãî ðîçìi-
ðó b ñïëà÷ó¹òüñÿ â ìîìåíò ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî, ÿêùî âií ïîìåð ïðîòÿãîì
n ðîêiâ ç ìîìåíòó óêëàäàííÿ äîãîâîðó. Ó ðàçi, ÿêùî çàñòðàõîâàíèé ïðîæèâ
áiëüøå n ðîêiâ, êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ ñòðàõîâó âèïëàòó òàêîãî æ ðîçìiðó b ó
ìîìåíò çàêií÷åííÿ òåðìiíó äi¨ óãîäè, òîáòî ÷åðåç n ðîêiâ ïiñëÿ óêëàäàííÿ
äîãîâîðó. Çàçíà÷èìî, ùî öåé âèä ñòðàõóâàííÿ òàêîæ ¹ çàñîáîì íàêîïè÷åííÿ
êîøòiâ.

ßê i ðàíiøå, âiçüìåìî ñòðàõîâó âèïëàòó b çà îäèíèöþ âèìiðó ãðîøåé. Òîäi
ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5.1.3
çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

z =

{
e−δT (x), T (x) ≤ n,
e−δn, T (x) > n.

(5.6.1)

Çà îñíîâíèì ïðèíöèïîì ðîçðàõóíêó íåòòî-ïðåìié ïðè äîâãîòåðìiíîâîìó
ñòðàõóâàííi æèòòÿ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿMz ñó÷àñíî¨ âåëè÷èíè ìàéáóòíüî¨ ñòðà-
õîâî¨ âèïëàòè áåðåòüñÿ ÿê íåòòî-ïðåìiÿ. Ó äàíîìó âèäi ñòðàõóâàííÿ âîíà ïî-
çíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì Ax:ne àáî δAx:ne. Ïîðiâíþþ÷è ôîðìóëè (5.5.1) òà (5.6.1)
i âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (5.5.2) òà (2.2.3), îòðèìó¹ìî

Ax:ne = Mz =

n∫
0

e−δtpx(t)dt+ e−δnP{T (x) > n} =

= A
1
x:ne + e−δn

s(x+ n)

s(x)
. (5.6.2)

ßê i çà óìîâ ïîâíîãî i n-ði÷íîãî ñòðàõóâàíü âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

zk|δ = z|kδ,

òîáòî çà óìîâ n-ði÷íîãî çìiøàíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ k-é ñòåïiíü ñó÷àñíî¨
âåëè÷èíè ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ïðè iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δ äîðiâ-
íþ¹ ñó÷àñíié âåëè÷èíi ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ïðè iíòåíñèâíîñòi ïðî-
öåíòiâ kδ. Òîìó

Mzk|δ = Mz|kδ = kδAx:ne

i
Dz = Mz2 − (Mz)2 = 2δAx:ne −

(
δAx:ne

)2
.

Êîìáiíóþ÷è ôîðìóëè (5.6.2), (5.5.6), (5.5.7) i (1.2.1), ìè îòðèìà¹ìî, ùî çà
óìîâ iíòåðïîëÿöi¨ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè

Ax:ne =
ieδ(x−1)

δlx

x+n−1∑
k=x

dke
−δk + e−δn

lx+n

lx
, (5.6.3)
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à çà óìîâ iíòåðïîëÿöi¨ ïîêàçíèêîâèìè ôóíêöiÿìè

Ax:ne =
eδx

lx

x+n−1∑
k=x

e−δk
µk

δ + µk

(
lk − e−δlk+1

)
+ e−δn

lx+n

lx
.

5.7 Ñòðàõóâàííÿ, âiäêëàäåíå íà m ðîêiâ

�ñíó¹ ðÿä âèäiâ âiäêëàäåíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî
ïîâíå ñòðàõóâàííÿ, âiäêëàäåíå íà m ðîêiâ. Çà óìîâîþ öüîãî âèäó ñòðàõóâà-
ííÿ ñòðàõîâà âèïëàòà ôiêñîâàíîãî ðîçìiðó b ñïëà÷ó¹òüñÿ â ìîìåíò ñìåðòi
çàñòðàõîâàíîãî, ÿêùî òiëüêè âîíà íàñòàëà ïiñëÿ çàêií÷åííÿ òåðìiíó â m ðî-
êiâ ç ìîìåíòó óêëàäàííÿ äîãîâîðó. Ó ðàçi, ÿêùî çàñòðàõîâàíèé ïîìåð ðàíiøå
öüîãî òåðìiíó, êîìïàíiÿ íå ñïëà÷ó¹ íi÷îãî.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5.1.3 ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè
z ó äàíîìó âèäi ñòðàõóâàííÿ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

z =

{
0, T (x) ≤ m,
e−δT (x), T (x) > m

(5.7.1)

(ìè îáðàëè ñòðàõîâó âèïëàòó b çà îäèíèöþ âèìiðó ãðîøåé). Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
Mz öi¹¨ âåëè÷èíè, ÿê i â iíøèõ âèäàõ äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ,
áåðåòüñÿ ÿê íåòòî-ïðåìiÿ. Ó äàíîìó âèäi ñòðàõóâàííÿ âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèì-
âîëîì m|Ax àáî δ

m|Ax. Òàêèì ÷èíîì, ç îãëÿäó íà ôîðìóëè (5.1.4) òà (5.5.2),
îòðèìó¹ìî

m|Ax = Mz =

∞∫
m

e−δtpx(t)dt =

∞∫
0

e−δtpx(t)dt−
m∫

0

e−δtpx(t)dt =

= Ax − A
1
x:me. (5.7.2)

ßê i çà óìîâ äîâãîòåðìiíîâèõ âèäiâ ñòðàõóâàííÿ, ÿêi áóëè ðîçãëÿíóòi ðà-
íiøå, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

zk|δ = z|kδ,
i òîìó

Mzk|δ = Mz|kδ = kδ
m|Ax.

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè (5.7.2), (5.3.3), (5.3.4), (5.5.6) i (5.5.7), íåòòî-ïðåìiþ
m|Ax ìîæíà îá÷èñëèòè çà äîïîìîãîþ òàáëèöü òðèâàëîñòi æèòòÿ.

5.8 Ñòðàõóâàííÿ çi çìiííèì ðîçìiðîì ñòðàõîâî¨ âèïëàòè

Äëÿ âñiõ ðîçãëÿíóòèõ âèäiâ äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ õàðàêòåðíèì ¹
òå, ùî ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè (ÿêùî âîíà ñïëà÷ó¹òüñÿ) íå çàëåæèòü âiä ìî-
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ìåíòó âèïëàòè. �ñíóþòü ðiçíîìàíiòíi âèäè ñòðàõóâàííÿ, â ÿêèõ ðîçìið ñòðà-
õîâî¨ âèïëàòè çìiíþ¹òüñÿ ç ïëèíîì ÷àñó. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ñòðàõóâàí-
íÿ, çà óìîâ ÿêîãî ñòðàõîâà âèïëàòà íåïåðåðâíî çáiëüøó¹òüñÿ, à ñàìå, � ¨¨ ðîç-
ìið b(x) ¹ ïðÿìî ïðîïîðöiéíèì çàëèøêîâîìó ÷àñó æèòòÿ, òîáòî b(x) = kT (x).
ßêùî ìè âiçüìåìî êîåôiöi¹íò ïðîïîðöiéíîñòi k çà îäèíèöþ âèìiðó ãðîøåé,
òî ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ñêëàäàòèìå

z = T (x)e−δT (x). (5.8.1)

Ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè áåðåòüñÿ ÿê íåòòî-ïðåìiÿ i ïîçíà÷à¹-
òüñÿ ñèìâîëîì

(
I A
)
x
. Òàêèì ÷èíîì,

(
I A
)
x

= Mz =

∞∫
0

te−δtpx(t)dt, (5.8.2)

äå px(t) � ùiëüíiñòü ðîçïîäiëó çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ T (x).
Ïîêàæåìî, ùî íåòòî-ïðåìiþ

(
I A
)
x
ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç íåòòî-ïðåìiþ

m|Ax çà óìîâ âiäêëàäåíîãî íà m ðîêiâ ñòðàõóâàííÿ. Äëÿ öüîãî â iíòåãðàëi â

ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (5.8.2) çìiííó t ïîäàìî ó âèãëÿäi t =
t∫

0

dm i ïîòiì

çàñòîñó¹ìî òåîðåìó Ôóáiíi:

(
I A
)
x

=

∞∫
0

e−δtpx(t)

t∫
0

dmdt =

∞∫
0

e−δtpx(t)

∞∫
0

(t−m)0
+dmdt =

=

∞∫
0

 ∞∫
0

e−δtpx(t)(t−m)0
+dt

 dm =

∞∫
0

 ∞∫
m

e−δtpx(t)dt

 dm.

Òåïåð, çâàæàþ÷è íà ôîðìóëó (5.7.2), îòðèìó¹ìî

(
I A
)
x

=

∞∫
0

m|Axdm.

Çàóâàæåííÿ. Íà âiäìiíó âiä óñiõ ðàíiøå ðîçãëÿíóòèõ âèäiâ äîâãîòåðìi-
íîâîãî ñòðàõóâàííÿ ðiâíiñòü zk|δ = z|kδ äëÿ ñòðàõóâàííÿ çi çìiííèì ðîçìiðîì
ñòðàõîâî¨ âèïëàòè íå âèêîíó¹òüñÿ.

5.9 Ñòðàõóâàííÿ çi ñïëàòîþ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè â êiíöi
ðîêó ñìåðòi

ßê ïðèêëàä òàêîãî ñòðàõóâàííÿ ðîçãëÿíåìî ïîâíå ñòðàõóâàííÿ (çi ñïëàòîþ
ôiêñîâàíî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè b ó êiíöi ðîêó ñìåðòi).
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Ó òàêîìó ñòðàõóâàííi iíòåðâàë ìiæ óêëàäàííÿì äîãîâîðó i ìîìåíòîì ñïëà-
òè ñòðàõîâî¨ âèïëàòè äîðiâíþ¹ K(x) + 1, äå K(x) = [T (x)] � îêðóãëåíèé
çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ (äèâ. ðîçäië 3). Òîìó ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨
ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ñêëàäà¹

z = e−δ(K(x)+1) (5.9.1)

(ÿê çàâæäè ìè âçÿëè ñòðàõîâó âèïëàòó b çà îäèíèöþ). Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ öi¹¨
âåëè÷èíè áåðåòüñÿ ÿê íåòòî-ïðåìiÿ. Ó äàíîìó ñòðàõóâàííè âîíà ïîçíà÷à¹òüñÿ
ñèìâîëîì Ax. Òàêèì ÷èíîì,

Ax = Mz = Me−δ(K(x)+1).

Âåëè÷èíàK(x) çãiäíî ç ôîðìóëàìè (3.1.1), (1.2.1) i (1.3.3) ìà¹ òàêèé ðîçïîäië:

P{K(x) = k} =
s(k + x)− s(k + x+ 1)

s(x)
=

=
lk+x − lk+x+1

lx
=
dk+x

lx
, k = 0, 1, . . . (5.9.2)

Òîìó (äëÿ öiëèõ x)

Ax =
∞∑
k=0

e−δ(k+1)dk+x

lx
=

∞∑
n=x

e−δ(n−x+1)dn
lx

=
eδ(x−1)

lx

∞∑
n=x

dne
−δn. (5.9.3)

Ïîðiâíþþ÷è ôîðìóëè (5.9.3) i (5.3.3), äiéäåìî äî âèñíîâêó, ùî çà óìîâè ií-
òåðïîëÿöi¨ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè (íà ïðîìiæêàõ ìiæ
öiëî÷èñëîâèìè çíà÷åííÿìè àðãóìåíòó) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

Ax =
i

δ
Ax. (5.9.4)

Íàâåäåìî áiëüø ïðîñòå i áåçïîñåðåäí¹ äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (5.9.4), â
ÿêîìó íå çàñòîñîâóþòüñÿ ôîðìóëè (5.9.3) i (5.3.3). Ó òàêîìó ðàçi öi ôîðìóëè
áóäóòü âèïëèâàòè îäíà ç îäíî¨ âíàñëiäîê ðiâíîñòi (5.9.4).

Çàóâàæèìî, ùî çà óìîâ ëiíiéíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ âèïàäêîâi âåëè÷èíè K(x) i
τx := T (x) − K(x) íåçàëåæíi, ïðè÷îìó äðîáîâà ÷àñòèíà çàëèøêîâîãî ÷àñó
æèòòÿ τx ðîçïîäiëåíà ðiâíîìiðíî íà [0, 1] (äèâ. çàóâàæåííÿ â êiíöi §3.5). Çðî-
çóìiëî, ùî òîäi âåëè÷èíà 1− τx òàêîæ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà [0, 1]. Òîìó

Ax = Me−δT (x) = M
(
e−δ(K(x)+τx)

)
= M

(
e−δ(K(x)+1)eδ(1−τx)

)
=

= Me−δ(K(x)+1)Meδ(1−τx) = Ax

1∫
0

eδtdt = Ax

[
eδt

δ

]1

0

= Ax
eδ − 1

δ
=
i

δ
Ax.
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ßêùî â ïîçíà÷åííi íåòòî-ïðåìi¨ Ax áàæàþòü âiäîáðàçèòè âåëè÷èíó iíòåí-
ñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δ, òî çàìiñòü Ax ïèøóòü δAx. Ç ôîðìóëè (5.9.1) âèïëèâà-
þòü ðiâíîñòi

zk|δ = z|kδ
i

Mzk|δ = Mz|kδ = kδAx.

Ðåçóëüòàòè òàêîãî òèïó ñïðàâåäëèâi äëÿ âñiõ ðîçãëÿíóòèõ ðàíiøå âèäiâ
äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ, îêðiì ñòðàõóâàííÿ çi çìiííèì ðîçìiðîì ñòðà-
õîâî¨ âèïëàòè.

5.10 Çàãàëüíà ñõåìà äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ æè-
òòÿ

Óñi ðîçãëÿíóòi ðàíiøå âèäè äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ ¹ ñïåöiàëüíèìè
âèïàäêàìè òàêî¨ çàãàëüíî¨ ñõåìè ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ.

1. Ïðèïóñòèìî, ùî çàñòðàõîâàíîìó ó âiöi x ðîêiâ ñïëà÷ó¹òüñÿ ñòðàõîâà
âèïëàòà â ìîìåíò ÷àñó τ(T (x)), ÿêèé çàëåæèòü âiä ìîìåíòó ñìåðòi T (x).

2. Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè bτ(T (x)) çàëåæèòü âiä ìîìåíòó
âèïëàòè τ(T (x)).

Òîäi, ùîá ìàòè ñóìó bτ(T (x)) ó ìîìåíò τ(T (x)) ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨
ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z ïîâèííà ñêëàäàòè

z = bτ(T (x))e
−δτ(T (x)). (5.10.1)

Äëÿ ñòðàõóâàíü iç âèïëàòîþ â ìîìåíò ñìåðòi, òîáòî τ(T (x)) = T (x), öÿ ôîð-
ìóëà íàáóâà¹ âèäó

z = bT (x)e
−δT (x).

Çðîçóìiëî, ùî êîíêðåòíèé âèä ñòðàõóâàííÿ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñó÷à-
ñíîþ âåëè÷èíîþ ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z. Óñi ðîçãëÿíóòi ðàíiøå âèäè
äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ ìîæíà îòðèìàòè ç öi¹¨ çàãàëüíî¨ ñõåìè ñïåöi-
àëüíèì âèáîðîì ôóíêöié τ(t) i bt;

1) äëÿ ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ (äèâ. ôîðìóëó (5.1.2))

bt = 1, τ(t) = t;

2) äëÿ n-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ (äèâ. ôîðìóëó (5.5.1))

τ(t) = t, bt =

{
1, t ≤ n
0, t > n;

3) äëÿ n-ði÷íîãî çìiøàíîãî ñòðàõóâàííÿ (äèâ. ôîðìóëó (5.6.1))

bt = 1, τ(t) = min{t, n};
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4) äëÿ âiäêëàäåíîãî íà m ðîêiâ ñòðàõóâàííÿ (äèâ. ôîðìóëó (5.7.1))

τ(t) = t, bt =

{
0, t ≤ m
1, t > m;

5) äëÿ ñòðàõóâàííÿ çi çìiííèì ðîçìiðîì ñòðàõîâî¨ âèïëàòè (äèâ. ôîðìóëó
(5.8.1))

bt = t, τ(t) = t;

6) äëÿ ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ çi ñïëàòîþ â êiíöi ðîêó ñìåðòi (äèâ. ôîðìóëó
(5.9.1))

bt = 1, τ(t) = [t] + 1.

Ìîæíà ðîçãëÿäàòè áiëüø çàãàëüíó ñõåìó ñòðàõóâàííÿ, â ÿêié iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ δ çìiíþ¹òüñÿ ç ïëèíîì ÷àñó. Ó òàêèõ ìîäåëÿõ çìiíà âàðòîñòi ãðîøåé
ç ÷àñîì îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.0.3):

s(t) = s(t0)e
∫ t
t0
δudu.

Òîìó ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ìàòèìå âèãëÿä

z = bτ(T (x))e
−
∫ τ(T (x))

0
δtdt.

Ó âèïàäêó ïîñòiéíî¨ iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δt = δ öÿ ðiâíiñòü ïåðåòâîðþ¹-
òüñÿ íà ðiâíiñòü (5.10.1).

Ó ïîïåðåäíiõ ïàðàãðàôàõ äëÿ ñïåöiàëüíèõ âèäiâ ñòðàõóâàííÿ 1) � 4) i 6)
áóëè îòðèìàíi ôîðìóëè

zk|δ = z|kδ
i

Mzk|δ = Mz|kδ. (5.10.2)

Ïîêàæåìî, ùî öi ðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ â ðàìêàõ ðîçãëÿíóòî¨ çàãàëüíî¨ ñõå-
ìè ñòðàõóâàííÿ çà îäíi¹¨ äîäàòêîâî¨ óìîâè. À ñàìå, ïðèïóñòèìî,ùî bt íàáóâà¹
òiëüêè äâîõ çíà÷åíü: 0 i 1. Öå ïðèïóùåííÿ îçíà÷à¹, ùî ÿêùî ñòðàõîâà âè-
ïëàòà ñïëà÷ó¹òüñÿ, òî ¨¨ ðîçìið íå çàëåæèòü âiä ìîìåíòó âèïëàòè. Çîêðåìà,
öþ óìîâó çàäîâîëüíÿþòü âèäè ñòðàõóâàííÿ 1) � 4) i 6).

Óíàñëiäîê äàíîãî ïðèïóùåííÿ bkt = bt äëÿ âñiõ t > 0 i òîìó ç ôîðìóëè
(5.10.1) âèïëèâà¹

zk|δ = bτ(T (x))e
−kδτ(T (x)) = z|kδ,

òîáòî k-é ñòåïiíü ñó÷àñíî¨ âåëè÷èíè ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ïðè iíòåí-
ñèâíîñòi ïðîöåíòiâ δ äîðiâíþ¹ ñó÷àñíié âåëè÷èíi ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëà-
òè ïðè iíòåíñèâíîñòi ïðîöåíòiâ kδ. ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (5.10.2).

Ó ðàìêàõ ðîçãëÿíóòî¨ çàãàëüíî¨ ñõåìè ñòðàõóâàííÿ ìîæíà îòðèìàòè óçà-
ãàëüíåííÿ ðiâíîñòi (5.9.4). Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíàíi òàêi óìîâè:

a) âåëè÷èíà bt çáåðiãà¹ ïîñòiéíå çíà÷åííÿ íà ïðîìiæêàõ (n, n + 1], äå n �
íàòóðàëüíå ÷èñëî, òîáòî

bt = bn+1 t ∈ (n, n+ 1];
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b) ôóíêöiÿ âèæèâàííÿ ëiíiéíà íà ïðîìiæêàõ (n, n+ 1].
Ðîçãëÿíåìî áóäü-ÿêèé âèä ñòðàõóâàííÿ çi ñïëàòîþ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè â ìî-

ìåíò ñìåðòi, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè a) i b). ×åðåç A ïîçíà÷èìî íåòòî-ïðåìiþ
äëÿ òàêîãî âèäó ñòðàõóâàííÿ, à ÷åðåç A � íåòòî-ïðåìiþ äëÿ àíàëîãi÷íîãî âè-
äó ñòðàõóâàííÿ çi ñïëàòîþ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè â êiíöi ðîêó ñìåðòi. Ïîêàæåìî,
ùî

A =
i

δ
A. (5.10.3)

Íåõàé, ÿê i ðàíiøå, τx := T (x)−K(x), äå K(x) = [T (x)]. Íàãàäà¹ìî, ùî çà
óìîâè b) âèïàäêîâi âåëè÷èíè τx i K(x) íåçàëåæíi, ïðè÷îìó äðîáîâà ÷àñòèíà
çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ τx ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà [0, 1] (äèâ. çàóâàæåííÿ
â êiíöi §3.5). Çðîçóìiëî, ùî òîäi é âåëè÷èíà 1− τx ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà
[0, 1].

Çíàéäåìî ñó÷àñíó âåëè÷èíó ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z çà óìîâ äîãî-
âîðó ç âèïëàòîþ â ìîìåíò ñìåðòi (òîáòî τ(T (x)) = T (x)). Ç îãëÿäó íà óìîâó
a) ìà¹ìî P

(
bT (x) = bK(x)+1

)
= 1. Òîìó ç éìîâiðíiñòþ 1

z = bτ(T (x))e
−δτ(T (x)) = bT (x)e

−δT (x) = bK(x)+1e
−δT (x)

i
A = MbK(x)+1e

−δT (x). (5.10.4)

Âîäíî÷àñ ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè z çà óìîâ äîãî-
âîðó ç âèïëàòîþ â êiíöi ðîêó ñìåðòi (òîáòî τ(T (x)) = K(x) + 1) ñêëàäà¹

z = bK(x)+1e
−δ(K(x)+1)

i òîìó
A = MbK(x)+1e

−δ(K(x)+1). (5.10.5)

Áåðó÷è äî óâàãè íåçàëåæíiñòü âèïàäêîâèõ âåëè÷èí τx i K(x) i ðiâíîìiðíó
ðîçïîäiëåíiñòü íà [0, 1] âåëè÷èíè 1−τx, çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (5.10.4) i (5.10.5)
îòðèìó¹ìî

A = MbK(x)+1e
−δT (x) = MbK(x)+1e

−δ(K(x)+τx) = MbK(x)+1e
−δ(K(x)+1)eδ(1−τx) =

= MbK(x)+1e
−δ(K(x)+1)Meδ(1−τx) = A

1∫
0

eδtdt = A

[
eδt

δ

]1

0

= A
eδ − 1

δ
=
i

δ
A,

i äîâåäåííÿ ðiâíîñòi (5.10.3) çàâåðøåíå.

5.11 Àíàëiç ïiäñóìêîâîãî ðèçèêó

Ïðîâåäåìî àíàëiç ôiíàíñîâî¨ äiÿëüíîñòi êîìïàíi¨, âðàõîâóþ÷è óñþ ñóêó-
ïíiñòü óêëàäåíèõ íåþ äîãîâîðiâ (ïîðòôåëü äîãîâîðiâ).
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Íåõàé ó ìîìåíò ÷àñó t = 0 ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹ N = N(0) äîãîâî-
ðiâ. Äëÿ ïðîñòîòè ïðèïóñòèìî, ùî âñi âîíè ¹ äîãîâîðàìè ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ
æèòòÿ. Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì N(t) êiëüêiñòü æèâèõ ïðåäñòàâíèêiâ ïî÷àòêîâî¨
ãðóïè ç N çàñòðàõîâàíèõ ó ìîìåíò ÷àñó t, à ñèìâîëîì S(t) � êàïiòàë êîìïàíi¨
â öåé ìîìåíò ÷àñó. Ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t âåëè÷èíè N(t) i S(t) ¹ âèïàä-
êîâèìè âåëè÷èíàìè, òîáòî ÿê ôóíêöi¨ ÷àñó âîíè ¹ âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè.
Äîñëiäèìî äèíàìiêó öèõ ïðîöåñiâ. Ïåðåíóìåðó¹ìî çàñòðàõîâàíèõ i ïîçíà÷èìî
÷åðåç T1, T2, . . ., TN ìîìåíòè ¨õ ñìåðòi. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî
ââàæàòè, ùî T1 < T2 < . . . < TN . Íåõàé òàêîæ T0 := 0.

Íà êîæíîìó ç ïðîìiæêiâ [Ti, Ti+1) ïðîöåñ N(t) çáåðiãà¹ ïîñòiéíå çíà÷åííÿ,
ÿêå äîðiâíþ¹ N − i, i = 0, 1, . . . N − 1, à â ìîìåíò ÷àñó Ti éîãî çíà÷åííÿ
çìåíøó¹òüñÿ íà 1. Ó ìîìåíò ÷àñó TN ïðîöåñ N(t) äîðiâíþ¹ íóëþ i ïiñëÿ
öüîãî âæå íå çìiíþ¹òüñÿ.

Äîñëiäèìî äèíàìiêó ïðîöåñó S(t). Íà ïðîìiæêàõ [Ti, Ti+1) ïðîöåñ S(t) çðî-
ñòà¹ çà çàêîíîì (5.0.1) çìiíè âàðòîñòi ãðîøåé, òîáòî

S(Ti + t) = S(Ti)e
δt, (5.11.1)

äå δ � iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ, à â ìîìåíò ÷àñó Ti ïðîöåñ çìåíøó¹òüñÿ íà
âåëè÷èíó ñòðàõîâî¨ âèïëàòè:

S(Ti + 0) = S(Ti − 0)− b.

Òîìó, ÿêùî â äåÿêèé ìîìåíò ÷àñó Ti âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

S(Ti − 0) < b,

òî êîìïàíiÿ áóäå ðîçîðåíà, áî íå çìîæå ñïëàòèòè ñòðàõîâó âèïëàòó.
Ç'ÿñó¹ìî, ÿêîþ ïîâèííà áóòè ïîâåäiíêà ïðîöåñó S(t), ùîá êîìïàíiÿ íå ðî-

çîðèëàñü. Ó ìîìåíò ÷àñó t = 0 êàïiòàë êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹ Np. Òîäi çãiäíî ç
ôîðìóëîþ (5.11.1) â ìîìåíò ÷àñó T1 − 0 (òîáòî äî âèïëàòè) êàïiòàë êîìïàíi¨
ñêëàäàòèìå NpeδT1. Äëÿ òîãî ùîá ó ìîìåíò ÷àñó T1 êîìïàíiÿ çìîãëà ñïëàòèòè
ñòðàõîâó âèïëàòó i ïðîäîâæèòè ñâîþ äiÿëüíiñòü ïîâèííî áóòè

NpeδT1 > b. (5.11.2)

Ïiñëÿ ñïëàòè ñòðàõîâî¨ âèïëàòè êîìïàíiÿ ìàòèìå êàïiòàëNpeδT1−b i â ìîìåíò
÷àñó T2 − 0 ¨¨ êàïiòàë ñêëàäàòèìå(

NpeδT1 − b
)
eδ(T2−T1) = NpeδT2 − beδ(T2−T1).

Íåîáõiäíà óìîâà íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ìîìåíò ÷àñó T2 âèðàæà¹òüñÿ íåðiâ-
íiñòþ

NpeδT2 − beδ(T2−T1) > b. (5.11.3)

Ïðè âèêîíàííi öi¹¨ óìîâè â ìîìåíò ÷àñó T2 êîìïàíiÿ ñïëàòèòü ñòðàõîâó âè-
ïëàòó b i â ìîìåíò ÷àñó T2 + 0 (òîáòî ïiñëÿ âèïëàòè) ìàòèìå ñóìó

NpeδT2 − beδ(T2−T1) − b,
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ÿêà çãiäíî ç ôîðìóëîþ (5.11.1) â ìîìåíò ÷àñó T3 − 0 ïåðåòâîðèòüñÿ íà ñóìó(
NpeδT2 − beδ(T2−T1) − b

)
eδ(T3−T2) = NpeδT3 − beδ(T3−T1) − beδ(T3−T2).

Âîíà ïîâèííà áóòè áiëüøîþ çà âåëè÷èíó ñòðàõîâî¨ âèïëàòè, òîáòî

NpeδT3 − beδ(T3−T1) − beδ(T3−T2) > b. (5.11.4)

Òîäi êîìïàíiÿ â ìîìåíò T3 ñïëàòèòü ñóìó b i â ìîìåíò ÷àñó T3 + 0 ¨¨ êàïiòàë
ñêëàäàòèìå

NpeδT3 − beδ(T3−T1) − beδ(T3−T2) − b...
Ïðîäîâæóþ÷è òàêèì ÷èíîì ìiðêóâàííÿ, äiéäåìî äî âèñíîâêó, ùî â ìîìåíò
÷àñó TN−1 − 0 êîìïàíiÿ ìàòèìå êàïiòàë

NpeδTN−1 − beδ(TN−1−T1) − beδ(TN−1−T2) − ...− beδ(TN−1−TN−2).

Öåé êàïiòàë ïîâèíåí áóòè áiëüøèì b:

NpeδTN−1 − beδ(TN−1−T1) − beδ(TN−1−T2) − ...− beδ(TN−1−TN−2) > b. (5.11.5)

Òîäi, ñïëàòèâøè ñòðàõîâó âèïëàòó â ìîìåíò TN−1, êîìïàíiÿ ìàòèìå ñóìó

NpeδTN−1 − beδ(TN−1−T1) − beδ(TN−1−T2) − ...− beδ(TN−1−TN−2) − b,
ÿêà â ìîìåíò TN − 0 ïåðåòâîðèòüñÿ íà ñóìó(
NpeδTN−1 − beδ(TN−1−T1) − beδ(TN−1−T2) − ...− beδ(TN−1−TN−2) − b

)
eδ(TN−TN−1) =

= NpeδTN − beδ(TN−T1) − beδ(TN−T2) − ...− beδ(TN−TN−1).

Öÿ ñóìà ïîâèííà áóòè íå ìåíøîþ çà ñòðàõîâó âèïëàòó

NpeδTN − beδ(TN−T1) − beδ(TN−T2) − ...− beδ(TN−TN−1) ≥ b. (5.11.6)

Òàêèì ÷èíîì, íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ ¹ âèêî-
íàííÿ íåðiâíîñòåé (5.11.2) � (5.11.6), òîáòî

NpeδTk > beδ(Tk−T1) + beδ(Tk−T2) + ...+ beδ(Tk−Tk−1) + b, k = 1, . . . , N,

ïðè÷îìó ó âèïàäêó k = N íåðiâíiñòü íåñòðîãà. Ïîäiëèâøè íà eδTk , ïåðåïèøå-
ìî öþ ñèñòåìó íåðiâíîñòåé ó âèãëÿäi

be−δT1 + be−δT2 + ...+ be−δTk < Np, k = 1, . . . , N

(ó âèïàäêó k = N íåðiâíiñòü íåñòðîãà). Çðîçóìiëî, ùî äëÿ âèêîíàííÿ âñiõ
öèõ íåðiâíîñòåé íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêîíàííÿ îñòàííüî¨ ç íèõ, òîáòî

b

N∑
k=1

e−δTk ≤ Np.
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Âiäïîâiäíî éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ R êîìïàíi¨ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

R =

(
N∑
k=1

zk > Np

)
,

äå zk = be−δTk � ñó÷àñíà âåëè÷èíà ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè ïðè ïîâíî-
ìó ñòðàõóâàííi æèòòÿ. Öÿ ôîðìóëà öiëêîì àíàëîãi÷íà ôîðìóëi (4.2.1) äëÿ
éìîâiðíîñòi ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ ïðè êîðîòêîòåðìiíîâîìó ñòðàõóâàííi.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè ðîçðàõóíêàõ iìîâiðíîñòi ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ çà óìîâ
äîâãîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ âñå âiäáóâà¹òüñÿ òàê ñàìî, ÿê i çà
óìîâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ, ÿêùî ÿê iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè ξk
âçÿòè ñó÷àñíi âåëè÷èíè ìàéáóòíiõ ñòðàõîâèõ âèïëàò zk.

Îñêiëüêè âèïàäêîâi âåëè÷èíè Tk (k = 1, . . . , N) íåçàëåæíi, òî âèïàäêîâi
âåëè÷èíè zk = e−δTk òàêîæ íåçàëåæíi. Òîìó ðîçïîäië ñóìè

S =
N∑
k=0

zk

ìîæíà çíàéòè òî÷íî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çãîðòîê àáî ìåòîäó òâiðíèõ ôóí-
êöié. Àëå äëÿ âåëèêèõ N öi ìåòîäè ïðàêòè÷íî íåïðèäàòíi. Òîäi ðîçïîäië ñóìè
S ìîæíà çíàéòè íàáëèæåíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ïóàññîíà àáî ìåòîäó Ãàóññà.
Òàê, çàñòîñóâóþ÷è îñòàííié ìåòîä, îòðèìà¹ìî

R = P{S > Np} = P

{
S −MS√

DS
>
Np−MS√

DS

}
= P {S∗N > a} ≈ 1− F (a) ,

äå F (x) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íîðìàëüíîãî çàêîíó ç ïàðàìåòðàìè 0 i 1,

a =
Np−M

∑N
k=0 zk√

D
∑N

k=0 zk

=
√
N
p−Mzk√

Dzk
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè p, çà ÿêî¨ éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîìïà-
íi¨ íå ïåðåâèùó¹ R = 1− α (äå α áëèçüêå äî 1), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

√
N
p−Mzk√

Dzk
= xα,

äå xα çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ òàáëèöi ôóíêöi¨ F (x) ç óìîâè F (xα) = α.
Çâiäñè

p = Mzk + xα

√
Dzk
N

= p0 + xα

√
Dzk
N

. (5.11.7)

Ó öié ôîðìóëi p0 = Mzk � íåòòî-ïðåìiÿ, à xα ·
√
Dzk/N � ñòðàõîâà íàäáàâêà.

Äëÿ âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè θ ìà¹ìî

θ = xα

√
Dzk

Mzk
√
N
.
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5.12 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêiâ

Ïðèêëàä 1. Ïðèïóñòèìî, ùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ δ ñêëàäà¹ 15%. Çà
óìîâè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ñìåðòåé âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöi òðèâàëîñòi
æèòòÿ îá÷èñëèòè íåòòî-ïðåìiþ ïðè óêëàäàííi äîãîâîðó 3-ði÷íîãî çìiøàíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ëþäèíè ó âiöi 25 ðîêiâ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Íåâiäîìà íåòòî-ïðåìiÿ ïîçíà÷à¹òüñÿ ñèìâîëîì A25:3e. Äëÿ

¨¨ îá÷èñëåííÿ çàñòîñó¹ìî ôîðìóëó (5.6.3):

A25:3e =
ie24δ

δl25

27∑
k=25

dke
−δk + e−3δ l28

l25
.

Îñêiëüêè eδ = e0.15 ≈ 1.16, e−δ ≈ 0.86, i = eδ − 1 ≈ 0.16, d25 = 152, d26 = 159,
d27 = 160, l28 = 96663, l25 = 97140, òî ìè îòðèìó¹ìî A25:3e ≈ 0.64 (âiä
âåëè÷èíè ñòðàõîâî¨ âèïëàòè).
Ïðèêëàä 2. Ïðèïóñòèìî, ùî òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ

ìîäåëi äå Ìóàâðà ç ãðàíè÷íèì âiêîì ω = 120 ðîêiâ, à ði÷íà ïðîöåíòíà ñòàâêà
ñêëàäà¹ 15%. Ïiäðàõóâàòè íåòòî-ïðåìiþ äëÿ ëþäèíè ó âiöi 40 ðîêiâ, ÿêùî
óêëàäåíî äîãîâið:

à) ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ;
á) 5-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ;
â) 5-ði÷íîãî çìiøàíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ;
ã) ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ, âiäêëàäåíîãî íà 2 ðîêè;
ä) ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ çi ñòðàõîâîþ âèïëàòîþ, ùî íåïåðåðâíî

çáiëüøó¹òüñÿ.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. ßê áóëî ç'ÿñîâàíî â §2.5 çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ â ìîäåëi äå

Ìóàâðà ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíèé íà âiäðiçêó [0, ω − x], òîáòî çà óìîâ äàíîãî
ïðèêëàäó ùiëüíiñòü çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ px(t) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

px(t) =
1

80

äëÿ t ∈ [0, 80] i px(t) = 0 äëÿ t /∈ [0, 80].
Iíòåíñèâíiñòü âiäñîòêiâ δ ìîæíà ïiäðàõóâàòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè i =

eδ − 1. Çâiäñè δ ≈ 0.14.
à) çà ôîðìóëîþ (5.1.5)

A40 =

80∫
0

e−δt
1

80
dt = − 1

80δ

[
e−δt

]80

0
=

1− e−80δ

80δ
≈ 0.089;

á) çà ôîðìóëîþ (5.5.2)

A
1
40:5e =

5∫
0

e−δt
1

80
dt = − 1

80δ

[
e−δt

]5
0

=
1− e−5δ

80δ
≈ 0.045;
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â) çà ôîðìóëîþ (5.6.2)

A40:5e =

5∫
0

e−δt
1

80
dt+ e−5δP{T (80) > 5} =

= A
1
40:5e + e−5δ

80∫
5

1

80
dt = A

1
40:5e +

75

80
e−5δ ≈ 0.51;

ã) çà ôîðìóëîþ (5.7.2)

2|A40 =

80∫
2

e−δt
1

80
dt = − 1

80δ

[
e−δt

]80

2
=
e−2δ − e−80δ

80δ
≈ 0.068;

ä) çà ôîðìóëîþ (5.8.2)

(
I A
)

40
=

80∫
0

te−δt
1

80
dt = −

80∫
0

t

80δ
de−δt =

= −
[
t

80δ
e−δt

]80

0

+

80∫
0

e−δt
1

80δ
dt = −e

−80δ

δ
−
[

1

80(δ)2
e−δt

]80

0

≈ 0.64.

Ïðèêëàä 3. Ñòðàõîâà êîìïàíiÿ óêëàëà 1000 äîãîâîðiâ ïîâíîãî ñòðàõóâà-
ííÿ æèòòÿ. Íåõàé çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîñòiéíîþ iíòåí-
ñèâíiñòþ ñìåðòíîñòi µx = 0.04, à iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ ñêëàäà¹ 6%.

Îá÷èñëèòè ðîçìið ïðåìi¨ p, ÿêà ãàðàíòó¹ 99-ïðîöåíòíó éìîâiðíiñòü íåðî-
çîðåííÿ êîìïàíi¨ i çíàéòè âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨. Çãiäíî ç ôîðìó-

ëîþ (5.1.4)

Ax =

∞∫
0

e−δtpx(t)dt,

äå px(t) � ùiëüíiñòü çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ. Îñêiëüêè íàì âiäîìà iíòåí-
ñèâíiñòü ñìåðòíîñòi µx = 0.04, òî çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó (1.4.3), çíàéäåìî
ôóíêöiþ âèæèâàííÿ

s(t) = e−µt,

i âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó px(t) = p(x + t)/s(x) = −s′(x + t)/s(x), îá÷èñëèìî
ùiëüíiñòü çàëèøêîâîãî ÷àñó æèòòÿ:

px(t) = µe−µt.

72



Òåïåð îòðèìó¹ìî ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨:

p0 = Ax =

∞∫
0

µe−(µ+δ)tdt =
µ

µ+ δ
=

0.04

0.04 + 0.06
= 0.4.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ íåâiäîìî¨ ïðåìi¨ p i ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè ïîòðiáíî çíàéòè
äèñïåðñiþ ñó÷àñíî¨ âåëè÷èíè ìàéáóòíüî¨ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè. Öå ìîæíà çðî-
áèòè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (5.1.8):

Dz = Mz2 − (Mz)2 = 2δAx −
(
δAx

)2
=

µ

µ+ 2δ
− (0.4)2 = 0.25− 0.16 = 0.09.

Òåïåð çà ôîðìóëîþ (5.11.7) îòðèìó¹ìî

p = 0.4 + 2.33

√
0.009

1000
≈ 0.42,

òîáòî ïðåìiÿ p ñêëàäà¹ 42% âiä ðîçìiðó ñòðàõîâî¨ âèïëàòè (íàãàäà¹ìî, ùî
ñòðàõîâà âèïëàòà b áóëà âçÿòà çà îäèíèöþ).

Íà çàâåðøåííÿ çíàõîäèìî âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó

θ =
p− p0

p0
≈ 0.055.
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Ðîçäië 6

Ïåðåñòðàõóâàííÿ

6.1 Ñóòü i ðiçíîâèäè äîãîâîðiâ ïåðåñòðàõóâàííÿ

Ôiçè÷íi òà þðèäè÷íi îñîáè óêëàäàþòü äîãîâîðè ñòðàõóâàííÿ ç ìåòîþ ïî-
çáóòèñÿ ðèçèêó ôiíàíñîâèõ âòðàò, ÿêi ìîæóòü áóòè ñïðè÷èíåíi íåùàñíèì âè-
ïàäêîì àáî ñìåðòþ äàíî¨ îñîáè. Äî óêëàäàííÿ äîãîâîðó îñîáà çàçíà¹ ðèçèêó,
ÿêèé ìîæå ïðèçâåñòè äî âèïàäêîâèõ ôiíàíñîâèõ âòðàò ξ, à ìîæå i íå ïðè-
çâåñòè äî íèõ. Ïiñëÿ óêëàäàííÿ äîãîâîðó ñòðàõóâàííÿ çàñòðàõîâàíà îñîáà
çâiëüíÿ¹òüñÿ âiä öüîãî ðèçèêó, çàïëàòèâøè ñòðàõîâié êîìïàíi¨ ïåâíó ñóìó
p = (1 + θ)Mξ. Îòæå, óêëàäàþ÷è äîãîâið ñòðàõóâàííÿ, çàñòðàõîâàíèé ñâi-
äîìî ïîãîäæó¹òüñÿ íà ïîðiâíÿíî íåâåëèêi ôiíàíñîâi âèòðàòè äëÿ òîãî, ùîá
ïîçáóòèñÿ ðèçèêó ôiíàíñîâèõ âòðàò, ÿêi äîñèòü ìàëîéìîâiðíi, àëå ìîæóòü
áóòè çíà÷íèìè äëÿ äàíî¨ îñîáè. Çâè÷àéíî, ðèçèê ïðè öüîìó íå çíèêà¹. Éîãî
áåðå íà ñåáå ñòðàõîâà êîìïàíiÿ. Ñòðàõîâà êîìïàíiÿ çàõèùà¹ ñåáå âiä öüîãî
ðèçèêó, óêëàäàþ÷è âåëèêó êiëüêiñòü äîãîâîðiâ i çàáåçïå÷óþ÷è ìàëó éìîâið-
íiñòü ðîçîðåííÿ. Àëå ñòðàõîâà êîìïàíiÿ íå ìîæå ïîâíiñòþ ïîçáóòèñÿ ðèçèêó
ðîçîðåííÿ. Çàâæäè ìîæëèâi, õî÷à i ìàëîéìîâiðíi, äóæå âåëèêi ïîçîâè, ÿêi
ìîæóòü ñïðè÷èíèòè äî ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨.

Òàêèì ÷èíîì, ñòðàõîâà êîìïàíiÿ, ÿêà óêëàëà âåëèêó êiëüêiñòü äîãîâîðiâ
ñòðàõóâàííÿ, ïîòðàïëÿ¹ â òàêó æ ñàìó ñèòóàöiþ, ÿê i ¨¨ êëi¹íòè äî óêëàäàí-
íÿ äîãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ. Ùîá ïîçáóòèñÿ öüîãî ðèçèêó ðîçîðåííÿ ñòðàõîâi
êîìïàíi¨ âäàþòüñÿ äî òîãî æ ñàìîãî çàñîáó, ùî i ¨õ êëi¹íòè. À ñàìå � âîíè
ñòðàõóþòü ñâî¨ ðèçèêè â iíøié ñòðàõîâié êîìïàíi¨. Òàêèé âèä ñòðàõóâàííÿ
íàçèâà¹òüñÿ ïåðåñòðàõóâàííÿì. Êîìïàíiÿ, ÿêà óêëàäà¹ äîãîâið ñòðàõóâàííÿ
ç ìåòîþ ïåðåñòðàõóâàííÿ ñâîãî ðèçèêó, íàçèâà¹òüñÿ ïåðåäàâàëüíîþ êîìïàíi-
¹þ, à êîìïàíiÿ, ÿêà ¨¨ ñòðàõó¹, íàçèâà¹òüñÿ ïåðåñòðàõóâàëüíîþ. �ñíó¹ áàãà-
òî ðiçíîâèäiâ ïåðåñòðàõóâàííÿ çàëåæíî âiä âèäó ðîçäiëåííÿ âiäïîâiäàëüíîñòi
ìiæ ïåðåäàâàëüíîþ i ïåðåñòðàõóâàëüíîþ êîìïàíiÿìè. Ïðè ïåðåñòðàõóâàííi
ìîæóòü ïåðåñòðàõîâóâàòèñÿ ÿê íàäòî âåëèêi iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè, òàê i ïiä-
ñóìêîâèé ïîçîâ çà ïåâíèé ïðîìiæîê ÷àñó, íàïðèêëàä, çà ðiê.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âèäè ïåðåñòðàõóâàííÿ.
1. Ïðîïîðöiéíå ïåðåñòðàõóâàííÿ � öå òàêèé âèä ïåðåñòðàõóâàííÿ, ïðè ÿêî-

ìó ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ ïåâíó ÷àñòêó α, 0 ≤ α ≤ 1, êîæíîãî ïîçî-
âó, à ðåøòó êîæíîãî ïîçîâó ñïëà÷ó¹ ïåðåñòðàõóâàëüíà êîìïàíiÿ. Ïàðàìåòð α
íàçèâà¹òüñÿ ìåæåþ óòðèìàííÿ.

2. Ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò � òàêèé âèä ïåðåñòðàõóâàííÿ,
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ïðè ÿêîìó ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ âñi iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè, ÿêi íå
ïåðåâèùóþòü äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ñóìè r; ÿêùî æ iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ ξ ïå-
ðåâèùó¹ öþ ñóìó, òî ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ ñóìó r i ïîäà¹ ïîçîâ
äî ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ íà ñóìó ξ − r. Ïàðàìåòð r òàêîæ íàçèâàþòü
ìåæåþ óòðèìàííÿ.

Çàçíà÷èìî, ùî íåçâàæàþ÷è íà îäèí i òîé æå òåðìií (ìåæà óòðèìàííÿ),
ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïàðàìåòðiâ α i r, ñåíñ öèõ ïàðàìåòðiâ ðiçíèé.

3. Ïåðåñòðàõóâàííÿ, ùî çóïèíÿ¹ âòðàòè � òàêèé âèä ïåðåñòðàõóâàííÿ,
ïðè ÿêîìó ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ âåñü ïiäñóìêîâèé ïîçîâ çà ïåâíèé
ïåðiîä (ñêàæiìî, çà ðiê), ÿêùî âií íå ïåðåâèùó¹ äåÿêî¨ ôiêñîâàíî¨ ñóìè r; ó
ðàçi, ÿêùî ïiäñóìêîâèé ïîçîâ S ïåðåâèùó¹ öþ ñóìó, òî ïåðåäàâàëüíà êîìïà-
íiÿ ñïëà÷ó¹ ñóìó r i ïîäà¹ ïîçîâ íà ðåøòó ñóìè S − r äî ïåðåñòðàõóâàëüíî¨
êîìïàíi¨. Ïàðàìåòð r íàçèâàþòü ôðàíøèçîþ.

Ç ïîãëÿäó ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ îïåðàöiÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ âèãëÿäà¹
ÿê çâè÷àéíå ñòðàõóâàííÿ. Ïåðåñòðàõóâàëüíà êîìïàíiÿ çà ïåâíó ïëàòó áåðå íà
ñåáå ðèçèê âiä ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨. Òîìó ïëàòà çà ïåðåñòðàõóâàííÿ âñòà-
íîâëþ¹òüñÿ ç òèõ æå ìiðêóâàíü, ÿêi âèêîðèñòîâóâàëèñü çà óìîâ çâè÷àéíîãî
ñòðàõóâàííÿ. À ñàìå � ïëàòà çà ïåðåñòðàõóâàííÿ ñêëàäà¹ p = (1 + θ)Mξ, äå ξ
� ïîçîâ äî ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨, à θ � âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà, ÿêà
âñòàíîâëþ¹òüñÿ ïåðåñòðàõóâàëüíîþ êîìïàíi¹þ, âèõîäÿ÷è ç ìàëî¨ éìîâiðíîñòi
íåðîçîðåííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, äîãîâið ïåðåñòðàõóâàííÿ ñòàíîâèòü iíòåðåñ äëÿ àêòóàðíî¨
ìàòåìàòèêè òiëüêè ç ïîãëÿäó ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨. Òîìó áóäåìî íàäàëi
ââàæàòè, ùî âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà, ÿêà âñòàíîâëþ¹òüñÿ ïåðåñòðàõó-
âàëüíîþ êîìïàíi¹þ, ôiêñîâàíà (òîìó ùî ïðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ íå ìà¹ çìîãè
ðåãóëþâàòè öåé ïàðàìåòð). Îñíîâíà ïðîáëåìà àíàëiçó äîãîâîðiâ ïåðåñòðàõó-
âàííÿ ïîëÿãà¹ ó âèáîði äîãîâîðó ïåðåñòðàõóâàííÿ é ó âèçíà÷åííi îñíîâíîãî
ïàðàìåòðà äîãîâîðó � ìåæi óòðèìàííÿ, îïòèìàëüíî¨ ç ïîãëÿäó ïåðåäàâàëüíî¨
êîìïàíi¨.

6.2 Ïðîïîðöiéíå ïåðåñòðàõóâàííÿ

Íåõàé θ∗ (θ) � âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ (ïåðåäàâàëü-
íî¨) êîìïàíi¨. Ç'ÿñó¹ìî, ÿêîþ ìà¹ áóòè ìåæà óòðèìàííÿ α, 0 ≤ α ≤ 1, ùî
çàáåçïå÷ó¹ ìiíiìàëüíó éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨.

Çà óìîâ ïðîïîðöiéíîãî ïåðåñòðàõóâàííÿ ÷àñòêó αξ âiä êîæíîãî iíäèâiäó-
àëüíîãî ïîçîâó ξ ñïëà÷ó¹ ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ, à iíøó ÷àñòêó (1−α)ξ � ïå-
ðåñòðàõóâàëüíà êîìïàíiÿ. Òîìó ïiäñóìêîâèé ïîçîâ äî ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨
S =

∑N
k=0 ξk ïiñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ ñêëàäà¹ αS =

∑N
k=0 αξk. Àëå îäíî÷àñíî

çìåíøó¹òüñÿ i êàïiòàë êîìïàíi¨. Äî óêëàäàííÿ äîãîâîðó ïåðåñòðàõóâàííÿ âií
äîðiâíþâàâ (1 + θ)MS. Çà óêëàäàííÿ äîãîâîðó ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåäàâàëü-
íà êîìïàíiÿ ñïëàòèëà ïåðåñòðàõóâàëüíié ñóìó (1+θ∗)(1−α)MS. Îòæå, ïiñëÿ
óêëàäàííÿ äîãîâîðó êàïiòàë ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹

75



(1 + θ)MS − (1 + θ∗)(1− α)MS =

= [θ − θ∗ + α(1 + θ∗)]MS.

Ïðè öüîìó éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ äîðiâíþâàòèìå

R = P{αS > [θ − θ∗ + α(1 + θ∗)]MS} =

= P{S > [(θ − θ∗)/α + (1 + θ∗)]MS}.
Öÿ éìîâiðíiñòü áóäå ìiíiìàëüíîþ òîäi, êîëè âåëè÷èíà A :=
[(θ − θ∗)/α + (1 + θ∗)]MS ìàêñèìàëüíà.

Íåõàé θ∗ < θ. Çðîçóìiëî, ùî òîäi A = ∞ ïðè α = 0. Òîáòî, ÿêùî ïåðå-
ñòðàõóâàëüíà êîìïàíiÿ âñòàíîâëþ¹ ìåíøó âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó, íiæ
ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ, òî ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ ìà¹ ïåðåñòðàõóâàòè âñi
äîãîâîðè äëÿ ìiíiìiçàöi¨ éìîâiðíîñòi ðîçîðåííÿ, ÿêà â öüîìó âèïàäêó äîðiâ-
íþâàòèìå íóëþ. Àëå òðåáà âðàõîâóâàòè, ùî ïðè öüîìó çíèçèòüñÿ ïðèáóòîê
êîìïàíi¨. ßêùî äî ïåðåñòðàõóâàííÿ âií äîðiâíþâàâ θMS, òî ïiñëÿ ïåðåñòðà-
õóâàííÿ âñiõ äîãîâîðiâ âií ñêëàäàòèìå (θ − θ∗)MS.

Íåõàé θ∗ > θ. Òîäi A áóäå ìàêñèìàëüíèì ïðè α = 1. Öå îçíà÷à¹, ùî ó âè-
ïàäêó, êîëè ïåðåñòðàõóâàëüíà êîìïàíiÿ âñòàíîâëþ¹ áiëüøó âiäíîñíó ñòðàõî-
âó íàäáàâêó, íiæ ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ, ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ ìà¹ âçàãàëi
óòðèìàòèñü âiä ïåðåñòðàõóâàííÿ ç ìåòîþ ìiíiìiçàöi¨ éìîâiðíîñòi ðîçîðåííÿ.

Íàðåøòi, ó âèïàäêó θ∗ = θ éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨
âçàãàëi íå çàëåæèòü âiä α.

6.3 Ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò

Çà óìîâ öüîãî âèäó ïåðåñòðàõóâàííÿ êîæíèé iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ ξ ïå-
ðåòâîðþ¹òüñÿ íà ïîçîâ ξ(r) = min{ξ, r} äî ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ i íà ïîçîâ
ξ − ξ(r) = max{ξ − r, 0} äî ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨.

ßêùî ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ ïåðåñòðàõóâàëà N îäíîòèïíèõ äîãîâîðiâ, òî
iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè ξk, k = 1, . . . , N , ¹ íåçàëåæíèìè, îäíàêîâî ðîçïîäiëå-
íèìè âåëè÷èíàìè, à ïiäñóìêîâèé ïîçîâ S =

∑N
k=0 ξk çìåíøó¹òüñÿ i äîðiâíþ¹

S =
∑N

k=0 ξ
(r)
k . Âîäíî÷àñ òèì çìåíøèòüñÿ i êàïiòàë êîìïàíi¨. Äî óêëàäàííÿ

äîãîâîðiâ ïåðåñòðàõóâàííÿ âií äîðiâíþâàâ Np = N(1 + θ)p0, äå p0 = Mξ �
íåòòî-ïðåìiÿ, à θ � âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨. Çà ïå-
ðåñòðàõóâàííÿ ïåðåäàâàëüíà êîìïàíiÿ ñïëàòèëà ñóìó N(1+θ∗)(Mξ−Mξ(r)),
äå θ∗ � âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨. Òîìó ïiñëÿ çà-
êëþ÷åííÿN äîãîâîðiâ ïåðåñòðàõóâàííÿ êàïiòàë ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ñêëà-
äàòèìå

N(1 + θ)Mξ −N(1 + θ∗)(Mξ −Mξ(r)) =

= N(θ − θ∗)Mξ +N(1 + θ∗)Mξ(r),

à éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ äîðiâíþâàòèìå

R = P{S(r) > N(θ − θ∗)Mξ +N(1 + θ∗)Mξ(r)}.
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Çà äîïîìîãîþ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè ìè çìîæåìî íàáëèæåíî çíàéòè
öþ éìîâiðíiñòü:

R = P

{
S(r) −NMξ(r)√

NDξ(r)
>
N(θ − θ∗)Mξ +Nθ∗Mξ(r)√

NDξ(r)

}
≈

≈ 1− F

(
√
N

(θ − θ∗)Mξ + θ∗Mξ(r)√
Dξ(r)

)
, (6.3.1)

äå F (x) � ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó íîðìàëüíîãî çàêîíó ç ïàðàìåòðàìè 0 i 1. Òîìó
äëÿ ìiíiìiçàöi¨ éìîâiðíîñòi ðéîçîðåííÿ R òðåáà çíàéòè ìàêñèìóì àðãóìåíòó
ôóíêöi¨ F (x) ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (6.3.1). Òàêèì ÷èíîì, ïèòàííÿ ïðî
äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ i ïðî îïòèìàëüíó ìåæó óòðèìàííÿ r çâîäèòüñÿ
äî îá÷èñëåííÿ íàéáiëüøîãî çíà÷åííÿ ôóíêöi¨

ϕ(r) :=
([θ − θ∗)Mξ + θ∗M min{ξ, r}]2

Dmin{ξ, r}
íà ïiâîñi [0,∞] i çíàõîäæåííÿ òî÷êè ¨¨ ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìó.

Çàçíà÷èìî, ùî êîëè öåé ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ ïðè r = ∞, òî ïåðåñòðà-
õóâàííÿ íåäîöiëüíå; ÿêùî æ ìàêñèìóì äîñÿãà¹òüñÿ â òî÷öi r = 0, òî ïåðåäà-
âàëüíà êîìïàíiÿ ìà¹ ïåðåñòðàõóâàòè âåñü ïîðòôåëü äîãîâîðiâ.

Ïðèêëàäè äîñëiäæåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ â êîíêðåòíèõ ñèòóàöiÿõ íàâåäåíi â íà-
ñòóïíîìó ïàðàãðàôi.

6.4 Ïðèêëàäè ðîçðàõóíêiâ

Ïðèêëàä 1. Ïðèïóñòèìî, ùî ñòðàõîâà êîìïàíiÿ óêëàëà N = 10000 îäíî-
òèïîâèõ äîãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ òåðìiíîì íà 1 ðiê. Âiäïîâiäíî äî óìîâ
äîãîâîðó êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ 106 ãðí ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿ-
ãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó, 105 ãðí ó âèïàäêó éîãî ñìåðòi ç ïðèðîäíèõ
ïðè÷èí i íå ñïëà÷ó¹ íi÷îãî, ÿêùî çàñòðàõîâàíèé äîæèâå äî êiíöÿ ðîêó. �ìî-
âiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 5 · 10−4, à éìîâiðíiñòü ñìåðòi
ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 2 · 10−3.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîìïàíiÿ áàæà¹ âñòàíîâèòè òàêó ïðåìiþ, ÿêà çàáåçïå÷ó¹
95-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ. Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî êîìïàíiÿ âè-
ðiøó¹ ïåðåñòðàõóâàòè âñi ïîçîâè, ùî ïåðåâèùóþòü 105 ãðí.

Âiäîìî, ùî âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ñêëà-
äà¹ 60%.

Âèâ÷èòè ïèòàííÿ ïðî äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ.
Ìiíiìiçóâàòè éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ i çíàéòè îïòèìàëüíó ìåæó

óòðèìàííÿ â ïðîìiæêó [105 äî 106].
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Çà óìîâ ïðèêëàäó iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ ìà¹ òàêèé ðîçïîäië:

ξ :
106 105 0

5 · 10−4 2 · 10−3 1− 25 · 10−4
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Òîäi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó (òîáòî íåòòî-ïðåìiÿ p0) ñêëàäà¹

p0 = Mξ = 5 · 10−4 · 106 + 2 · 10−3 · 105 = 500 + 200 = 700,

à äèñïåðñiÿ

Dξ = Mξ2 − (Mξ)2 = 5 · 10−4 · 1012 + 2 · 10−3 · 1010 − 7002 =

= 5 · 108 + 2 · 107 − 49 · 104 ≈ 5.2 · 108.

Çà ôîðìóëîþ (5.11.7) çíàõîäèìî ïðåìiþ p, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ 95-âiäñîòêîâó
éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ

p = Mzk + x0.95

√
Dzk
N

=

= 700 +
1.645 ·

√
5.2 · 104

102
≈ 1075 ,

à âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà

θ =
x0.95

Mξ

√
Dzk
N

=
1.645 ·

√
5.2 · 104

102 · 700
≈ 3.59%.

Îñêiëüêè ìåæà óòðèìàííÿ r = 105, òî äëÿ ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ iíäèâi-
äóàëüíèé ïîçîâ ξ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ íà ïîçîâ ξ(r) ç ðîçïîäiëîì

ξ(r) :
105 0

25 · 10−4 1− 25 · 10−4

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ i äèñïåðñiÿ iíäèâiäóàëüíèõ ïîçîâiâ òåïåð äîðiâíþþòü

Mξ(r) = 105 · 25 · 10−4 = 250,

Dξ(r) = (25 · 10−4 − (25 · 10−4)2) · 1010 ≈ 25 · 106.

Êàïiòàë êîìïàíi¨ äî ïåðåñòðàõóâàííÿ ñêëàäàâ Np ≈ 10750000 ãðí. Îá÷è-
ñëèìî êàïiòàë êîìïàíi¨ ïiñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ. Âií çìåíøèòüñÿ íà ñóìó, ÿêà
äîðiâíþ¹ âèïëàòi çà ïåðåñòðàõóâàííÿ. Ùîá îá÷èñëèòè ðîçìið öi¹¨ âèïëàòè,
çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ iíäèâiäóàëüíi ïîçîâè ìàþòü
òàêèé ðîçïîäië:

ξ − ξ(r) :
9 · 105 0
5 · 10−4 1− 5 · 10−4

Éîãî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äîðiâíþ¹ 9 ·105 ·5 ·10−4 = 450 ãðí (öå çíà÷åííÿ ìîæíà
áóëî á îá÷èñëèòè òàêîæ ÿê ðiçíèöþMξ−Mξ(r)). Òîìó ïëàòà çà ïåðåñòðàõóâà-
ííÿ äîðiâíþ¹ 10000 ·1.6 ·450 = 7200000. Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ
êàïiòàë êîìïàíi¨ äîðiâíþâàòèìå u(r) = 10750000− 7200000 = 3550000.
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Îá÷èñëèìî íàðåøòi éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ïiñëÿ
ïåðåñòðàõóâàííÿ. Âîíà äîðiâíþ¹

P{S(r) > 3550000} =

= P

{
S(r) −MS(r)

√
DS(r)

>
3550000−MS(r)

√
DS(r)

}
≈

≈ 1− F
(

3550000− 2500000

5 · 103 · 100

)
= 1− F (2.1) ≈ 0.018.

Òàêèì ÷èíîì, çà ðàõóíîê ïåðåñòðàõóâàííÿ éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ çíèçè-
ëàñü ç 5% äî 1.8%. Çâè÷àéíî, öå ñòàëî ìîæëèâèì çà ðàõóíîê âòðàòè äå-
ÿêî¨ ÷àñòèíè ïðèáóòêó. ßêùî äî ïåðåñòðàõóâàííÿ ïðèáóòîê äîðiâíþâàâ
Np − Np0 = 1075 · 104 − 700 · 104 = 375 · 104, òî ïiñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ âií
çìåíøèòüñÿ íà î÷iêóâàíèé ïiäñóìêîâèé ïîçîâ (òîáòî íàNMξ(r)) i ñêëàäàòèìå
ε(r) = u(r) −MS(r) = 3550000− 250 · 104 = 105 · 104.

Âðàõîâóþ÷è öi äâà ÷èííèêè (çìåíøåííÿ éìîâiðíîñòi ðîçîðåííÿ i çìåíøå-
ííÿ ïðèáóòêó), êîìïàíiÿ ïðèéìà¹ ðiøåííÿ ïðî äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ.

Çíàéäåìî òåïåð îïòèìàëüíó (íà ïðîìiæêó [105, 106]) ìåæó óòðèìàííÿ r
ç ïîãëÿäó ìiíiìàëüíî¨ éìîâiðíîñòi ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨. Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîç-
ðàõóíêiâ âiçüìåìî 105 ãðí çà îäèíèöþ âèìiðó ãðîøåé. Òåïåð r çìiíþ¹òüñÿ
íà ïðîìiæêó [0, 10], à ðîçïîäië iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó ξ(r) äî ïåðåäàâàëüíî¨
êîìïàíi¨ ìà¹ âèãëÿä

ξ(r) :
1 r 0

20 · 10−4 5 · 10−4 1− 25 · 10−4

Éîãî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ i äèñïåðñiÿ äîðiâíþþòü

Mξ(r) = 1 · 20 · 10−4 + r · 5 · 10−4 = 5 · 10−4 · (r + 4),

Dξ(r) = 12 · 20 · 10−4 + r2 · 5 · 10−4 − 25 · 10−8 · (r + 4)2 ≈ 5(r2 + 4) · 10−4.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iíäèâiäóàëüíîãî ïîçîâó äî ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ äî-
ðiâíþ¹

Mξ −Mξ(r) = 700 · 10−5 − 5 · 10−4(r + 4) = 5 · 10−4 · (10− r)

i òîìó ïëàòà çà ïåðåñòðàõóâàííÿ îäíîãî ïîçîâó äîðiâíþ¹

1.6 · 5 · 10−4(10− r) = 8 · 10−4(10− r).

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ i äèñïåðñiÿ ïiäñóìêîâîãî ïîçîâó S(r) ñêëàäàþòü

MS(r) = NMξ(r) = 5 · (r + 4),

DS(r) = NDξ(r) ≈ 5 · (r2 + 4).
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Ïiäñóìêîâà âèïëàòà çà ïåðåñòðàõóâàííÿ âñiõ ïîçîâiâ äîðiâíþ¹

104 · 8 · 10−4(10− r) = 8 · (10− r)

i òîìó êàïiòàë êîìïàíi¨ ïiñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ ñêëàäàòèìå

u(r) = Np− 8 · (10− r) =

= 107.5− 8 · (10− r) = 27.5 + 8r.

Òåïåð çíàéäåìî éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ R(r) êîìïàíi¨:

R(r) = P{S(r) > u(r)} =

= P

{
S(r) −MS(r)

√
DS(r)

>
u(r) −MS(r)

√
DS(r)

}
≈

≈ 1− F
(
u(r) −MS(r)

√
DS(r)

)
= 1− F

(
7.5 + 3r√
5r2 + 20

)
.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ìiíiìiçàöi¨ éìîâiðíîñòi ðîçîðåííÿ òðåáà âèáðàòè ïàðà-
ìåòð r òàê, ùîá ôóíêöiÿ

h(r) =
(7.5 + 3r)2

5r2 + 20

íàáóëà ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Îñêiëüêè

h′(t) =
2(7.5 + 3r)(12− 7.5r)

25(r2 + 4)2
,

îïòèìàëüíå çíà÷åííÿ r äîðiâíþ¹ 12/7.5 = 1.6, òîáòî â àáñîëþòíèõ öèôðàõ
r = 1.6 · 105 = 160000 ãðí. Ïðè öüîìó

√
h(1.6) ≈ 2.15, à òîìó éìîâiðíiñòü

ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹ 1− F (2.15) ≈ 0.016, òîáòî 1.6%.
Ñåðåäíié ïðèáóòîê êîìïàíi¨ ïðè òàêié ìåæi óòðèìàííÿ äîðiâíþ¹

u(r) −MS(r) = 7.5 + 3r = 12.3,

òîáòî 12.3 · 105 = 1230000 ãðí.
Òàêèì ÷èíîì, ó ïîðiâíÿííi ç ìåæåþ óòðèìàííÿ r = 105 çìåíøèëàñÿ éìî-

âiðíiñòü ðîçîðåííÿ i çáiëüøèâñÿ î÷iêóâàíèé ïðèáóòîê êîìïàíi¨.
Ïðèêëàä 2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç N = 20000 äîãîâîðiâ ñòðà-

õóâàííÿ æèòòÿ òåðìiíîì íà 1 ðiê. Âiäïîâiäíî äî óìîâ äîãîâîðó êîìïàíiÿ ñïëà-
÷ó¹ ïåâíó ñóìó ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó i íå ñïëà÷ó¹
íi÷îãî, ÿêùî çàñòðàõîâàíèé äîæèâå äî êiíöÿ ðîêó. �ìîâiðíiñòü ñìåðòi êîæíî-
ãî iç çàñòðàõîâàíèõ äîðiâíþ¹ q = 0.01. Ç óñiõ çàñòðàõîâàíèõ N1 = 10000 óêëà-
ëè äîãîâið íà ñóìó b1 = 100000 ãðí êîæíèé, N2 = 5000 � íà ñóìó b2 = 200000
ãðí êîæíèé, N3 = 4000 � íà ñóìó b3 = 500000 ãðí êîæíèé, N4 = 1000 �
íà ñóìó b4 = 1000000 ãðí êîæíèé. Êîìïàíiÿ âñòàíîâèëà âiäíîñíó ñòðàõîâó
íàäáàâêó â ðîçìiði θ = 15%.
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Âèâ÷èòè ïèòàííÿ ïðî äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ, ÿêùî ìåæà óòðèìàííÿ
r = 500000 ãðí, à âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ θ∗
ñêëàäà¹ 20%.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ïiäðàõó¹ìî ñïî÷àòêó éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ i î÷iêóâàíèé

ïðèáóòîê êîìïàíi¨ äî ïåðåñòðàõóâàííÿ. Êîæíèé iíäèâiäóàëüíèé ïîçîâ ξi ìà¹
òàêèé ðîçïîäië:

ξi :
bi 0
q 1− q

Ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè bi, i = 1, 2, 3, 4, ó êîæíié ç 4 ãðóï ðiçíèé. Òîìó äëÿ
îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ MS òà äèñïåðñi¨ DS ïiäñóìêîâîãî ïîçîâó S
îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó Mξi òà Dξi ó êîæíié iç ãðóï. Çðîçóìiëî, ùî Mξi = q · bi,
à Dξi = q(1 − q) · b2

i . Ñåðåäíi çíà÷åííÿ òà äèñïåðñi¨ ïiäñóìêîâèõ ïîçîâiâ ó
ãðóïàõ ñêëàäàþòü Ni · q · bi i Ni · q(1− q) · b2

i . Îòæå,

MS =
4∑
i=0

Ni · q · bi,

DS =
4∑
i=0

Ni · q(1− q) · b2
i .

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíêiâ íàâåäåíi íèæ÷å â òàáëèöi, îñòàííié ñòîâáåöü ÿêî¨ ìi-
ñòèòü îñòàòî÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ïî÷àòêîâî¨ ãðóïè âñiõ çàñòðàõîâàíèõ.

Íîìåð ãðóïè 1 2 3 4 ïî÷àòêîâà ãðóïà
Êiëüêiñòü çàñòðàõîâàíèõ 10000 5000 4000 1000 20000
Ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè 100000 200000 500000 1000000

Ñåðåäíié ïiäñóìê. ïîçîâ ó ãðóïi 107 107 2 · 107 107 5 · 107

Äèñïåðñiÿ ïiäñóìêîâîãî ïîçîâó 99 · 1010 198 · 1010 990 · 1010 990 · 1010 2277 · 1010

Çàãàëüíà ñóìà u, îòðèìàíà êîìïàíi¹þ ó âèãëÿäi ñòðàõîâèõ ïðåìié (òîáòî
êàïiòàë êîìïàíi¨), äîðiâíþ¹ u = (1+θ)MS = 5.75·107, à î÷iêóâàíèé ïðèáóòîê

ε = u−MS = θMS = 0.15 · 5 · 107 = 7.5 · 106 .

Îá÷èñëèìî òåïåð iìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ R:

R = P{S > u} =

= P

{
S −MS√

DS
>
u−MS√

DS

}
≈

≈ 1− F
(
u−MS√

DS

)
≈ 1− F (1.57) ≈ 0.0582.

Ïiñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ ç ìåæåþ óòðèìàííÿ r = 500000 ãðí ïîçîâè ðîçìi-
ðàìè b3 = 500000 ãðí i b4 = 1000000 ãðí ïåðåòâîðþþòüñÿ äëÿ ïåðåäàâàëüíî¨
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êîìïàíi¨ íà ïîçîâè îäíàêîâîãî ðîçìiðó r = 500000 ãðí. Òîìó äîãîâîðè öèõ
äâîõ ãðóï ìîæíà îá'¹äíàòè â îäíó ãðóïó. Äâi iíøi ãðóïè çàëèøàþòüñÿ íåçìií-
íèìè. Òàáëèöÿ ðîçðàõóíêiâ ïiñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ íàáóâà¹ òàêîãî âèãëÿäó:

Íîìåð ãðóïè 1 2 3 ïî÷àòêîâà ãðóïà
Êiëüêiñòü çàñòðàõîâàíèõ 10000 5000 5000 20000
Ðîçìið ñòðàõîâî¨ âèïëàòè 100000 200000 500000

Ñåðåäíié ïiäñóìêîâèé ïîçîâ ó ãðóïi 107 107 2.5 · 107 4.5 · 107

Äèñïåðñiÿ ïiäñóìêîâîãî ïîçîâó 99 · 1010 198 · 1010 1237.5 · 1010 1534.5 · 1010

Ñåðåäíié ïiäñóìêîâèé ïîçîâ äî ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ äîðiâíþ¹ ði-
çíèöiMS−MS(r) = 5·107−4.5·107 = 0.5·107. Òîìó ïëàòà çà ïåðåñòðàõóâàííÿ
äîðiâíþ¹ (1+θ∗)(MS−MS(r))1.2·0.5·107 = 0.6·107. Îòæå, êàïiòàë êîìïàíi¨ ïi-
ñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ u(r) äîðiâíþ¹ 5.75·107−0.6·107 = 5.15·107 i òîìó î÷iêóâà-
íèé ïðèáóòîê ε(r) ñêëàäàòèìå ε(r) = u(r)−Mu(r) = 5.15·107−4.5·107 = 6.5·106

ãðí.
Äëÿ éìîâiðíîñòi ðîçîðåííÿ R(r) ïiñëÿ ïåðåñòðàõóâàííÿ ìà¹ìî

R(r) = P{S(r) > u(r)} =

= P

{
S(r) −MS(r)

√
DS(r)

>
u−MS(r)

√
DS(r)

}
≈

≈ 1− F
(
u(r) −MS(r)

√
DS(r)

)
≈ 1− F (1.66) ≈ 0.0485.

Òàêèì ÷èíîì, ïåðåñòðàõóâàííÿ çìåíøèëî éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ ç 5.82%
äî 4.85%. Àëå öå áóëî äîñÿãíóòî çà ðàõóíîê çìåíøåííÿ î÷iêóâàíîãî ïðèáóòêó
ç 7.5 · 106 ãðí äî 6.5 · 106 ãðí.
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Ðîçäië 7

Êîíòðîëüíi ðîáîòè

Êîíòðîëüíà ðîáîòà 1

Âàðiàíò 1
1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ òðèâàëîñòi æèòòÿ, îá÷èñëiòü iìîâiðíiñòü òî-

ãî, ùî çà ïðèïóùåííÿì Áàëäó÷÷i ëþäèíà âiêîì 80 ðîêiâ ïîìðå ó âiêîâîìó
ïðîìiæêó (80.5, 81.5).

2. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ, çíàéäiòü iìîâiðíiñòü òî-
ãî, ùî çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ (50) ëåæèòü ó ïðîìiæêó âiä 10 ðîêiâ äî 20
ðîêiâ.

3. Íåõàé ñìåðòíiñòü ó âiêîâîìó ïðîìiæêó (34, 37) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
µx = 0.004x. Çíàéäiòü 2|q34.

4. Ïðèïóñòèìî, ùî T (x) < 1. Îá÷èñëiòü ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ
(60) ó ïðèïóùåííi ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé.

5. Íåõàé òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëi äå Ìóàâðà.
Çíàéäiòü ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ ó âèïàäêó ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ç âèïëà-
òîþ â êiíöi ðîêó ñìåðòi.

Âàðiàíò 2
1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ òðèâàëîñòi æèòòÿ, îá÷èñëiòü iìîâiðíiñòü òîãî,

ùî â ïðèïóùåííi ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé ëþäèíà âiêîì 80 ðîêiâ
ïîìðå ó âiêîâîìó ïðîìiæêó (80.5, 81.5).

2. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ, çíàéäiòü iìîâiðíiñòü òî-
ãî, ùî çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ (40) ëåæèòü ó ïðîìiæêó âiä 50 ðîêiâ äî 60
ðîêiâ.

3. Íåõàé ñìåðòíiñòü ó âiêîâîìó ïðîìiæêó (34, 37) çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ
µx = 0.005x. Çíàéäiòü 2|q35.

4. Ïðèïóñòèìî, ùî T (x) < 1. Îá÷èñëiòü ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ
(70) ó ïðèïóùåííi ïðî ïîñòiéíó iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi.

5. Íåõàé òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëi äå Ìóàâðà.
Çíàéäiòü ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ ó âèïàäêó ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ çi çìií-
íîþ âåëè÷èíîþ ñòðàõîâî¨ âèïëàòè.

Âàðiàíò 3
1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ òðèâàëîñòi æèòòÿ, îá÷èñëiòü iìîâiðíiñòü òîãî,

ùî â ïðèïóùåííi ïðî ïîñòiéíó iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi ëþäèíà âiêîì 70 ðîêiâ
ïîìðå ó âiêîâîìó ïðîìiæêó (70.5, 71.5).
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2. Ïðèïóñòèìî, ùî òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ s(x) =√
1− x/100, 0 ≤ x ≤ 100. Çíàéäiòü iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ëþäèíà âiêîì

40 ðîêiâ ïîìðå ïðîòÿãîì íàéáëèæ÷îãî ðîêó.
3. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ, çíàéäiòü ñåðåäí¹ i äèñ-

ïåðñiþ ÷èñëà ïðåäñòàâíèêiâ ïî÷àòêîâî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi ïî-
ìðóòü ó âiöi âiä 50 äî 70 ðîêiâ.

4. Íåõàé T (60) < 1. Îá÷èñëiòü ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ (60) ó
ïðèïóùåííi Áàëäó÷÷i.

5. Íåõàé òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëi äå Ìóàâðà.
Çíàéäiòü ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ ó âèïàäêó n-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ ëþäèíè
ó âiöi x ðîêiâ.

Âàðiàíò 4
1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ òðèâàëîñòi æèòòÿ, îá÷èñëiòü éìîâiðíiñòü òîãî,

ùî ó ïðèïóùåííi ïðî ïîñòiéíó iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi ëþäèíà âiêîì 75 ðîêiâ
ïîìðå ó âiêîâîìó ïðîìiæêó (75.5, 76.5).

2. Ïðèïóñòèìî, ùî òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ s(x) =√
1− x/120, 0 ≤ x ≤ 120. Çíàéäiòü iìîâiðíiñòü òîãî, ùî ëþäèíà âiêîì

60 ðîêiâ ïîìðå ïðîòÿãîì íàéáëèæ÷îãî ðîêó.
3. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ ôóíêöi¨ âèæèâàííÿ, çíàéäiòü ñåðåäí¹ i äèñ-

ïåðñiþ êiëüêîñòi ïðåäñòàâíèêiâ ïî÷àòêîâî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi
ïîìðóòü ó âiöi âiä 60 äî 80 ðîêiâ.

4. Íåõàé T (70) < 1. Îá÷èñëiòü ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ (70) ó
ïðèïóùåííi Áàëäó÷÷i.

5. Íåõàé òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëi äå Ìóàâðà.
Çíàéäiòü ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ ó âèïàäêó n-ði÷íîãî çìiøàíîãî ñòðàõóâàííÿ æè-
òòÿ ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ.

Âàðiàíò 5
1. Âèêîðèñòîâóþ÷è òàáëèöþ òðèâàëîñòi æèòòÿ, îá÷èñëiòü éìîâiðíiñòü òîãî,

ùî â ïðèïóùåííi Áàëäó÷÷i ëþäèíà âiêîì 80 ðîêiâ ïîìðå ó âiêîâîìó ïðîìiæêó
(80.5, 82.5).

2. Ïðèïóñòèìî, ùî òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ ôîðìóëîþ s(x) =√
1− x/120, 0 ≤ x ≤ 120. Çíàéäiòü ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ ëþäèíè

âiêîì 70 ðîêiâ.
3. Íåõàé T (60) < 1. Îá÷èñëiòü ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ (60) ó

ïðèïóùåííi ïðî ïîñòiéíó iíòåíñèâíiñòü ñìåðòíîñòi.
4. Îá÷èñëiòü ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ (x) çà óìîâè T (x) < 1 ó

ïðèïóùåííi ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé.
5. Íåõàé òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëi äå Ìóàâðà.

Çíàéäiòü ðîçìið íåòòî-ïðåìi¨ ó âèïàäêó ñòðàõóâàííÿ, âiäêëàäåíîãî íà m ðî-
êiâ, ëþäèíè ó âiöi x ðîêiâ.

84



Êîíòðîëüíà ðîáîòà 2

Âàðiàíò 1
1. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çãîðòîê çíàéäiòü ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïiäñóìêîâîãî

ïîçîâó äî êîìïàíi¨, ÿêà óêëàëà 3 îäíàêîâèõ äîãîâîðè ñòðàõóâàííÿ íà ðiê. Çà
óìîâîþ äîãîâîðó âèïëàòà ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó
âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 400 äîë., à ó âèïàäêó ñìåðòi ç ïðèðîäíèõ
ïðè÷èí � 200 äîë. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 0.01,
à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.5.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 5000 äîãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ íà ðiê.
Çà óìîâîþ äîãîâîðó êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ 1000 äîë. ó ðàçi ñìåðòi âiä íåùàñíîãî
âèïàäêó àáî 500 äîë., ÿêùî ñìåðòü íàñòàëà ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí. Éìîâiðíiñòü
ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 0.001, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.01.
Îá÷èñëiòü ðîçìið ïðåìi¨, ùî çàáåçïå÷ó¹ 95-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðå-
ííÿ êîìïàíi¨. Âèçíà÷òå âåëè÷èíó âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè.

3. Íåõàé òðèâàëiñòü æèòòÿ îïèñó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ìîäåëi äå Ìóàâðà ç
ãðàíè÷íèì âiêîì ω = 110 ðîêiâ, à ði÷íà ïðîöåíòíà ñòàâêà ñêëàäà¹ 15%. ×îìó
äîðiâíþ¹ íåòòî-ïðåìiÿ äëÿ ëþäèíè âiêîì 50 ðîêiâ, ÿêùî óêëàäà¹òüñÿ äîãîâið
5-ði÷íîãî çìiøàíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ?

4. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 1500 äîãîâîðiâ 3-ði÷íîãî çìiøàíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê óñiõ çàñòðàõîâàíèõ � 50 ðîêiâ. Îá÷èñëèòè ðîçìið ïðå-
ìi¨, ùî ãàðàíòó¹ 97-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåí-
íi ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ δ = 10%.
Çíàéäiòü âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó.

Âàðiàíò 2
1. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çãîðòîê çíàéäiòü ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïiäñóìêîâîãî

ïîçîâó äî êîìïàíi¨, ÿêà óêëàëà 3 îäíàêîâèõ äîãîâîðè ñòðàõóâàííÿ íà ðiê. Çà
óìîâîþ äîãîâîðó âèïëàòà ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó
âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 500 äîë., à ó âèïàäêó ñìåðòi ç ïðèðîäíèõ
ïðè÷èí � 250 äîë. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 0.02,
à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.4.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 2000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Çà óìîâîþ äîãîâîðó ñòðàõîâà âèïëàòà äîðiâíþ¹ 500 äîë. ó ðàçi
ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó êî-
æíîãî iç çàñòðàõîâàíèõ äîðiâíþ¹ 0.01. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Ãàóññà, îá÷èñëiòü
ðîçìið ïðåìi¨, ùî çàáåçïå÷ó¹ 95-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨.
Âèçíà÷iòü ðîçìið ñòðàõîâî¨ i âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâîê.

3. Çà óìîâè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ñìåðòåé çíàéäiòü íåòòî-ïðåìiþ äëÿ ëþ-
äèíè âiêîì 50 ðîêiâ, ÿêùî óêëàäà¹òüñÿ äîãîâið 5-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ,
à ði÷íà ïðîöåíòíà ñòàâêà ñêëàäà¹ 15%.

4. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 1000 äîãîâîðiâ 3-ði÷íîãî çìiøàíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê óñiõ çàñòðàõîâàíèõ � 50 ðîêiâ. Îá÷èñëiòü ðîçìið ïðå-
ìi¨, ùî ãàðàíòó¹ 95-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåí-
íi ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé, ÿêùî ði÷íà ïðîöåíòíà ñòàâêà ñêëàäà¹
15%. Çíàéäiòü âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó.
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Âàðiàíò 3
1. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó òâiðíèõ ôóíêöié çíàéäiòü ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïiä-

ñóìêîâîãî ïîçîâó äî êîìïàíi¨, ÿêà óêëàëà 3 îäíàêîâèõ äîãîâîðè ñòðàõóâàííÿ
íà ðiê. Çà óìîâîþ äîãîâîðó âèïëàòà ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðî-
òÿãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 500 äîë., à ó âèïàäêó ñìåðòi
ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 250 äîë. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó
äîðiâíþ¹ 0.1, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.24.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 2000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Çà óìîâîþ äîãîâîðó ñòðàõîâà âèïëàòà äîðiâíþ¹ 500 äîë. ó ðà-
çi ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó
êîæíîãî iç çàñòðàõîâàíèõ äîðiâíþ¹ 0.01. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Ïóàññîíà, îá-
÷èñëiòü ðîçìið ïðåìi¨, ùî çàáåçïå÷ó¹ 95-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ
êîìïàíi¨. Âèçíà÷iòü ðîçìið ñòðàõîâî¨ i âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâîê.

3. Çà óìîâè ðiâíîìiðíîãî ðîçïîäiëó ñìåðòåé çíàéäiòü íåòòî-ïðåìiþ äëÿ
ëþäèíè âiêîì 60 ðîêiâ, ÿêùî óêëàäà¹òüñÿ äîãîâið 4-ði÷íîãî çìiøàíîãî ñòðà-
õóâàííÿ æèòòÿ, à ði÷íà ïðîöåíòíà ñòàâêà ñêëàäà¹ 15%.

4. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 1000 äîãîâîðiâ 3-ði÷íîãî çìiøàíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê óñiõ çàñòðàõîâàíèõ � 40 ðîêiâ. Îá÷èñëiòü ðîçìið ïðå-
ìi¨, ùî ãàðàíòó¹ 96-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåí-
íi ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ ñêëàäà¹
0.1. Âèçíà÷iòü ðîçìið âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè.

Âàðiàíò 4
1. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó òâiðíèõ ôóíêöié çíàéäiòü ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïiä-

ñóìêîâîãî ïîçîâó äî êîìïàíi¨, ÿêà óêëàëà 3 îäíàêîâèõ äîãîâîðè ñòðàõóâàííÿ
íà ðiê. Çà óìîâîþ äîãîâîðó âèïëàòà ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðî-
òÿãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 500 äîë., à ó âèïàäêó ñìåðòi
ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 250 äîë. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó
äîðiâíþ¹ 0.1, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.3.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 2000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Çà óìîâîþ äîãîâîðó ñòðàõîâà âèïëàòà äîðiâíþ¹ 500 äîë. ó ðà-
çi ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó
êîæíîãî iç çàñòðàõîâàíèõ äîðiâíþ¹ 0.002. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Ïóàññîíà, îá-
÷èñëiòü ðîçìið ïðåìi¨, ùî çàáåçïå÷ó¹ 95-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ
êîìïàíi¨. Âèçíà÷iòü ðîçìið ñòðàõîâî¨ i âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâîê.

3. Ïðèïóñòèìî, ùî êðèâà ñìåðòåé çàäà¹òüñÿ çàêîíîì Åðëàíãà ç ñåðåäíüîþ
òðèâàëiñòþ æèòòÿ 70 ðîêiâ, à iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Çíàéäiòü
íåòòî-ïðåìiþ äëÿ ëþäèíè âiêîì 30 ðîêiâ, ÿêùî óêëàäà¹òüñÿ äîãîâið ïîâíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ.

4. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 600 äîãîâîðiâ 4-ði÷íîãî çìiøàíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê óñiõ çàñòðàõîâàíèõ � 40 ðîêiâ. Îá÷èñëiòü ðîçìið ïðå-
ìi¨, ùî ãàðàíòó¹ 98-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåí-
íi ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé, ÿêùî ði÷íà ïðîöåíòíà ñòàâêà ñêëàäà¹
15%. Âèçíà÷iòü ðîçìið âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè.
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Âàðiàíò 5
1. Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó òâiðíèõ ôóíêöié çíàéäiòü ôóíêöiþ ðîçïîäiëó ïiä-

ñóìêîâîãî ïîçîâó äî êîìïàíi¨, ÿêà óêëàëà 3 îäíàêîâèõ äîãîâîðè ñòðàõóâàííÿ
íà ðiê. Çà óìîâîþ äîãîâîðó âèïëàòà ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðî-
òÿãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâíþ¹ 400 äîë., à ó âèïàäêó ñìåðòi
ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 200 äîë. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó
äîðiâíþ¹ 0.01, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.05.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 2000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Çà óìîâîþ äîãîâîðó ñòðàõîâà âèïëàòà äîðiâíþ¹ 1500 äîë. ó ðà-
çi ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿãîì ðîêó. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó
êîæíîãî iç çàñòðàõîâàíèõ äîðiâíþ¹ 0.002. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Ïóàññîíà, îá-
÷èñëiòü ðîçìið ïðåìi¨, ùî çàáåçïå÷ó¹ 95-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ
êîìïàíi¨. Âèçíà÷òå ðîçìið ñòðàõîâî¨ i âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâîê.

3. Ïðèïóñòèìî, ùî êðèâà ñìåðòåé çàäà¹òüñÿ çàêîíîì Åðëàíãà ç ñåðåäíüîþ
òðèâàëiñòþ æèòòÿ 70 ðîêiâ, à iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Çíàéäiòü
íåòòî-ïðåìiþ äëÿ ëþäèíè âiêîì 40 ðîêiâ, ÿêùî óêëàäà¹òüñÿ äîãîâið ïîâíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ.

4. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 2000 äîãîâîðiâ 4-ði÷íîãî çìiøàíîãî
ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê óñiõ çàñòðàõîâàíèõ 40 ðîêiâ. Îá÷èñëiòü ðîçìið ïðåìi¨,
ùî ãàðàíòó¹ 96-âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåííi
ïðî ðiâíîìiðíèé ðîçïîäië ñìåðòåé, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹
0.15%. Âèçíà÷òå ðîçìið âiäíîñíî¨ ñòðàõîâî¨ íàäáàâêè.

Êîíòðîëüíà ðîáîòà 3

Âàðiàíò 1
1. Êîìïàíiÿ óêëàëà 2000 äîãîâîðiâ 3-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê

óñiõ çàñòðàõîâàíèõ � 40 ðîêiâ. Çíàéäiòü ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà çàáåçïå÷èòü 96-
âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåííi ïðî ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië ñìåðòåé, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü ñòðà-
õîâó i âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêè.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 1000 äîãîâîðiâ ñòðàõóâàííÿ âiäêëàäå-
íîãî íà 5 ðîêiâ. Íåõàé çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîñòiéíîþ
iíòåíñèâíiñòþ ñìåðòíîñòi µ = 0.03. Âèçíà÷òå ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà ãàðàíòó¹, ùî
éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùóâàòèìå 2%, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó.

3. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 3000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó äëÿ êîæíîãî iç çàñòðàõîâà-
íèõ äîðiâíþ¹ 0.01. Iç 3000 êëi¹íòiâ 1000 óêëàëè äîãîâið íà ñóìó 1000 äîë.
êîæíèé, 500 îñiá � íà ñóìó 2000 äîë. êîæíèé, ùå 500 îñiá � íà ñóìó 5000
äîë. êîæíèé, i 1000 îñiá � íà ñóìó 10000 äîë. êîæíèé. Ïðîàíàëiçóéòå ïèòàí-
íÿ ïðî äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ
5000 äîë., ÿêùî âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ 15%, à
ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ � 20%.

4. Êîìïàíiÿ óêëàëà 1000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ. Çà
óìîâîþ êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ 1000 äîë. ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿ-
ãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó i 500 äîë. ó âèïàäêó éîãî ñìåðòi ïðîòÿãîì
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ðîêó ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâ-
íþ¹ 0.001, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.01. Êîìïàíiÿ âñòàíîâëþ¹ òàêó ïðåìiþ,
ùîá iìîâiðíiñòü ¨¨ ðîçîðåííÿ íå ïåðåâèùèëà 3%. Ïðîàíàëiçóéòå äîöiëüíiñòü
ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 500 äîë., ÿêùî âiä-
íîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹ 15%. Âèçíà÷òå
îïòèìàëüíó ìåæó óòðèìàííÿ.

Âàðiàíò 2
1. Êîìïàíiÿ óêëàëà 1000 äîãîâîðiâ 3-ði÷íîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê

óñiõ çàñòðàõîâàíèõ � 30 ðîêiâ. Çíàéäiòü ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà çàáåçïå÷èòü 97-
âiäñîòêîâó éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåííi ïðî ðiâíîìiðíèé
ðîçïîäië ñìåðòåé, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü ñòðà-
õîâó i âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêè.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 500 äîãîâîðiâ 5-ði÷íîãî ñòðàõóâàí-
íÿ. Íåõàé çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîñòiéíîþ iíòåíñèâíiñòþ
ñìåðòíîñòi µ = 0.02. Âèçíà÷òå ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà ãàðàíòó¹, ùî éìîâiðíiñòü
ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùóâàòèìå 3%, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ äî-
ðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó.

3. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 3000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó äëÿ êîæíîãî iç çàñòðàõîâà-
íèõ äîðiâíþ¹ 0.005. Iç 3000 êëi¹íòiâ 1000 óêëàëè äîãîâið íà ñóìó 1000 äîë.
êîæíèé, 1000 îñiá � íà ñóìó 2000 äîë. êîæíèé, 500 îñiá � íà ñóìó 3000 äîë.
êîæíèé, i 500 îñiá � íà ñóìó 4000 äîë. êîæíèé. Ïðîàíàëiçóéòå ïèòàííÿ ïðî
äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 3000
äîë., ÿêùî âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ 10%, à ïåðå-
ñòðàõóâàëüíî¨ � 15%.

4. Êîìïàíiÿ óêëàëà 2000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ. Çà
óìîâîþ êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ 1500 äîë. ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿ-
ãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó i 1000 äîë. ó âèïàäêó éîãî ñìåðòi ïðîòÿãîì
ðîêó ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâ-
íþ¹ 0.002, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.01. Êîìïàíiÿ âñòàíîâëþ¹ òàêó ïðåìiþ,
ùîá iìîâiðíiñòü ¨¨ ðîçîðåííÿ íå ïåðåâèùèëà 3%. Ïðîàíàëiçóéòå äîöiëüíiñòü
ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 1000 äîë., ÿêùî âiä-
íîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹ 20%. Âèçíà÷òå
îïòèìàëüíó ìåæó óòðèìàííÿ.

Âàðiàíò 3
1. Êîìïàíiÿ óêëàëà 2000 äîãîâîðiâ ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê óñiõ çà-

ñòðàõîâàíèõ � 35 ðîêiâ. Çíàéäiòü ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà çàáåçïå÷èòü 94-âiäñîòêîâó
éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåííi, ùî êðèâà ñìåðòåé çàäà¹òüñÿ
çàêîíîì Åðëàíãà iç ñåðåäíüîþ òðèâàëiñòþ æèòòÿ 80 ðîêiâ, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü ñòðàõîâó i âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêè.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 1000 äîãîâîðiâ 5-ði÷íîãî ñòðàõóâàí-
íÿ. Íåõàé çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîñòiéíîþ iíòåíñèâíiñòþ
ñìåðòíîñòi µ = 0.03. Âèçíà÷òå ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà ãàðàíòó¹, ùî éìîâiðíiñòü
ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùóâàòèìå 3%, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü ïðîöåíòiâ äî-
ðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó.
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3. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 2000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó äëÿ êîæíîãî iç çàñòðàõîâà-
íèõ äîðiâíþ¹ 0.02. Iç 2000 êëi¹íòiâ 1200 óêëàëè äîãîâið íà ñóìó 10000 äîë.
êîæíèé, 400 îñiá � íà ñóìó 20000 äîë. êîæíèé, 300 îñiá � íà ñóìó 30000 äîë.
êîæíèé, i 100 îñiá � íà ñóìó 40000 äîë. êîæíèé. Ïðîàíàëiçóéòå ïèòàííÿ ïðî
äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 30000
äîë., ÿêùî âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ 10%, à ïåðå-
ñòðàõóâàëüíî¨ � 15%.

4. Êîìïàíiÿ óêëàëà 3000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ. Çà
óìîâîþ êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ 1000 äîë. ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿ-
ãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó i 500 äîë. ó âèïàäêó éîãî ñìåðòi ïðîòÿãîì
ðîêó ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâ-
íþ¹ 0.003, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.01. Êîìïàíiÿ âñòàíîâëþ¹ òàêó ïðåìiþ,
ùîá éìîâiðíiñòü ¨¨ ðîçîðåííÿ íå ïåðåâèùèëà 5%. Ïðîàíàëiçóéòå äîöiëüíiñòü
ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 700 äîë., ÿêùî âiä-
íîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹ 12%. Âèçíà÷òå
îïòèìàëüíó ìåæó óòðèìàííÿ.

Âàðiàíò 4
1. Êîìïàíiÿ óêëàëà 1000 äîãîâîðiâ ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê óñiõ çà-

ñòðàõîâàíèõ � 25 ðîêiâ. Çíàéäiòü ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà çàáåçïå÷èòü 97-âiäñîòêîâó
éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåííi, ùî êðèâà ñìåðòåé çàäà¹òüñÿ
çàêîíîì Åðëàíãà iç ñåðåäíüîþ òðèâàëiñòþ æèòòÿ 80 ðîêiâ, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.15. Îá÷èñëiòü ñòðàõîâó i âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêè.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 1000 äîãîâîðiâ 5-ði÷íîãî çìiøàíîãî
ñòðàõóâàííÿ. Íåõàé çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîñòiéíîþ ií-
òåíñèâíiñòþ ñìåðòíîñòi µ = 0.03. Âèçíà÷òå ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà ãàðàíòó¹, ùî
éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùóâàòèìå 4%, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó.

3. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 3000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó äëÿ êîæíîãî iç çàñòðàõîâà-
íèõ äîðiâíþ¹ 0.01. Iç 3000 êëi¹íòiâ 1000 óêëàëè äîãîâið íà ñóìó 5000 äîë.
êîæíèé, 500 îñiá � íà ñóìó 10000 äîë. êîæíèé, 500 îñiá � íà ñóìó 20000 äîë.
êîæíèé, i 1000 îñiá � íà ñóìó 50000 äîë. êîæíèé. Ïðîàíàëiçóéòå ïèòàííÿ ïðî
äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 20000
äîë., ÿêùî âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ 10%, à ïåðå-
ñòðàõóâàëüíî¨ � 15%.

4. Êîìïàíiÿ óêëàëà 1000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ. Çà
óìîâîþ êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ 500 äîë. ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿ-
ãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó i 250 äîë. ó âèïàäêó éîãî ñìåðòi ïðîòÿãîì
ðîêó ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâ-
íþ¹ 0.005, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.01. Êîìïàíiÿ âñòàíîâëþ¹ òàêó ïðåìiþ,
ùîá iìîâiðíiñòü ¨¨ ðîçîðåííÿ íå ïåðåâèùèëà 5%. Ïðîàíàëiçóéòå äîöiëüíiñòü
ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 300 äîë., ÿêùî âiä-
íîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹ 15%. Âèçíà÷òå
îïòèìàëüíó ìåæó óòðèìàííÿ.
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Âàðiàíò 5
1. Êîìïàíiÿ óêëàëà 1000 äîãîâîðiâ ïîâíîãî ñòðàõóâàííÿ æèòòÿ. Âiê óñiõ çà-

ñòðàõîâàíèõ � 30 ðîêiâ. Çíàéäiòü ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà çàáåçïå÷èòü 95-âiäñîòêîâó
éìîâiðíiñòü íåðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ â ïðèïóùåííi, ùî êðèâà ñìåðòåé çàäà¹òüñÿ
çàêîíîì Åðëàíãà iç ñåðåäíüîþ òðèâàëiñòþ æèòòÿ 80 ðîêiâ, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü ñòðàõîâó i âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêè.

2. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 800 äîãîâîðiâ 5-ði÷íîãî çìiøàíîãî
ñòðàõóâàííÿ. Íåõàé çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîñòiéíîþ ií-
òåíñèâíiñòþ ñìåðòíîñòi µ = 0.02. Âèçíà÷òå ðîçìið ïðåìi¨, ÿêà ãàðàíòó¹, ùî
éìîâiðíiñòü ðîçîðåííÿ êîìïàíi¨ íå ïåðåâèùóâàòèìå 6%, ÿêùî iíòåíñèâíiñòü
ïðîöåíòiâ äîðiâíþ¹ 0.1. Îá÷èñëiòü âiäíîñíó ñòðàõîâó íàäáàâêó.

3. Ïîðòôåëü êîìïàíi¨ ñêëàäà¹òüñÿ ç 1000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî
ñòðàõóâàííÿ. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi ïðîòÿãîì ðîêó äëÿ êîæíîãî iç çàñòðàõîâà-
íèõ äîðiâíþ¹ 0.03. Iç 1000 êëi¹íòiâ 500 óêëàëè äîãîâið íà ñóìó 1000 äîë.
êîæíèé, 200 îñiá � íà ñóìó 2000 äîë. êîæíèé, 200 îñiá � íà ñóìó 10000 äîë.
êîæíèé i 100 îñiá � íà ñóìó 20000 äîë. êîæíèé. Ïðîàíàëiçóéòå ïèòàííÿ ïðî
äîöiëüíiñòü ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 5000
äîë., ÿêùî âiäíîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåäàâàëüíî¨ êîìïàíi¨ 15%, à ïåðå-
ñòðàõóâàëüíî¨ � 20%.

4. Êîìïàíiÿ óêëàëà 3000 äîãîâîðiâ êîðîòêîòåðìiíîâîãî ñòðàõóâàííÿ. Çà
óìîâîþ êîìïàíiÿ ñïëà÷ó¹ 2000 äîë. ó âèïàäêó ñìåðòi çàñòðàõîâàíîãî ïðîòÿ-
ãîì ðîêó âiä íåùàñíîãî âèïàäêó i 1000 äîë. ó âèïàäêó éîãî ñìåðòi ïðîòÿãîì
ðîêó ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí. Éìîâiðíiñòü ñìåðòi âiä íåùàñíîãî âèïàäêó äîðiâ-
íþ¹ 0.001, à ç ïðèðîäíèõ ïðè÷èí � 0.05. Êîìïàíiÿ âñòàíîâëþ¹ òàêó ïðåìiþ,
ùîá éìîâiðíiñòü ¨¨ ðîçîðåííÿ íå ïåðåâèùèëà 4%. Ïðîàíàëiçóéòå äîöiëüíiñòü
ïåðåñòðàõóâàííÿ ïåðåâèùåííÿ âòðàò ç ìåæåþ óòðèìàííÿ 1200 äîë., ÿêùî âiä-
íîñíà ñòðàõîâà íàäáàâêà ïåðåñòðàõóâàëüíî¨ êîìïàíi¨ ñêëàäà¹ 15%. Âèçíà÷òå
îïòèìàëüíó ìåæó óòðèìàííÿ.

90



Òàáëèöÿ òðèâàëîñòi æèòòÿ

lx � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïðåäñòàâíèêiâ äåÿêî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ, ÿêi
äîæèëè äî âiêó x ðîêiâ (äèâ. §1.2);
dx � ñåðåäíÿ êiëüêiñòü ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè, ÿêi ïîìåðëè ó âiöi âiä x

äî x+ 1 ðîêiâ (äèâ. §1.3);
qx � ÷àñòêà æèâèõ ïðåäñòàâíèêiâ äàíî¨ ãðóïè ó âiöi x ðîêiâ, ÿêi ïîìðóòü

ïðîòÿãîì íàéáëèæ÷îãî ðîêó (äèâ. §2.2);
Lx � ñåðåäíÿ ïiäñóìêîâà êiëüêiñòü ðîêiâ, ïðîæèòèõ ó âiêîâîìó ïðîìiæêó

(x, x+ 1] óñiìà ïðåäñòàâíèêàìè äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ (äèâ. §3.9);
Tx � ñåðåäíÿ ïiäñóìêîâà êiëüêiñòü ðîêiâ, ïðîæèòèõ ïiñëÿ x ðîêiâ óñiìà

ïðåäñòàâíèêàìè äàíî¨ ãðóïè ç l0 íîâîíàðîäæåíèõ (äèâ. §2.4);
eox � ñåðåäíié çàëèøêîâèé ÷àñ æèòòÿ (äèâ. §2.3).

X qx lx dx Lx Tx e0
x

0 0.011890 100000 1189 99403.13 7805063.61 78.05
1 0.000982 98811 97 98762.48 7705660.48 77.98
2 0.000709 98714 70 98678.99 7606898.00 77.06
3 0.000507 98644 50 98619.00 7506819.01 76.11
4 0.000426 98594 42 98573.00 7409600.01 75.15
5 0.000386 98552 38 98533.00 7311027.02 74.18
6 0.000335 98514 33 98497.50 7212494.02 73.21
7 0.000315 98481 31 98465.50 7113996.52 72.24
8 0.000264 98450 26 98437.00 7015531.02 71.26
9 0.000224 98424 22 98413.00 6917094.02 70.28
10 0.000213 98402 21 98391.50 6818681.03 69.29
11 0.000203 98381 20 98371.00 6720289.53 68.31
12 0.000244 98361 24 98349.00 6621918.53 67.32
13 0.000305 98337 30 98322.00 6523569.53 66.34
14 0.000448 98307 44 98285.00 6425247.53 65.36
15 0.000631 98263 62 98231.99 6326962.53 64.39
16 0.000815 98201 80 98160.99 6228730.54 63.43
17 0.000927 98121 91 98075.49 6130569.55 62.48
18 0.001071 98030 105 97977.48 6032494.07 61.54
19 0.001144 97925 112 97868.98 5934516.58 60.60
20 0.001268 97813 124 97750.97 5836647.61 59.67
21 0.001321 97689 129 97624.47 5738896.47 58.75
22 0.001374 97560 134 97492.97 5641272.16 57.82
23 0.001437 97426 140 97355.97 5543779.19 56.90
24 0.001501 97286 146 97212.96 5446423.23 55.98
25 0.001565 97140 152 97063.96 5349210.26 55.07
26 0.001639 96988 159 96908.46 5252146.30 54.15
27 0.001714 96829 166 96745.95 5155237.85 53.24
28 0.001800 96663 174 96575.95 5058491.89 52.33
29 0.001886 96489 182 96397.94 4961915.95 51.42
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X qx lx dx Lx Tx e0
x

30 0.001973 96307 190 96211.94 4865518.00 50.52
31 0.002070 96117 199 96017.43 4769306.07 49.62
32 0.002179 95918 209 95813.42 4673288.63 48.72
33 0.002288 95709 219 95599.42 4577475.21 47.83
34 0.002409 95490 230 95374.91 4481875.79 46.94
35 0.002540 95260 242 95138.90 4386500.89 46.05
36 0.002673 95018 254 94890.89 4291361.99 45.16
37 0.002828 94764 268 94629.87 4196471.10 44.28
38 0.002984 94496 282 94354.86 4101841.23 43.41
39 0.003142 94214 296 94065.84 4007486.37 42.54
40 0.003322 93918 312 93761.83 3913420.52 41.67
41 0.003515 93606 329 93441.31 3819658.70 40.81
42 0.003709 93277 346 93103.79 3726217.39 39.95
43 0.003928 92931 365 92748.26 3633113.61 39.09
44 0.004159 92566 385 92373.23 3540365.34 38.25
45 0.004404 92181 406 91977.70 3447992.11 37.40
46 0.004664 91775 428 91560.67 3356014.41 36.57
47 0.004937 91347 451 91121.13 3264453.74 35.74
48 0.005237 90896 476 90657.58 3173332.62 34.91
49 0.005552 90420 502 90168.53 3082675.03 34.09
50 0.005883 89918 529 89652.98 2992506.50 33.28
51 0.006242 89389 558 89109.42 2902853.52 32.47
52 0.006631 88831 589 88535.85 2813744.10 31.68
53 0.007037 88242 621 87930.77 2725208.25 30.88
54 0.007475 87621 655 87292.68 2637277.49 30.10
55 0.007934 86966 690 86620.08 2549984.80 29.32
56 0.008438 86276 728 85910.97 2463364.72 28.55
57 0.008966 85548 767 85163.35 2377453.75 29.79
58 0.009530 84781 808 84375.71 2292290.40 27.04
59 0.010134 83973 851 83546.06 2207914.69 26.29
60 0.010767 83122 895 82672.89 2124368.63 25.56
61 0.011456 82227 942 81754.19 2041695.75 24.83
62 0.012192 81285 991 80787.47 1959941.56 24.11
63 0.012965 80294 1041 79771.24 1879154.08 23.40
64 0.013791 79253 1093 78703.97 1799382.85 22.70
65 0.014688 78160 1148 77583.17 1720678.88 22.01
66 0.015634 77012 1204 76406.84 1643095.71 21.34
67 0.016634 75808 1261 75173.97 1566688.87 20.67
68 0.017707 74547 1320 73883.97 1491514.90 20.01
69 0.018859 73227 1381 72532.12 1417631.83 19.36
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X qx lx dx Lx Tx e0
x

70 0.020085 71846 1443 71119.62 1345099.71 25.56
71 0.021391 70403 1506 69644.57 1273980.09 24.83
72 0.022773 68897 1569 68106.48 1204335.52 24.11
73 0.024269 67328 1634 66504.31 1136229.04 23.40
74 0.025847 65694 1698 64837.59 1069724.73 22.70
75 0.027533 63996 1762 63106.80 1004887.14 22.01
76 0.029341 62234 1826 61311.94 941780.34 15.13
77 0.031254 60408 1888 59454.01 880468.40 14.58
78 0.033305 58520 1949 57534.50 821014.39 14.03
79 0.035495 56571 2008 55554.91 763479.90 13.50
80 0.037828 54563 2064 53517.74 707924.99 12.97
81 0.040306 52499 2116 51426.49 654407.26 12.47
82 0.042971 50383 2165 49284.65 602980.76 11.97
83 0.045792 42218 2208 47096.75 553696.11 11.48
84 0.048815 46010 2246 44868.27 506599.36 11.01
85 0.052029 43764 2277 42605.22 461731.09 10.55
86 0.055463 41487 2301 40314.62 419125.87 10.10
87 0.059128 39186 2317 38003.97 378811.25 9.67
88 0.063034 36869 2324 35681.78 340807.28 9.24
89 0.067188 34545 2321 33357.60 305125.50 8.83
90 0.071624 32224 2308 31041.42 271767.90 8.43
91 0.076381 29916 2285 28743.25 240726.48 8.05
92 0.081430 27631 2250 26474.16 211983.23 7.67
93 0.086797 25381 2203 24246.17 185509.08 7.31
94 0.092545 23178 2145 22070.79 161262.90 6.96
95 0.098702 21033 2076 19959.06 139192.11 6.62
96 0.105238 18957 1995 17922.54 119233.05 6.29
97 0.112192 16292 1903 15972.78 101310.51 5.97
98 0.119663 15059 1802 14119.74 85337.74 5.67
99 0.127555 13257 1691 12373.07 71217.99 5.37
100 0.136089 11566 1574 10740.65 58844.93 5.09
101 0.145116 9992 1450 9229.14 48104.27 4.81
102 0.154765 8542 1322 7843.99 38875.13 4.55
103 0.164958 7220 1191 6588.75 31031.15 4.30
104 0.175983 6029 1061 5464.31 24442.39 4.05
105 0.187601 4968 932 4469.77 18978.08 3.82
106 0.200198 4036 808 3601.97 14508.30 3.59
107 0.213445 3228 689 2855.98 10906.34 3.38
108 0.227649 2539 578 2225.17 8050.36 3.17
109 0.242733 1961 476 1701.00 5825.18 2.97
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X qx lx dx Lx Tx e0
x

110 0.259259 1485 385 1273.30 4124.19 2.78
111 0.276364 1100 304 931.67 2850.88 2.59
112 0.295226 796 235 664.85 1919.22 2.41
113 0.315508 561 177 461.37 1254.36 2.24
114 0.335938 384 129 310.75 792.99 2.07
115 0.360784 255 92 202.18 482.25 1.89
116 0.386503 163 63 126.41 280.06 1.72
117 0.420000 100 42 75.22 153.65 1.54
118 0.448276 58 26 42.45 78.43 1.35
119 0.500000 32 16 22.18 35.98 1.12
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